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Vorwort

Das vorliegende Buch bietet eine Einfithrung in zwei unterschiedliche
Themenbereiche der Algebra. Der erste Bereich, auch als Abstrakte
Algebra bekannt, umfasst die allgemeine Theorie fundamentaler alge-
braischer Objekte wie z. B. von Gruppen, Ringen und Korpern, also
von Begriffsbildungen, die auch weit iiber die Algebra hinaus in ma-
thematischen Disziplinen von Bedeutung sind. Der zweite Themenbe-
reich ist charakterisiert durch die sogenannte Galois-Theorie und de-
ren Anwendungen. Ausgangspunkt dieser Theorie ist aus historischer
Sicht das Problem der Auflosung algebraischer Gleichungen, ein Pro-
blem, das nach mannigfachen vergeblichen Versuchen zum Auffinden
von Losungsformeln fiir Gleichungen héheren Grades eine umfassen-
de Klarung durch die brillanten Ideen von E. Galois fand. Erst nach
und nach war man in der Lage, die Herangehensweise von Galois in
eine fundierte mathematische Theorie umzusetzen, da gleichzeitig ver-
schiedene neuartige algebraische Konzepte als Grundlagen entwickelt
und etabliert werden mussten. So ist es zu verstehen, dass das Studi-
um algebraischer Gleichungen fiir weite Teile der abstrakten Algebra
priagend war. Auch im vorliegenden Text werden algebraische Glei-
chungen héufig als motivierender roter Faden zu erkennen sein.

Um diese Wurzeln besser sichtbar zu machen, beginnt der Text
mit einem historischen Abriss zum Problem der Auflésung algebrai-
scher Gleichungen. Alle weiteren Abschnitte behandeln die Thematik
der Algebra aus moderner Sicht. Aber auch hier findet man zu Be-
ginn eines jeden Kapitels einige einfithrende Bemerkungen unter dem
Titel Uberblick und Hintergrund, mit der Intention, das jeweilige The-
ma vorzustellen und zugehorige Hohepunkte in informeller Weise zu
erliutern. Ansonsten gehen die nachfolgenden “reguldren” Abschnit-
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te (einige davon optional, gekennzeichnet durch einen Stern) in voller
mathematischer Strenge vor. Ich habe mich hier bemiiht, die Dinge
in groBtmoglicher Einfachheit und Ubersichtlichkeit darzustellen, in-
klusive notwendiger Vorbereitungen, jedoch ohne auf simplifizierende
Ad-hoc-Losungen zuriickzugreifen. Deshalb sollte das Buch zur Be-
gleitung “jeder” Algebra-Vorlesung geeignet sein, aber sicherlich auch
zum Selbststudium, da die Darstellung ohne weitere Vorkenntnisse aus-
kommt, abgesehen von einigen wenigen Grundlagen der Linearen Al-
gebra. Des Weiteren endet jeder Abschnitt mit einer Auswahl speziell
angepasster Ubungsaufgaben, einige davon in Kursivdruck, um anzu-
deuten, dass es hierzu Losungsvorschldge im Anhang gibt.

Mehrfach habe ich Vorlesungen zur Thematik des Buches gehal-
ten, gewohnlich in Einheiten von jeweils zwei aufeinander folgenden
Semestern. Solche Kurse beschréankten sich im Wesentlichen auf den
“Standard”-Stoff, der in den reguldren Abschnitten ohne Stern enthal-
ten ist. Dieses Standard-Programm ergibt einen wohl-fundierten und
direkten Zugang zur Welt der algebraischen Korpererweiterungen, mit
dem Hauptsatz der Galois-Theorie als erstem Hohepunkt. Gleichzeitig
werden dabei die zugehorigen grundlegenden Konzepte der abstrak-
ten Algebra erldautert. Nebenbei sei erwahnt, dass die Gruppentheorie
in zwei Kapitel aufgeteilt wurde. Der elementare Teil findet sich in
Kapitel 1, sowie der mehr fortgeschrittene Teil, der fiir Anwendungen
der Galois-Theorie relevant ist, in Kapitel 5. Bei Bedarf kann man
natiirlich Kapitel 5 direkt an Kapitel 1 anschliefen. Bleibt noch anzu-
merken, dass die optionalen mit einem Stern versehenen Abschnitte das
Standard-Programm komplettieren oder auch, in einigen Fillen, einen
ersten Blick auf benachbarte Themen vermitteln, die mehr fortgeschrit-
ten sind. Die Thematik der Stern-Abschnitte eignet sich insbesondere
zur Behandlung im Rahmen von Seminaren.

Erste Versionen des Manuskripts entstanden in Form von Skripten,
die ich den Studierenden in meinen Vorlesungen zur Verfiigung gestellt
habe. Sie wurden spéter zu einem Buch zusammengefasst, das erstmals
im Jahre 1993 erschien. Seitdem hat sich das Manuskript der Algebra
stiandig weiterentwickelt. Einige optionale neue Themen kamen hinzu
wie etwa die Auflosung algebraischer Gleichungen vom Grade 3 und 4,
aber auch Kummer-Theorie in unterschiedlichen Versionen, einschlief3-
lich der benotigten Theorie der Witt-Vektoren. All dies hat nach und
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nach zu einer vielseitigen Abrundung des behandelten Themenkomple-
xes gefiihrt.

Die stetige Weiterentwicklung des Buches fufit zu einem erhebli-
chen Teil auch auf den Riickmeldungen von Studierenden, Lesern, Mit-
arbeitern und Kollegen. Thnen allen bin ich zu grofiem Dank verpflich-
tet fiir die mannigfachen Kommentare und Vorschlédge, die groitenteils
im Rahmen von Neuauflagen beriicksichtigt werden konnten. Die vor-
liegende Neuauflage entstand in Verbindung mit meinen Arbeiten an
der Ubertragung des Manuskripts ins Englische. Bei dieser Gelegen-
heit erfolgte eine komplette Uberarbeitung und Optimierung auch des
deutschen Textes, einschlieflich des Druckbildes.

Nicht zuletzt gebiihrt mein Dank dem Springer-Verlag und seinem
Team, welches wie immer fiir eine mustergiiltige Herstellung und Aus-
stattung des Buches gesorgt hat.

Miinster, im Marz 2020 Siegfried Bosch
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Einfiihrung

Zur Losung algebraischer Gleichungen

Der Name “Algebra” ist arabischen Ursprungs (9. Jahrhundert n. Chr.)
und bedeutet Rechnen mit Gleichungen, etwa das Zusammenfassen von
Termen der Gleichung oder das Verdndern der Terme durch gleichar-
tige Manipulationen auf den beiden Seiten der Gleichung. Dabei stellt
die Gleichung eine Beziehung dar zwischen bekannten Groéfien, den so
genannten Koeffizienten, sowie den unbekannten Groflen oder Varia-
blen, deren Wert man mit Hilfe der Gleichung ermitteln méchte. Meist
interessiert man sich in der Algebra fiir polynomiale Gleichungen, etwa
des Typs

23 4+ 32% + T — 10 = 0,

wobei x fiir die unbekannte Groéfle steht. Eine solche Gleichung wird
allgemein als algebraische Gleichung fiir x bezeichnet. Thr Grad ist
gegeben durch den Exponenten der hochsten wirklich vorkommenden
Potenz von z. Algebraische Gleichungen vom Grad 1 nennt man line-
ar. Das Studium linearer Gleichungen oder, allgemeiner, linearer Glei-
chungssysteme in endlich vielen unbekannten Gréflen ist ein zentrales
Problem der Linearen Algebra.

Unter Algebra im Sinne dieses Buches wollen wir im Wesentlichen
diejenige Theorie verstehen, die aus dem Studium algebraischer Glei-
chungen einer unbekannten Grofle hervorgegangen ist, also in heutiger
Sprache die Theorie der Korpererweiterungen mit all ihren abstrak-
ten Begriffsbildungen, auch gruppentheoretischer Art, die insgesamt
eine bequeme und prézise Handhabung algebraischer Gleichungen erst
moglich gemacht haben. In der Tat verwendet die moderne Algebra
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2 Einfithrung

schon auf “elementarem” Niveau in viel starkerem Mafle abstrakte Me-
thoden und Begriffe, als man dies etwa von der Analysis oder der kom-
plexen Funktionentheorie her gewohnt ist. Der Grund hierfiir wird in
gewisser Weise deutlich, wenn man das Problem der Losung algebrai-
scher Gleichungen in seiner historischen Entwicklung verfolgt, was wir
nachstehend ein wenig tun wollen.

Die Anfinge sind ganz konkreter Natur und konzentrieren sich
im Wesentlichen auf das Bearbeiten spezieller zahlenméflig gegebener
“Aufgaben”. Eine berithmte Aufgabe aus der griechischen Antike (ca.
600 v. Chr. — 200 n. Chr.) ist z. B. das Problem der Wiirfelverdoppe-
lung: Gegeben sei ein Wiirfel mit Kantenlénge 1, man bestimme die
Kantenlénge eines Wiirfels, der doppeltes Volumen besitzt. Zu losen ist
also die algebraische Gleichung x® = 2, welche vom Grad 3 ist. Heute
wiirden wir die Losung mit # = +/2 angeben. Was hat man aber unter
V/2 zu verstehen, wenn man nur rationale Zahlen kennt? Da man keine
rationale Zahl finden konnte, deren dritte Potenz 2 ist, hat man sich
im Altertum bei solchen Situationen vielfach mit Naherungslésungen
begniigt, also etwa versucht, v/2 mit geniigender Genauigkeit rational
zu approximieren. Andererseits ist das Problem der Wiirfelverdoppe-
lung geometrischer Natur, und es liegt nahe, eine geometrische Losung
zu versuchen. Haufig zu finden ist bei den Griechen, z. B. bei Euklid, die
Konstruktion mit Zirkel und Lineal, welche Schnittpunkte von Geraden
und Kreisen mit ebensolchen Objekten benutzt. Aber auch mit dieser
Technik ldsst sich /2 nicht konstruieren, wie wir heute wissen; vgl.
Abschnitt 6.4. Da die Konstruktion mit Zirkel und Lineal nicht immer
den gewiinschten Erfolg haben konnte, findet man bei den Griechen
auch geometrische Konstruktionen unter Verwendung komplizierterer
Kurven.

Wenn man einmal akzeptiert hat, dass man zur Losung algebrai-
scher Gleichungen, etwa mit rationalen Koeffizienten, neben den be-
kannten “rationalen” Operationen der Addition, Subtraktion, Multipli-
kation und Division zumindest auch noch das “Wurzelziehen” benétigt,
so kann man die Frage stellen, ob eine wiederholte Anwendung dieser
Operationen stets ausreicht, um die Losungen aus den Koeffizienten
zu gewinnen. Dies ist die beriihmte Frage nach der Auflosbarkeit alge-
braischer Gleichungen durch Radikale. Beispielsweise sind algebraische
Gleichungen vom Grad 1 bzw. 2 durch Radikale auflosbar:
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' +a=0 — T =—a
2
2?2 +azt +b=0 = x:—gi az—b

Die Auflésung quadratischer Gleichungen wurde im Wesentlichen schon
von den Babyloniern (ab ca. Ende des 3. Jahrtausends v. Chr.) unter
Verwendung elementargeometrischer Methoden beherrscht, auch wenn
bei den konkreten Rechnungen, die uns iiberliefert sind, Quadratwur-
zeln meist nur aus Quadratzahlen gezogen werden. Nach Beendigung
der babylonischen und der griechischen Periode wurde die Auflésung
quadratischer Gleichungen ab ca. dem 9. Jahrhundert n. Chr. insbe-
sondere durch arabische Mathematiker weiter perfektioniert. Diese ar-
beiteten auch an dem Problem, kubische sowie Gleichungen hoheren
Grades durch Radikale aufzulésen, konnten hierzu jedoch keinen nen-
nenswerten Beitrag liefern.

Die sensationelle Entdeckung, dass kubische Gleichungen durch
Radikale auflosbar sind, gelang erst gegen 1515 dem Italiener S. del
Ferro. Er betrachtete eine Gleichung der Form 2 +az = b mit a,b > 0
und fand als Losung

Obwohl er wusste, dass Generationen von Mathematikern vor ihm an
diesem Problem gescheitert waren, hat del Ferro seine Entdeckung ge-
heim gehalten und nicht verdffentlicht. Wir wissen von seinen Untersu-
chungen aber aus der Ars Magna, einer Art Lehrbuch zur Mathematik,
welches G. Cardano im Jahre 1545 publizierte. Cardano hatte von del
Ferros Losungsformel auf Umwegen erfahren und sich die Herleitung
selbst iiberlegt. Weiter erkannte er, dass Gleichungen dritten Grades in
der Regel drei Losungen haben sollten, wobei bemerkenswert ist, dass
Cardano weniger Skrupel als seine Zeitgenossen hatte, negative Zahlen
zu verwenden. Auch gibt es bei ihm erste Ansétze zur Verwendung
komplexer Zahlen. Seinem Schiiler L. Ferrari gelang schliellich nach
1545 die Auflosung algebraischer Gleichungen vierten Grades; zu den
Formeln vergleiche man Abschnitt 6.1.

In den n&chsten zwei Jahrhunderten waren die Fortschritte zur
Losung algebraischer Gleichungen eher gering. F. Viete entdeckte den
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nach ihm benannten Zusammenhang zwischen den Koeffizienten einer
Gleichung und deren Losungen, welcher sich heute als eine Trivialitét
darstellt, wenn man die Zerlegung von Polynomen in Linearfaktoren
benutzt. Man hatte auch bereits eine gewisse Vorstellung von dem Be-
griff der Vielfachheit einer Losung und vertrat die Auffassung, dass
eine algebraische Gleichung n-ten Grades, gezéhlt mit Vielfachheiten,
stets n Losungen besitzt, so wie es die Beispiele im Idealfall zeigen.
Dabei muss man sich allerdings dariiber im Klaren sein, dass letzte-
res nur eine mehr oder weniger vage Vorstellung war, denn die Natur
dieser Losungen, etwa reell oder komplex oder gar hyperkomplex (al-
so keins von beidem) wurde nicht prézisiert. In diese Zeit fallen auch
mehrere vergebliche Versuche, beispielsweise durch G. W. Leibniz, al-
gebraische Gleichungen fiinften und hoheren Grades allgemein durch
Radikale aufzulosen.

Eine gewisse Konsolidierung der Situation deutete sich schliellich
mit dem Fundamentalsatz der Algebra an. Erste Ansétze zu einem
Beweis finden sich 1746 bei J. d’Alembert, weitere Beweise jeweils
unterschiedlicher Strenge erfolgten 1749 durch L. Euler, 1772 durch
J. L. Lagrange sowie spéter noch durch C. F. Gauf} in seiner Doktor-
arbeit (1799). Dieser Satz besagt, dass jedes nicht-konstante komplexe
Polynom n-ten Grades mit Vielfachheiten gezihlt genau n komple-
xe Nullstellen besitzt, oder mit anderen Worten, dass sich jedes sol-
che Polynom als Produkt von linearen Faktoren schreiben ldsst. Auch
wenn der Fundamentalsatz der Algebra keinen Beitrag zur expliziten
Auflosung algebraischer Gleichungen liefern konnte, so gab er dennoch
eine Antwort auf die Frage nach dem Zahlbereich, in welchem Loésungen
algebraischer Gleichungen mit rationalen, reellen oder komplexen Koef-
fizienten zu suchen waren. Auf dieser Basis wurden weitere Fortschritte
erzielt, insbesondere von Lagrange. Er unterwarf 1771 die Auflésung
algebraischer Gleichungen dritten und vierten Grades einer grundle-
genden Revision und bemerkte unter anderem, dass die Kubikwurzeln
in del Ferros Formel mit der Nebenbedingung

O @O ) -

gewdhlt werden miissen, damit man nicht 9 mogliche Werte erhélt,
sondern nur die Werte x1, x2, x3 der wirklichen Lésungen zur betrach-
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teten Gleichung x® + ax = b. Noch wichtiger aber war die Entdeckung,
dass nach Wahl einer nicht-trivialen dritten Einheitswurzel (, also einer
komplexen Zahl ¢ # 1 mit ¢ = 1, der Ausdruck

(z1 + Cxa + Ca3)?

bei Permutation der z; lediglich zwei verschiedene Werte annimmt so-
wie, als Konsequenz, einer quadratischen Gleichung geniigt (mit Koef-
fizienten aus dem betrachteten Zahlbereich, etwa den rationalen Zah-
len). Damit lassen sich die Summen (1) + (T 2) + (2%(3) fiir belie-
bige Permutationen m durch Losen einer quadratischen Gleichung und
anschliefendes Ausziehen einer Kubikwurzel erhalten. Da man aber
andererseits aus diesen Summen x1, s, r3 mittels rationaler Operatio-
nen zuriickerhalten kann, ist insgesamt die Auflosung der Gleichung
23 + az = b durch Radikale beschrieben. In #hnlicher Weise hat La-
grange auch die Auflosung algebraischer Gleichungen vierten Grades
charakterisiert, wobei ebenfalls Permutationen der Losungen eine wich-
tige Rolle spielen. Lagrange hat damit erstmalig gruppentheoretische
Argumente in die Diskussion eingefiihrt, ein Ansatz, der letztendlich
zur systematischen Kldrung des Problems der Auflésung algebraischer
Gleichungen durch Galois fiihrte.

In dhnlichem Stile wie Lagrange studierte Gaufl 1796 nach Vorar-
beiten von A. T. Vandermonde die Losungen der Gleichung 27 —1 = 0
fiir Primzahlen p > 2, wobei die zugehorigen Permutationen dieser
Losungen unter den Begriff der “zyklischen” Gruppen fallen. Die Me-
thoden von Gauf3 fithrten insbesondere zu neuen Erkenntnissen bei der
geometrischen Frage, welche regelméfiigen n-Ecke sich mit Zirkel und
Lineal konstruieren lassen. In diese Zeit fallen weiter Untersuchungen
von P. Ruffini, 1820 von N. H. Abel prézisiert, mit dem Ergebnis, dass
die “allgemeine Gleichung” n-ten Grades fiir n > 5 nicht durch Radi-
kale auflésbar ist.

Nach derartigen Einzelerfolgen, die im Wesentlichen durch die sys-
tematische Ausnutzung von Gruppenargumenten zustande kamen, er-
schien die Zeit reif zu sein fiir eine vollstindige Klarung des Problems
der Auflésung algebraischer Gleichungen. Dieser kronende Abschluss
gelang E. Galois mit seinen brillanten Ideen in den Jahren 1830 — 1832.
In stérkerem Mafle noch als Abel hatte Galois eine sehr prézise Vorstel-
lung von den Zahlbereichen, die etwa aus den rationalen Zahlen durch
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Hinzunahme von Lésungen algebraischer Gleichungen entstehen; aus
heutiger Sicht handelt es sich um eine Vorstufe des Korperbegrifts sowie
um die Technik der Adjunktion algebraischer Elemente. Er fithrte den
Begriff der Irreduzibilitéit einer algebraischen Gleichung ein und zeigte
den Satz vom primitiven Element fiir den Zerfallungskorper L einer
algebraischen Gleichung f(z) = 0 mit einfachen Losungen, also fiir
den Korper, der von allen Lésungen x4, ..., z, einer solchen Gleichung
erzeugt wird. Dieser Satz besagt: Es gibt eine irreduzible algebraische
Gleichung g(y) = 0, so dass L einerseits alle Losungen y, . .., y, dieser
Gleichung enthéilt, sowie andererseits bereits aus dem Koeffizienten-
bereich durch Adjunktion eines beliebigen Elementes y; hervorgeht.
Galois’ Idee war es nun, die x; in nahe liegender Weise als Funktionen
von 7, darzustellen, etwa z; = h;(y1), und y; dann durch ein beliebi-
ges y; zu ersetzen. Er zeigte, dass die Elemente h;(y;), i = 1,...,7,
wiederum die sdmtlichen Losungen zu f(z) = 0 darstellen, das Erset-
zen von y; durch y; also Anlass zu einer Permutation 7; der xz; gibt,
und dass die 7; eine Gruppe bilden, némlich die nach ihm benannte
“Galois-Gruppe” zur Gleichung f(x) = 0.

Hierauf aufbauend gelangte Galois zu der fundamentalen Einsicht,
dass die Teilkérper des Zerfallungskorpers L in gewisser Weise den
Untergruppen der zugehorigen Galois-Gruppe G entsprechen, eine Tat-
sache, die wir heute in verfeinerter Form als “Hauptsatz der Galois-
Theorie” bezeichnen. Mittels dieser Erkenntnis konnte Galois zeigen,
dass die Gleichung f(x) = 0 genau dann durch Radikale auflsbar ist,
wenn G eine Kette von Untergruppen G =Gy D ... D G, = {1} be-
sitzt, so dass G;;1 jeweils Normalteiler in G; und die Faktorgruppe
G;/Gi;1 zyklisch ist. Wir wollen hier auf weitere Details verzichten
und verweisen stattdessen auf die Abschnitte 4.1, 4.3, 4.8 und 6.1, in
denen wir diese Aspekte der Galois-Theorie ausfiihrlich darstellen.

Das einfach zu formulierende Problem der Auflosbarkeit algebrai-
scher Gleichungen erfuhr somit durch die genialen Ideen Galois’ eine
umfassende Klarung. Insbesondere ist zu verstehen, warum dieses Pro-
blem iiber viele Jahrhunderte hinweg dem Zugriff der Mathematiker
verwehrt war. Die Losung besteht nicht aus einer nachvollziehbaren
etwa formelméfligen Bedingung an die Koeffizienten der betrachteten
Gleichung; sie erfordert, allein um formuliert werden zu kénnen, eine
neue Sprache, also neue Begriffsbildungen und Denkweisen, die erst
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in einem langwierigen Prozess des Studierens von Beispielen und des
Herantastens an die Gegebenheiten gefunden werden mussten. Auch
bleibt festzuhalten, dass der eigentliche Nutzen von Galois’ Unter-
suchungen nicht so sehr in dem Beitrag zur Auflosung algebraischer
Gleichungen durch Radikale zu sehen ist, sondern vielmehr in der all-
gemeinen Beziehung, die zwischen algebraischen Gleichungen und den
zugehorigen “Galois”-Gruppen besteht. Man kann ja mit dem Haupt-
satz der Galois-Theorie sozusagen in gruppentheoretischer Weise die
“Natur” der Losungen beliebiger algebraischer Gleichungen charakte-
risieren, wodurch im Nachhinein das Problem der Auflosbarkeit durch
Radikale viel von seiner urspriinglichen Bedeutung verloren hat.

Und wie wurde Galois’ Beitrag von seinen Zeitgenossen aufgenom-
men? Um hiervon einen Eindruck zu vermitteln, wollen wir einen kur-
zen Blick auf Galois’ Lebenslauf werfen; man vergleiche hierzu auch
[11], Abschnitt 7. Evariste Galois wurde 1811 in der Ndhe von Paris
geboren und starb 1832 im Alter von nur 20 Jahren. Bereits wihrend
der Schulzeit beschéftigte er sich mit den Schriften von Lagrange und
schrieb eine erste kleinere Arbeit {iber Kettenbriiche. Zweimal ver-
suchte er, in die angesehene Ecole Polytechnique in Paris einzutreten,
schaffte aber die Aufnahmepriifung nicht und musste sich schliellich
mit der Ecole Normale begniigen. 1829 nahm er dort sein Studium auf,
im Alter von 18 Jahren. Im gleichen Jahr legte er der Académie des
Sciences ein erstes Mémoire iiber die Losung algebraischer Gleichungen
vor. Das Manuskript wurde jedoch nicht beachtet und ging verloren,
wie auch ein zweites, das er eine Woche spéter einreichte. Nachdem
1830 ein weiteres Mémoire das gleiche Schicksal erlitten hatte, machte
Galois Anfang 1831 einen letzten Versuch und reichte seine Arbeit zur
Auflésung algebraischer Gleichungen durch Radikale ein, die wir heute
als sein beriihmtestes Werk ansehen. Diesmal wurde die Arbeit refe-
riert, aber mit der Begriindung der Unausgereiftheit und Unverstéand-
lichkeit abgelehnt. Enttduscht, dass er in der Mathematik keine Aner-
kennung gewinnen konnte, wandte sich Galois den politischen Ereig-
nissen seiner Zeit zu. Er wurde aufgrund seiner Aktivitdten mehrmals
verhaftet und schliefflich zu einer Geféngnisstrafe verurteilt. Im Mai
1832 lief} er sich zu einem Duell provozieren, bei dem er den Tod fand.
Um sein Werk der Nachwelt zu erhalten, verfasste Galois in der Nacht
vor der Austragung des Duells einen Brief an einen Freund, in dem er
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seine bahnbrechenden Erkenntnisse in programmatischer Form zusam-
menfasste. Obwohl dieses Programm noch 1832 veréffentlicht werden
konnte, wurde die Tragweite von Galois’ Untersuchungen nicht unmit-
telbar erkannt. Man mag iiber die Griinde spekulieren, zwei Dinge sind
aber sicherlich von Bedeutung. Zum einen war Galois ein unbekannter
junger Mathematiker, mit einem dubiosen Lebenslauf dazu. Zum ande-
ren aber machte die Charakterisierung der Auflésbarkeit algebraischer
Gleichungen fiir die damalige Zeit offenbar einen derart komplizierten
Eindruck, dass man in Galois’ unmittelbarer Umgebung nicht darauf
vorbereitet war, dies als ernst zu nehmende Losung des Problems anzu-
erkennen. Man bedenke auch, dass Lagrange, auf dessen grundlegende
Vorarbeiten wir oben hingewiesen haben, bereits 1813 verstorben war.

Wir wollen hier nicht in allen Einzelheiten beschreiben, auf wel-
chen Wegen die Ideen Galois’ letztendlich doch ihre Anerkennung und
Wertschitzung erfahren haben. Wesentlich war sicherlich, dass J. Liou-
ville ca. 10 Jahre nach Galois’” Tod auf dessen Arbeiten stieff und
im Jahre 1846 einen Teil des mathematischem Nachlasses von Galois
veroffentlichte. So begann in der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts
eine Phase, in der man unter anderem mit dem Verstehen und Aus-
feilen von Galois’ Ideen beschéftigt war. Man lernte sehr schnell, das
Problem der Auflésbarkeit algebraischer Gleichungen durch Radikale
in realistischer Weise zu sehen. Es war nur deshalb von so eminent
grofler Wichtigkeit, weil es den entscheidenden Anreiz geliefert hatte,
die Tiir zu einer noch umfassenderen Klassifikation der irrationalen
Zahlen zu offnen. Auch begann man nun, sich stirker fiir das Pro-
blem der Transzendenz zu interessieren. Schon 1844 konnte Liouville
in konstruktiver Weise die Existenz transzendenter Zahlen zeigen, eine
Aussage, die G. Cantor 1874 in noch krasserer Form unter Benutzung
eines Méchtigkeitsargumentes erhielt. Weiter gehoren zu diesen Unter-
suchungen die Beweise fiir die Transzendenz von e im Jahre 1873 durch
Ch. Hermite [8] und von 7 im Jahre 1882 durch F. Lindemann [13].
Einige Aspekte grundsétzlicher Art zum Phidnomen der Transzendenz
wurden schlieBlich von E. Steinitz 1910 in seiner Arbeit [15] geklért.

In den Arbeiten Galois’ hatte sich unter anderem gezeigt, dass die
Fixierung auf einzelne algebraische Gleichungen eher hinderlich war.
Man musste variabel sein und sozusagen mehrere Gleichungen zur sel-
ben Zeit betrachten, eventuell auch mit unterschiedlichem Zahlbereich,
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aus dem die Koeffizienten stammen. Diese Einsicht fithrte dazu, statt
einzelner Gleichungen so genannte algebraische Korpererweiterungen
zu studieren. Als Erster hat wohl R. Dedekind in seinen Vorlesungen
1855 — 1858 in Gottingen die Galois-Theorie konsequent in diesem Sin-
ne dargestellt. Insbesondere interpretierte er Galois-Gruppen als Au-
tomorphismengruppen von Koérpern und nicht nur als Gruppen, die
die Losungen einer algebraischen Gleichung permutieren. Eine weitere
entscheidende Verbesserung der Theorie geht auf L. Kronecker zuriick,
der 1887 das nach ihm benannte Verfahren zur Konstruktion alge-
braischer Korpererweiterungen veroffentlichte. Es fithrte dazu, dass die
Galois-Theorie ohne Verwendung des Fundamentalsatzes der Algebra
aufgebaut werden konnte und sich somit von der physischen Anwesen-
heit des Korpers der komplexen Zahlen befreien lie3, z. B. um sie auf
endliche Korper zu iibertragen.

Mit diesen Entwicklungen sind wir nun schon ziemlich nahe bei den
Auffassungen angelangt, die wir auch heute noch in der Theorie der
Korpererweiterungen vertreten. Natiirlich hat es weitere Komplettie-
rungen, Verbesserungen und Vereinfachungen der Theorie gegeben, die
meist im Rahmen von Lehrbiichern dargestellt wurden. Zu nennen sind
— in historischer Reihenfolge — die Publikationen von H. Weber [17],
B. L. van der Waerden [16], E. Artin [1], [2], sowie als weitere richtungs-
weisende Lehrbiicher N. Bourbaki [5] und S. Lang [12]. Wenn auch die
Theorie nunmehr als “fertig” und in einem “optimalen” Gewande er-
scheinen mag, so mochte ich den Leser dennoch ermutigen, sich von Zeit
zu Zeit an den Weg zu erinnern, den das Problem der Losung algebrai-
scher Gleichungen durchwandert hat. Nur wenn man sich die enormen
Schwierigkeiten bewusst macht, die zu iiberwinden waren, wird man
die faszinierenden Losungen verstehen und zu schitzen wissen, die die
Mathematiker im Laufe von Jahrhunderten in zdhem Ringen gefunden

haben.

Es sollte nun aber nicht der Eindruck entstehen, dass das Studi-
um algebraischer Gleichungen heute als abgeschlossen zu betrachten
wére. Im Gegenteil, es hat seine natiirliche Fortsetzung erfahren mit
der Untersuchung von Systemen algebraischer Gleichungen mehrerer
unbekannter Grofilen innerhalb der Algebraischen Geometrie, vgl. [3],
oder der Zahlentheorie. Auch hierzu kénnen wir ein einfach formu-
lierbares Problem angeben, welches duflerst lange dem Ansturm der
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Mathematiker standgehalten hat und erst in jiingerer Vergangenheit
gelost werden konnte, und zwar in den Jahren 1993/94 durch A. Wiles
unter Mithilfe von R. Taylor. Es handelt sich um die beriithmte Fermat-
sche Vermutung, dass namlich die Gleichung x™ + y" = 2" fiir n > 3
keine Losung in ganzen von Null verschiedenen Zahlen besitzt. Man
sagt, Fermat habe etwa um 1637 diese Vermutung auf dem Rand einer
Seite in seiner Ausgabe von Diophants Arithmetica (ca. 250 n. Chr.)
vermerkt und hinzugefiigt, dass er einen wunderbaren Beweis hierfiir
habe, der Rand aber zu klein sei, um diesen aufzunehmen.



1. Elementare Gruppentheorie

Uberblick und Hintergrund

Der Gruppenbegriff ist im Rahmen dieses Buches in zweierlei Hin-
sicht von Bedeutung. Einerseits beinhaltet er eine grundlegende ma-
thematische Struktur, die man insbesondere bei Ringen, Korpern, Vek-
torrdumen und Moduln findet, wenn man die dort gegebene Addition
als Verkniipfung betrachtet. Gruppen dieses Typs sind stets kommuta-
tiv oder, wie man auch sagt, abelsch, benannt nach dem Mathematiker
N. H. Abel. Daneben sind fiir uns aber auch die auf E. Galois zuriick-
gehenden Galois-Gruppen von zentralem Interesse, da diese fiir die
Theorie algebraischer Gleichungen benétigt werden. Galois-Gruppen
sind aus einfachster Sicht Permutationsgruppen, also Gruppen, deren
Elemente als bijektive Selbstabbildungen einer gegebenen endlichen
Menge, etwa {1,...,n}, aufgefasst werden.

Ein wesentliches Charakteristikum einer Gruppe G ist die Ver-
kniipfungsvorschrift, welche je zwei Elementen g,h € G ein drittes
Element g o h € G zuordnet, als Produkt oder im kommutativen Fall
auch als Summe von g und h bezeichnet. Solche Verkniipfungen hatte
man beim Rechnen in Zahlbereichen schon immer benutzt, ohne dass
man zunéichst eine Notwendigkeit sah, die Eigenschaften einer Ver-
kniipfung genauer zu prézisieren. Diese wurden sozusagen als “evident”
angesehen. So ist es auch zu verstehen, dass das Auftreten negativer
Zahlen als Ergebnis einer Rechnung, etwa bei einer Differenzbildung,
noch bis zum Beginn des 17. Jahrhunderts bei manchen Mathematikern
als “suspekt” galt, da negative Zahlen eben keine reale Bedeutung zu
haben schienen. Mit Beginn des 19. Jahrhunderts jedoch begann der ei-
gentliche Gruppenbegriff Gestalt anzunehmen, und zwar in dem Mafe,
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wie Verkniipfungsvorschriften auch auf Objekte angewendet wurden,
die nicht in natiirlicher Weise als Zahlbereichen zugehorig interpretiert
werden konnten. Bei der Auflosung algebraischer Gleichungen spiel-
ten beispielsweise Permutationsgruppen eine wichtige Rolle. Da es sich
hierbei um endliche Gruppen handelt, also um Gruppen mit endlich
vielen Elementen, konnte man die Gruppenaxiome noch ohne explizi-
te Erwdhnung “inverser Elemente” formulieren, was bei unendlichen
Gruppen nicht mehr moglich ist; man vergleiche hierzu etwa Aufga-
be 3 aus Abschnitt 1.1. Eine explizite Forderung “inverser Elemente”
und damit eine axiomatische Charakterisierung von Gruppen im heuti-
gen Sinne taucht erstmalig im ausgehenden 19. Jahrhundert bei S. Lie
und H. Weber auf. Zuvor hatte Lie noch vergeblich versucht, fiir die
von ihm betrachteten “Transformationsgruppen” die Existenz inverser
Elemente aus den iibrigen Axiomen abzuleiten.

In diesem Kapitel wollen wir in knapper Form einige elementare
Grundlagen iiber Gruppen zusammenstellen, Dinge, die den meisten
Lesern sicherlich schon geldufig sein diirften. Neben der Definition ei-
ner Gruppe handelt es sich um die Einfithrung von Normalteilern, der
zugehorigen Faktorgruppen sowie um die Diskussion zyklischer Grup-
pen. Bereits hier spiirt man etwas von dem priagenden Einfluss, den
die Untersuchungen zur Auflésung algebraischer Gleichungen und ins-
besondere die Galois-Theorie auf die Gruppentheorie ausgeiibt haben.
Der Begriff des Normalteilers ist beispielsweise im Zusammenhang mit
dem Hauptsatz der Galois-Theorie 4.1/6 entstanden. Denn dieser Satz
besagt unter anderem, dass ein Zwischenkorper E zu einer endlichen
Galois-Erweiterung L/K genau dann normal iiber K im Sinne von
3.5/5 ist, wenn die zu E gehorige Untergruppe der Galois-Gruppe
Gal(L/K) die Normalteilereigenschaft besitzt. Auch die Benennung
von 1.2/3 als Satz von Lagrange bezieht sich auf gruppentheoretische
Argumente, die Lagrange bei seinen Untersuchungen zur Auflésung
algebraischer Gleichungen entwickelte.

Weitergehende Resultate iiber Gruppen und insbesondere Permu-
tationsgruppen, die speziell fiir Anwendungen in der Galois-Theorie
von Interesse sind, werden wir aber erst in Kapitel 5 bringen. Im Ubri-
gen sei hier noch auf den Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche
Gruppen hingewiesen, der eine Klassifikation dieser Gruppen liefert
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und dessen Beweis wir in 2.9/9 im Rahmen der Elementarteilertheorie
fithren werden.

1.1 Gruppen

Es sei M eine Menge und M x M ihr kartesisches Produkt mit sich
selbst. Unter einer (inneren) Verknipfung auf M versteht man eine
Abbildung M x M — M. Dabei schreibt man das Bild eines Paa-
res (a,b) € M x M meist als “Produkt” a - b oder ab, so dass die
Verkniipfung auf M elementweise durch (a,b) — a - b charakterisiert
werden kann. Die Verkniipfung heif3t

assoziativ, falls (ab)e = a(be) fir alle a,b,c € M,

kommutativ, falls ab = ba fiir alle a,b € M gilt.
Man nennt ein Element e € M ein Einselement oder neutrales Element
beziiglich der Verkniipfung auf M, wenn ea = a = ae fiir alle a € M
gilt. Ein solches Einselement e ist durch diese Eigenschaft eindeutig be-
stimmt; wir schreiben héufig auch 1 anstelle von e. Eine Menge M mit
Verkniipfung o: M x M — M heifit ein Monoid, wenn ¢ assoziativ
ist und M ein Einselement beziiglich o besitzt.

Ist M ein Monoid, so kann man fiir ay,...,a, € M das Produkt

definieren. Da die Verkniipfung assoziativ ist, eriibrigt sich eine spezi-
elle Klammerung auf der rechten Seite (was man am besten mit Hilfe
eines geschickt angelegten induktiven Arguments beweist). Als Kon-
vention vereinbaren wir noch

0
H a; :— e = FEinselement.

=1

Wie iiblich lasst sich zu einem Element a € M und einem Exponenten
n € N die n-te Potenz a" bilden,! wobei man aufgrund vorstehender
Konvention a° = e hat. Ein Element b € M heiit invers zu einem

I N bezeichnet die natiirlichen Zahlen einschliefilich der 0.



14 1. Elementare Gruppentheorie

gegebenen Element a € M, wenn ab = e = ba gilt. Es ist dann b
eindeutig durch a bestimmt, denn wenn auch ab’ = e = ba gilt, so
folgt

b=eb=0bab="be=1V.

Ublicherweise bezeichnet man das inverse Element zu a, falls es exis-

tiert, mit a .

Definition 1. Eine Gruppe ist ein Monoid G, so dass jedes Element
von G ein inverses Element besitzt. Im Finzelnen bedeutet dies, man
hat eine Menge G mit einer Verkniipfung G x G — G, (a,b) — ab,
welche folgenden Figenschaften gendigt:
(i) Die Verkniipfung ist assoziativ, d. h. es gilt (ab)c = a(bc) fiir
a,b,c € G.
(ii) Es ewxistiert ein Einselement in G, d. h. ein Element e € G mit
ea = a = ae fir alle a € G.
(i) Zu jedem a € G gibt es ein inverses Element, d. h. ein b € G
mit ab = e = ba.
Die Gruppe heifit kommutativ oder abelsch, falls die Verknipfung
kommutativ ist, d. h. falls

(iv) ab = ba fir alle a,b € G gilt.

Bemerkung 2. FEs geniigt, in Definition 1 statt (ii) und (iii) die fol-
genden etwas schwdcheren Bedingungen zu fordern:

(i") Es existiert ein links-neutrales Element in G, d. h. ein Element
e € G mit ea = a fir alle a € G.

(iii") Zu jedem a € G existiert ein links-inverses Element, d. h. ein
b e G mit ba = e.

Beziiglich des Nachweises, dass die vorstehenden Bedingungen (ii’)
und (iii’) in Verbindung mit (i) bereits zur Definition einer Gruppe aus-
reichen, verweisen wir auf Aufgabe 1 bzw. auf die im Anhang gegebene
Losung.

Bei einer abelschen Gruppe schreibt man die Verkniipfung oft auch
in additiver Form, d. h. man schreibt a + b statt a - b und ) a; statt
[] @i, bzw. n-a anstelle einer n-ten Potenz a™. Entsprechend verwendet
man die Bezeichnung —a statt a=! fiir das inverse Element zu a sowie
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0 (Nullelement) statt e oder 1 fiir das neutrale Element. Wir wollen
einige Beispiele fiir Monoide und Gruppen anfiihren:

(1) Z, Q, R, C, jeweils mit der gewohnlichen Addition, sind abel-
sche Gruppen.

(2) Q*, R*, C*, jeweils mit der gewshnlichen Multiplikation, sind
abelsche Gruppen; ebenso die Teilmengen Q~o = {x € Q; x > 0} und
Rog = {z € R; z > 0} von Q* bzw. R*. Allgemeiner kann man die
aus der Linearen Algebra bekannten Matrizengruppen SL,, oder GL,
mit Koeffizienten in Q, R oder C betrachten. Diese sind fiir n > 1 nicht
mehr kommutativ.

(3) N mit Addition, N, Z mit Multiplikation sind kommutative
Monoide, aber keine Gruppen.

(4) Es sei X eine Menge und S(X) die Menge der bijektiven Ab-
bildungen X — X. Dann ist S(X) mit der Komposition von Abbil-
dungen als Verkniipfung eine Gruppe; diese ist nicht abelsch, sofern X
aus mindestens 3 Elementen besteht. Fiir X = {1,...,n} setzt man
S, := S(X) und nennt dies die symmetrische Gruppe bzw. die Gruppe
der Permutationen der Zahlen 1,...,n. Elemente m € &,, beschreibt
man hiufig unter expliziter Angabe aller Bilder 7 (1),...,7(n) in der

Form
( 1 ... n >
7(1) ... w(n) /)
Indem man die Anzahl der moglichen Anordnungen von 1,...,n ab-
zahlt, sieht man, dass &,, aus genau n! Elementen besteht.

(5) Es sei X eine Menge, G eine Gruppe. Dann ist die Menge
G* := Abb(X, Q) aller Abbildungen X — G in natiirlicher Wei-
se eine Gruppe. Man definiere namlich fiir f,g € G* das Produkt
f - g mittels (f - g)(x) := f(x) - g(z), also durch Multiplikation der
“Funktionswerte”, indem man die Gruppenverkniipfung von G ver-
wendet. Es heifit GX auch Gruppe der G-wertigen Funktionen auf X.
In gleicher Weise kénnen wir die Gruppe GX) derjenigen Abbildun-
gen f: X — G bilden, welche f(x) = 1 fiir fast alle x € X erfiillen
(d. h. fiir alle z € X, bis auf endlich viele Ausnahmen). Die Gruppen
GX und GX) sind kommutativ, wenn G' kommutativ ist. GX und G¥)
stimmen iiberein, wenn X endlich ist.
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(6) Es sei X eine Indexmenge und (G,),ex eine Familie von
Gruppen. Dann wird das mengentheoretische Produkt [] . G, zu
einer Gruppe, wenn wir die Verkniipfung zweier Elemente (g.)zcx,
(he)eex € [l ex G komponentenweise erklaren durch

(gx)xGX : (hx)xGX = (gx . hx)xeX-

Man nennt [ ], .y G, das Produkt der Gruppen G, x € X. Im Fall einer
endlichen Menge X = {1,...,n} schreibt man hierfiir iiblicherweise
auch G1 X ... x G,. Sind die Gruppen G, Exemplare ein und derselben
Gruppe G, so gilt [[,.yv G = G¥ in der Notation des vorstehenden
Beispiels. Ist zudem X endlich, etwa X = {1,...,n}, so schreibt man
auch G™ statt GX oder G,

Definition 3. Es sei G ein Monoid. Fine Teilmenge H C G heifst
Untermonoid, wenn H die Bedingungen

(i) e€ H,

(ii) a,b € H=abe H,
erfillt. Ist G sogar eine Gruppe, so nennt man H eine Untergruppe
von G, wenn zusdtzlich gilt:

(iii) ce H=a' € H.
FEine Untergruppe einer Gruppe G ist also ein Untermonoid, welches
abgeschlossen unter Inversenbildung ist.

Man kann die Bedingung (i) bei der Definition einer Untergruppe
H C G abschwéichen zu H # (), denn mit (ii) und (iii) folgt dann bereits
e € H. Fiir Monoide ist ein entsprechendes Vorgehen natiirlich nicht
moglich. Jede Gruppe G besitzt {e} und G als triviale Untergruppen.
Ist m € Z, so ist mZ, die Menge der ganzzahligen Vielfachen von
m, eine Untergruppe der additiven Gruppe Z. Wir werden in 1.3/4
sehen, dass alle Untergruppen in Z von diesem Typ sind. Allgemeiner
kann man die von einem Element a einer Gruppe G erzeugte zyklische
Untergruppe betrachten. Diese besteht aus allen Potenzen a", n € Z,
wobei man a” = (a=!)™" fiir n < 0 setze; man vergleiche hierzu auch
Abschnitt 1.3.

Definition 4. Es seien G, G' Monoide mit den Finselementen e und
e'. Fin Monoidhomomorphismus ¢: G — G’ ist eine Abbildung p von
G nach G" mit
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(i) wle) =¢,
(i) @(ab) = p(a)p(b) fir alle a,b € G.
Sind G, G" Gruppen, so heifst ¢ auch Gruppenhomomorphismus.

Bemerkung 5. FEine Abbildung p: G — G’ zwischen Gruppen ist
genau dann ein Gruppenhomomorphismus, wenn p(ab) = @(a)p(b) fir
alle a,b € G gilt.

Beweis. Es folgt ¢(e) = €’ aus ¢(e) = p(ee) = p(e)p(e). O

Bemerkung 6. Ist o: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, so
folgt p(a™) = (p(a))™! fiir alle a € G.

Beweis. ¢ = ¢(e) = p(aa™t) = p(a)p(a™?). O

Ein Gruppenhomomorphismus ¢: G — G’ heifit Isomorphismus,
falls ¢ ein Inverses besitzt, d. h. falls es einen Gruppenhomomorphis-
mus 1: G’ — G mit ¢ o ¢ = idg und @ o ¢ = idg gibt. Aquivalent
hierzu ist, dass der Homomorphismus ¢ bijektiv ist. Injektive (bzw.
surjektive) Gruppenhomomorphismen G — G’ nennt man auch Mo-
nomorphismen (bzw. Epimorphismen). Ein Endomorphismus von G
ist ein Homomorphismus G — G, ein Automorphismus von G ein
[somorphismus G — G.

Seien ¢: G — G' und ¢¥: G — G” Gruppenhomomorphismen.
Dann ist auch die Komposition 1) o p: G — G” ein Gruppenhomo-
morphismus. Weiter kann man zu ¢: G — G’ die Untergruppen

kero={geG;p(g)=1} CG (Kern von )

sowie
imp =¢(G) C & (Bild von )

bilden. Die Injektivitat von ¢ ist dquivalent zu ker p = {1}. Im Fol-
genden seien noch einige Beispiele fiir Homomorphismen notiert.

(1) Sei G ein Monoid. Fiir festes z € G definiert

v:N— G, n+— ",



18 1. Elementare Gruppentheorie

einen Monoidhomomorphismus, wenn man N als Monoid unter der
Addition auffasst. Ist GG eine Gruppe, so erhélt man in gleicher Weise
einen Gruppenhomomorphismus

p: L — G, n+— ",

wobei z" = (z71)™ fiir n < 0 gesetzt sei. Umgekehrt ist klar, dass
jeder Monoidhomomorphismus ¢: N — G bzw. jeder Gruppenhomo-
morphismus ¢: Z — G von dieser Gestalt ist; man setze z = ¢(1).

(2) Sei G eine Gruppe, S(G) die Gruppe der bijektiven Selbstabbil-
dungen von G. Fiir a € G definiere man 7, € S(G) als Linkstranslation
mit a auf G, d. h.

To: G — G, g — ag.

Dann ist
G — S(G), a— Tq,

ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Man kann daher G' mit sei-
nem Bild in S(G) identifizieren, so dass G zu einer Untergruppe von
S(G) Anlass gibt. Insbesondere ldsst sich eine Gruppe von n Elemen-
ten stets als Untergruppe der Permutationsgruppe &,, interpretieren,
ein Resultat, welches man auch als Satz von Cayley bezeichnet.

Analog zu den Linkstranslationen kann man auch Rechtstranslatio-
nen auf G erkliren. Diese eignen sich ebenfalls dazu, einen injektiven
Gruppenhomomorphismus G — S(G) zu konstruieren; vgl. Aufga-
be 4.

(3) Sei G eine abelsche Gruppe, n € N. Dann ist
G — G, g—q",

ein Gruppenhomomorphismus.
(4) Sei G eine Gruppe, a € G. Dann ist

va: G — G, g — aga?,

ein so genannter innerer Automorphismus von G. Die Menge Aut(G)
der Automorphismen von G ist unter der Komposition als Verkniipfung
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eine Gruppe, und die Abbildung G — Aut(G), a — ¢, ist ein
Gruppenhomomorphismus.

(5) Die reelle Exponentialfunktion definiert einen Gruppenisomor-
phismus R =% R. (. Um dies einzusehen, miissen wir natiirlich die aus
der Analysis bekannten Eigenschaften der Exponentialfunktion benut-
zen, insbesondere die Funktionalgleichung exp(z+vy) = exp(x)-exp(y).

Aufgaben

1. Man fiihre den Beweis zu Bemerkung 2.

2. Die Ezxponentialfunktion liefert einen Isomorphismus zwischen der ad-
ditiven Gruppe R und der multiplikativen Gruppe Rsg. Man dberlege,
ob es auch einen Isomorphismus zwischen der additiven Gruppe Q und
der multiplikativen Gruppe Qso geben kann.

3. Fiir ein Monoid G betrachte man die folgenden Bedingungen:

(i) G ist eine Gruppe.
(ii) Fir a,z,y € G mit ax = ay oder za = ya folgt stets x = y.

Es gilt stets (i) = (ii). Man zeige, dass die Umkehrung fiir endliche
Monoide G richtig ist, nicht aber fiir beliebige Monoide G.

4. Es sei G eine Gruppe. In Analogie zur Notation der Linkstranslation
erkldre man Rechtstranslationen auf G und konstruiere mit deren Hilfe
einen injektiven Gruppenhomomorphismus G — S(G).

5. Es sei X eine Menge mit einer Teilmenge Y C X. Man zeige, dass
man die Gruppe S(Y') in kanonischer Weise als Untergruppe von S(X)
auffassen kann.

6. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann gilt H ¢’ =1.
geG

7. Es sei G eine Gruppe. Fiir alle a € G gelte a? = 1. Man zeige, dass G
abelsch ist.

8. Es sei G eine Gruppe mit Untergruppen Hi, Hy C G. Man zeige, dass
H; U Hy genau dann eine Untergruppe von G ist, wenn H; C Hs oder
Hy C H; gilt.
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1.2 Nebenklassen, Normalteiler, Faktorgruppen

Es sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe. Eine Linksnebenklasse
von H in G ist eine Teilmenge von G der Gestalt

aH = {ah; h e H},

wobel a € (.

Satz 1. Je zwei Linksnebenklassen von H in G sind gleichmdchtig?;
verschiedene Linksnebenklassen von H in G sind disjunkt. Insbesondere
1st G disjunkte Vereinigung der Linksnebenklassen von H.

Beweis. Fiir a € G ist die Linkstranslation H — aH, h —— ah,
bijektiv. Folglich sind alle Linksnebenklassen gleichméchtig. Die zweite
Behauptung ergibt sich aus folgendem Lemma:

Lemma 2. Secien aH und bH Linksnebenklassen von H in G. Dann
18t aquivalent:

(i) aH = bH.
(i) aH NbH # (.
(iii) a € DH.
(iv) b~ 'a € H.

Beweis. Aus (i) folgt wegen H # () trivialerweise (ii). Ist (ii) gegeben,
so existiert ein ¢ € aH NbH, etwa ¢ = ahy = bhy mit hy, hy € H.
Es folgt a = bhohy' € bH und somit (iii) bzw. die hierzu dquivalente
Bedingung (iv). Gilt schlieflich (iv), so erhélt man a € bH und folglich
aH C bH. Da mit b~'a aber auch das hierzu inverse Element a~'b zu
H gehort, folgt entsprechend bH C aH und somit aH = bH. [

Die Elemente einer Linksnebenklasse aH werden auch als Re-
prasentanten dieser Nebenklasse bezeichnet. Insbesondere ist also a ein
Reprisentant der Nebenklasse aH. Fiir jeden Reprasentanten a’ € aH
gilt aufgrund des Lemmas a'H = aH. Die Menge der Linksnebenklas-
sen von H in G wird mit G/H bezeichnet. Man definiert in analoger

2 Zwei Mengen X,Y heiflen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive Abbildung
X — Y gibt.
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Weise die Menge H\G der Rechtsnebenklassen von H in G, d. h. der
Teilmengen der Gestalt

Ha ={ha; h e H},
wobei a € G. Man priift leicht nach, dass die bijektive Abbildung
G — G, gr— gL,

eine Linksnebenklasse aH auf die Rechtsnebenklasse Ha~! abbildet
und somit eine Bijektion

G/H — H\G, aH +— Ha™*,

definiert. Insbesondere gelten daher Satz 1 und Lemma 2 (mit den
offensichtlichen Modifikationen in Lemma 2) auch fiir Rechtsneben-
klassen. Man bezeichnet die Anzahl der Elemente von G/H bzw. H\G
auch als Index (G : H) von H in G. Schreiben wir noch ord G fiir die
Anzahl der Elemente einer Gruppe G, man nennt dies die Ordnung
von (G, so ergibt sich als Folgerung zu Satz 1:

Korollar 3 (Satz von Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe, H eine
Untergruppe von G. Dann gilt

ordG =ordH - (G: H).

Definition 4. Eine Untergruppe H C G heifit Normalteiler oder nor-
male Untergruppe von G, wenn aH = Ha fiir alle a € G gilt, d. h. wenn
fiir jedes a € G die zugehorigen Links- und Rechtsnebenklassen von H
in G ibereinstimmen. Man bezeichnet die zu a gehdrige Nebenklasse
aH bzw. Ha dann auch als die Restklasse von a modulo H.

Die Bedingung aH = Ha lisst sich umschreiben zu aHa™ ' = H.
Eine Untergruppe H C G ist jedoch bereits dann Normalteiler in G,
wenn aHa™' C H fiir alle a € G gilt (alternativ: H C aHa™! fiir alle
a € G). Denn aHa ! C H ist gleichbedeutend mit aH C Ha, ebenso
a 'Ha C H mit Ha C aH. Im Ubrigen ist jede Untergruppe einer
kommutativen Gruppe bereits Normalteiler.
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Bemerkung 5. Fiir einen Gruppenhomomorphismus ¢: G — G’ ist
ker ¢, der Kern von ¢, ein Normalteiler in G.

Beweis. Zunéchst ist ker ¢ eine Untergruppe von G, und man schlief3t
a- (kerp)-a~' C ker ¢ fiir alle a € G mit 1.1/6. O

Wir wollen nun das umgekehrte Problem behandeln und zeigen,
dass es zu jedem Normalteiler N C G einen Gruppenhomomorphismus
¢: G — G’ mit kerp = N gibt. Die Idee hierzu ist, auf der Menge
der Restklassen G/N eine geeignete Gruppenstruktur zu definieren und
fiir ¢ die kanonische Projektion 7: G — G/N zu nehmen, welche ein
Element a € G auf die zugehorige Restklasse aN abbildet. Sei also
N C G ein Normalteiler. Definiert man das Produkt von Teilmengen
X,Y C G durch

XY: ={z-yeG;zeX yecY}

so kann man fiir a,b € GG unter Benutzung der Normalteilereigenschaft
von N schreiben:

(aN) - (bN) = {a} - (Nb)- N = {a} - (bN) - N = {ab} - (NN) = (ab)N.

Es ist also das Produkt zweier Nebenklassen mit Représentanten a bzw.
b wieder eine Nebenklasse, und zwar mit Représentant ab. Wir kénnen
daher dieses Produkt als Verkniipfung “” in G/N auffassen, und es
folgt unmittelbar aus den Gruppeneigenschaften von G, dass G/N mit
dieser Verkniipfung eine Gruppe ist; N = 1N ist das Einselement in
G/N, und a !N ist das inverse Element zu aN € G/N. Des Weiteren
ist klar, dass die kanonische Projektion

7: G — G/N, a+— aN,

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit ker 7 = N ist. Wir nen-
nen G/N die Faktor- oder Restklassengruppe von G modulo N.

Fiir viele Anwendungen ist es wichtig, zu wissen, dass der Grup-
penhomomorphismus 7: G — G/N eine so genannte universelle Ei-
genschaft erfiillt, welche G /N bis auf kanonische Isomorphie eindeutig
charakterisiert:
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Satz 6 (Homomorphiesatz). Fs sei ¢: G — G’ ein Gruppenhomo-
morphismus und N C G ein Normalteiler mit N C kerp. Dann
existiert eindeutig ein Gruppenhomomorphismus @: G/N — G’ mit
p =porm, so dass also das Diagramm

kommutiert. Es gilt
imp =img, ker g = m(ker o), kerp = 7! (ker @).

Insbesondere ist © genau dann injektiv, wenn N = ker ¢ gilt.

Beweis. Wenn P existiert, so folgt

@(aN) =5(m(a)) = ¢(a)

fiir a € G, also ist ¥ eindeutig. Umgekehrt konnen wir natiirlich @
durch die Gleichung $(aN) = p(a) erkliaren, wenn wir zeigen, dass ¢(a)
unabhéngig von der Auswahl des Repréisentanten a € aN ist. Gelte al-
so aN = bN fiir zwei Elemente a,b € G. Dann folgt b™'a € N C ker ¢
und somit p(b~'a) = 1, also p(a) = p(b). Dass @ ein Gruppenhomo-
morphismus ist, ergibt sich aus der Definition der Gruppenstruktur auf
G/N oder, anders ausgedriickt, aus der Tatsache, dass 7 ein Epimor-
phismus ist. Existenz und Eindeutigkeit von © sind damit geklart.
Die Gleichung ker p = 7 !(kerp) folgt aus der Tatsache, dass ¢
die Komposition von % mit  ist. Im Ubrigen gelten im % = im ¢ und
ker ® = m(ker ¢) aufgrund der Surjektivitit von . O

Korollar 7. Ist ¢o: G — G’ ein surjektiver Gruppenhomomorphis-
mus, so ist G' kanonisch isomorph zu G/ ker p.

Wir wollen als Anwendung von Satz 6 die so genannten Isomor-
phiesétze fiir Gruppen beweisen.

Satz 8 (1. Isomorphiesatz). Es sei G eine Gruppe, H C G eine Un-
tergruppe und N C G ein Normalteiler. Dann ist HN Untergruppe
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von G mit Normalteiler N, und H N N ist Normalteiler von H. Der
kanonische Homomorphismus

H/HNN — HN/N

1st ein Isomorphismus.

Beweis. Unter Benutzung der Normalteilereigenschaft von N zeigt man
unmittelbar, dass H N Untergruppe von GG mit Normalteiler /N ist. Man
betrachte dann den Homomorphismus

H < HN -~ HN/N,

wobei 7 die kanonische Projektion bezeichne. Dieser ist surjektiv und
besitzt H N N als Kern. Somit ist H N N Normalteiler in H, und der
induzierte Homomorphismus

H/HNN —s HN/N

ist nach Satz 6 oder Korollar 7 ein Isomorphismus. O

Satz 9 (2. Isomorphiesatz). Sei G eine Gruppe, und seien N, H Nor-
malteiler in G mit N C H C G. Dann ist N auch Normalteiler in H,
und man kann H/N als Normalteiler von G/N auffassen. Der kano-
nische Gruppenhomomorphismus

(G/N)/(H/N) — G/H

1st exn Isomorphismus.

Beweis. Wir wollen zunéchst tiberlegen, dass man H/N als Untergrup-
pe von G /N auffassen kann. Man betrachte hierzu den Gruppenhomo-

morphismus
H— G- G/N,

wobei m wieder die kanonische Projektion bezeichne. Da dieser Homo-
morphismus N als Kern besitzt, liefert er mit Satz 6 einen Monomor-
phismus H/N — G/N, so dass wir H/N mit seinem Bild in G/N
identifizieren konnen.

Als Néchstes beachte man, dass der Kern H der kanonischen Pro-
jektion G — G/H den Normalteiler N enthélt. Also induziert dieser
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Epimorphismus geméfl Satz 6 einen Epimorphismus G/N — G/H,
dessen Kern ein Normalteiler ist und mit dem Bild von H unter der
Projektion G — G/N {iibereinstimmt. Dieses Bild hatten wir gera-
de mit H/N identifiziert. Wenden wir dann Satz 6 bzw. Korollar 7
nochmals an, so folgt, dass G/N — G/H einen Isomorphismus

(G/N)/(H/N) = G/H

induziert. 0
Aufgaben
1. Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe vom Index 2. Man zeige,

dass H Normalteiler in G ist. Gilt die gleiche Aussage auch fiir den
Fall, dass H vom Index 3 ist?

Sei G eine Gruppe und N C G ein Normalteiler. Man gebe eine alter-
native Konstruktion der Faktorgruppe G/N an, indem man die Menge
X = G/N der Linksnebenklassen von N in G betrachtet und die Exis-
tenz eines Gruppenhomomorphismus ¢: G — S(X) mit kerp = N
zeigt.

Sei X eine Menge, Y C X eine Teilmenge, G eine Gruppe und G¥ die
Gruppe der G-wertigen Funktionen auf X. Man zeige, dass die Teilmen-
ge N:={f € GX; f(y) = 1 fiir alle y € Y} einen Normalteiler in G
mit GX/N ~ GY bildet.

Sei p: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Man zeige:

(i) Ist H C G Untergruppe, so ist ¢(H) Untergruppe in G’. Die ent-
sprechende Aussage fiir Normalteiler ist allgemein nur dann rich-
tig, wenn @ surjektiv ist.

(ii) Ist H' C G’ Untergruppe (bzw. Normalteiler) in G, so gilt dassel-
be fiir p~}(H') C G.

Sei G eine endliche Gruppe. Fiir zwei Untergruppen Hi, Hy C G mit
H, C Hy zeige man (G : H1) = (G : Ha) - (Ha : Hy).

FEine Gruppe G enthalte einen Normalteiler N mit der folgenden Maxi-
malitédtseigenschaft: Ist H C G Untergruppe mit H D N, so gilt bereits
H = G oder H = N. Man zeige, dass je zwei Untergruppen Hi, Ho C G
mit Hy # {1} # Hy und H; NN = Hy NN = {1} zueinander isomorph
sind.
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1.3 Zyklische Gruppen

Sei GG eine Gruppe und X C G eine Teilmenge. Definiert man H als
Durchschnitt aller Untergruppen von G, welche X enthalten, so ist H
wieder eine Untergruppe von G, und zwar die (eindeutig bestimmte)
kleinste Untergruppe von GG, welche X enthélt. Man sagt, H werde von
X erzeugt oder, wenn H schon gleich G ist, G werde von X erzeugt.
Die von X in G erzeugte Untergruppe H kann auch in konkreter Weise
angegeben werden. Sie besteht aus allen Elementen der Form

mit zy,...,2, € X und &1,...,¢6, € {1,—1}, wobei n in N variie-
ren darf. (Die so beschriebenen Elemente bilden offenbar die kleinste
Untergruppe von G, die X enthélt, und dies ist nach Definition die
Gruppe H.)

Im Folgenden interessieren wir uns nur fiir den Fall, dass X aus
genau einem Element x besteht. Die Beschreibung der von einem Ele-
ment x € G erzeugten Untergruppe, fiir die wir auch die Notation (x)
verwenden, vereinfacht sich dann:

Bemerkung 1. Sei z ein Element einer Gruppe G. Dann besteht die
von x erzeugte Untergruppe (x) C G aus allen Potenzen x™, n € Z. Mit
anderen Worten, (x) ist gleich dem Bild des Gruppenhomomorphismus

7 — G, n+— x",

wober mit 7, die additive Gruppe der ganzen Zahlen gemeint sei. Ins-
besondere ist (x) kommutativ.

Definition 2. Eine Gruppe G heifit zyklisch, wenn sie von einem
Element erzeugt wird. Aquivalent hierzu ist, dass es einen surjektiven
Gruppenhomomorphismus Z — G gibt.

Man beachte, dass fiir eine kommutative Gruppe G mit additiv
geschriebener Verkniipfung die Abbildung Z — G aus Bemerkung 1
durch die Vorschrift n — n-x gegeben wird. Dabei ist n-x fiir n > 0 als
n-fache Summe von z aufzufassen und fiir n < 0 als (—n)-fache Summe
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von —xz. Insbesondere ist damit klar, dass die additive Gruppe Z von
dem Element 1 € Z erzeugt wird und somit zyklisch ist. Man nennt
Z die freie zyklische Gruppe; die Ordnung dieser Gruppe ist unend-
lich. Fiir m € Z ist aber auch die Untergruppe mZ aller ganzzahligen
Vielfachen von m zyklisch, sie wird von m = m -1 erzeugt. Die Faktor-
gruppe Z/mZ ist ebenfalls zyklisch, sie wird von der Restklasse 1+mZ
erzeugt. Ist m # 0, etwa m > 0, so bezeichnet man Z/mZ als zyklische
Gruppe der Ordnung m. In der Tat besteht Z/mZ fiir m > 0 aus genau
m Elementen, ndmlich aus den Restklassen 0+mZ, ..., (m—1)+mZ.
Wir wollen im Folgenden zeigen, dass Z und die Gruppen des Typs
Z/mZ bis auf Isomorphie die einzigen zyklischen Gruppen sind. Mit
Hilfe des Homomorphiesatzes (in der Version 1.2/7) sieht man, dass
eine Gruppe G genau dann zyklisch ist, wenn es einen Isomorphismus
Z/H =% G gibt, wobei H eine Untergruppe und damit ein Normal-
teiler von Z ist. Damit reduziert sich die Bestimmung aller zyklischen
Gruppen auf die Bestimmung aller Untergruppen von Z.

Satz 3. Es sei G eine zyklische Gruppe. Dann gilt

)z, falls ord G = oo,

| z/mZ, falls ordG = m < oo.
Die Gruppen Z und Z/mZ fir m > 0 ganz sind bis auf Isomorphie die
einzigen zyklischen Gruppen.

Zum Beweis des Satzes geniigt es, wie wir gesehen haben, folgendes
Lemma bereitzustellen:

Lemma 4. Set H C 7Z Untergruppe. Dann existiert ein m € Z, mit
H = mZ. Insbesondere ist jede Untergruppe von Z zyklisch.

Beweis. Wir diirfen H # 0 annehmen, wobei 0 die nur aus dem Null-
element bestehende Untergruppe von Z bezeichne. Dann gibt es in
H positive Elemente; es sei m das kleinste positive Element von H.
Wir behaupten H = mZ. Natiirlich gilt mZ C H. Sei umgekehrt
a € H. Indem wir a durch m mit Rest dividieren, erhalten wir ¢, r € Z,
0 <r < m,mit a = gm—+r. Dabei ist r = a — ¢gm Element von H und,
da alle positiven Elemente von H grofier oder gleich m sind, folgt not-
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wendig r = 0. Also gilt a = gm € mZ und damit H C mZ. Insgesamt
ergibt sich H = mZ. O

Satz 5. (i) Ist G eine zyklische Gruppe, so ist jede Untergruppe H C G
zyklisch.

(i) Ist p: G — G ein Gruppenhomomorphismus und ist G zy-
klisch, so sind auch ker ¢ und im ¢ zyklisch.

Beweis. Es ergibt sich unmittelbar aus der Definition zyklischer Grup-
pen, dass das Bild einer zyklischen Gruppe unter einem Gruppenho-
momorphismus ¢: G — G’ wieder zyklisch ist. Da ker ¢ eine Unter-
gruppe von G ist, bleibt somit lediglich Aussage (i) zu verifizieren. Sei
also G zyklisch und H C G eine Untergruppe. Weiter sei 7: Z — G
ein Epimorphismus. Dann ist 771(H) eine Untergruppe von Z und so-
mit gemifl Lemma 4 zyklisch. Es folgt, dass H als Bild von 7~ (H)
unter m wieder zyklisch ist, d. h. Aussage (i) ist bewiesen. O

Sei G eine Gruppe. Fiir ein Element a € G definiert man dessen
Ordnung ord a als die Ordnung der von a erzeugten zyklischen Unter-
gruppe in G. Wir wissen bereits, dass ¢: Z — G, n — a", einen
Epimorphismus von Z auf die von a erzeugte zyklische Untergruppe
H C G definiert. Gilt ker ¢ = mZ und ist die Gruppe G endlich, so
folgt notwendig m # 0, etwa m > 0, und es ist H isomorph zu Z/mZ.
Also ist m die kleinste positive Zahl mit der Eigenschaft ™ = 1, und
man sieht, dass H aus genau den (paarweise verschiedenen) Elementen
1=a"a',...,a™ ! besteht. Insbesondere folgt ord a = m.

Satz 6 (Kleiner Fermatscher Satz). Sei G eine endliche Gruppe, a € G.
Dann ist orda ein Teiler von ord G, und es gilt a®4¢ = 1.

Zum Beweis wendet man den Satz von Lagrange 1.2/3 auf die von
a erzeugte zyklische Untergruppe von G an.

Korollar 7. Fir eine Gruppe G sei p := ord G eine Primzahl. Dann
ist G zyklisch, G ~ Z/pZ, und fiir jedes a € G, a # 1, folgt ord a = p.

Insbesondere erzeugt jedes solche a die zyklische Gruppe G.
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Beweis. Sei a € G, a # 1, und sei H C G die von a erzeugte zyklische
Gruppe. Da orda = ord H grofler als 1 ist, nach Satz 6 aber auch ein
Teiler von p = ord GG sein muss, folgt ord a = ord H = p. Also hat man
H = G, d. h. G wird von a erzeugt und ist somit zyklisch. Wegen Satz
3 ist GG isomorph zu Z/pZ. O

Aufgaben
1. Fir m € N—{0} setze man G, :={0,1,...,m — 1}. Durch
aob:= der Rest von a 4 b bei Division durch m

wird auf G, eine Verknipfung erklirt. Man mache sich in direkter
Weise klar, dass “o” eine Gruppenstruktur auf G, definiert und dass

die entstehende Gruppe isomorph zu Z/mZ ist.
2. Fir m € N—{0} bestimme man alle Untergruppen von Z/mZ.

3. Man betrachte Z als additive Untergruppe von Q und zeige:
(i) Jedes Element in Q/Z ist von endlicher Ordnung.

(ii) Fir jedes n € N — {0} besitzt Q/Z genau eine Untergruppe der
Ordnung n, und diese ist zyklisch.

4. Es seien m,n € N — {0}. Man zeige, dass die Gruppen Z/mnZ und
Z/mZ x Z/nZ genau dann isomorph sind, wenn m und n teilerfremd
sind. Insbesondere ist ein Produkt zweier endlicher zyklischer Gruppen
mit teilerfremden Ordnungen wieder zyklisch.

5. Es sei ¢: Z" — Z" ein Endomorphismus des n-fachen Produkts der
additiven Gruppe Z, wobei n € N. Man zeige: Es ist ¢ genau dann
injektiv, wenn Z"/im ¢ eine endliche Gruppe ist. (Hinweis: Man be-
trachte den zu ¢ gehorigen Homomorphismus von Q-Vektorrdumen
Po Q" — Q™)



2. Ringe und Polynome

Uberblick und Hintergrund

Ein Ring ist eine additiv geschriebene abelsche Gruppe R, auf der
zusétzlich eine Multiplikation definiert ist, wie etwa beim Ring Z der
ganzen Zahlen. Dabei verlangt man, dass R ein Monoid beziiglich der
Multiplikation ist und dass Addition und Multiplikation im Sinne der
Distributivgesetze miteinander vertraglich sind. Wir werden die Multi-
plikation in Ringen stets als kommutativ voraussetzen, abgesehen von
einigen Betrachtungen in Abschnitt 2.1. Bilden die von Null verschie-
denen Elemente eines Ringes sogar eine (abelsche) Gruppe beziiglich
der Multiplikation, so handelt es sich um einen Kdrper. Die Defini-
tion eines Rings geht dem Sinne nach auf R. Dedekind zuriick. Bei
Dedekind waren Ringe zahlentheoretisch motiviert durch das Rechnen
mit ganzen Zahlen in algebraischen Zahlkorpern, also durch das Stu-
dium algebraischer Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten. Wir
werden jedoch auf Ringe ganzer algebraischer Zahlen nur am Rande
eingehen. Wichtiger sind fiir uns Korper als Koeffizientenbereiche alge-
braischer Gleichungen sowie Polynomringe iiber Kérpern. Im Folgen-
den wollen wir den Polynombegriff etwas néher erldutern. Polynome
sind bei der Handhabung algebraischer Gleichungen und insbesondere
algebraischer Korpererweiterungen von grundlegender Bedeutung.
Wenn man eine algebraische Gleichung

(%) 2" +ax" . +a, =0

16sen mochte, etwa mit Koeffizienten a4, ..., a, aus einem Koérper K,
so liegt es nahe, die unbekannte Grofle x zunéchst als “variabel”
anzusehen. Man betrachtet dann sozusagen die zugehorige Funktion
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f(z) = 2" + 12" ' + ... + a,, welche einem Element z den Funk-
tionswert f(z) zuordnet, und bemiiht sich darum, deren Nullstellen zu
bestimmen. Dabei muss man streng genommen natiirlich den Defini-
tionsbereich festlegen, in dem x variieren darf, beispielsweise K selbst
oder fiir K = Q auch die reellen oder die komplexen Zahlen. Man
nennt f(x) eine polynomiale Funktion in z oder in nicht ganz korrek-
ter Sprechweise auch ein Polynom in x.

Das Auffinden eines geeigneten Definitionsbereiches, der grofl ge-
nug ist, um “alle” Nullstellen von f zu enthalten, ist jedoch ein
grundsétzliches Problem. Aus historischer Sicht ist an dieser Stelle der
Fundamentalsatz der Algebra von entscheidender Bedeutung. Er hat
namlich fir K C C zur Folge, dass alle Losungen von () komplexe Zah-
len sind. Es ist daher angemessen, f(x) in diesem Falle als polynomiale
Funktion auf C zu interpretieren. Probleme anderer Art ergeben sich,
wenn man algebraische Gleichungen mit Koeffizienten aus einem endli-
chen Korper F betrachten mochte; vgl. 2.3/6 oder Abschnitt 3.8 zur De-
finition solcher Korper. Besteht [F etwa aus den Elementen x4, ..., 2,
so ist

g(x) :H(a:—a:j) =a'+. .+ (1) ...z,

j=1

eine polynomiale Funktion, die auf ganz F verschwindet, obwohl ihre
“Koeffizienten” nicht alle Null sind. Hieraus folgt, dass man je nach
betrachtetem Definitionsbereich von der polynomialen Funktion f(x),
die einer algebraischen Gleichung () zugeordnet ist, nicht unbedingt
auf die Koeffizienten der Gleichung () zuriickschlieBen kann.

Um solche Schwierigkeiten auszurdumen, riickt man von der Vor-
stellung ab, ein Polynom sei eine Funktion auf einem bestimmten De-
finitionsbereich und versucht, zwei Gesichtspunkte zu realisieren. Zum
einen mochte man, dass Polynome in umkehrbar eindeutiger Weise
durch ihre “Koeffizienten” charakterisiert sind. Daneben soll aber auch
der Funktionscharakter von Polynomen erhalten bleiben, und zwar
in der Weise, dass man in Polynome jeweils Elemente aus beliebigen
Koérpern (oder Ringen), die den gegebenen Koeffizientenbereich erwei-
tern, einsetzen kann. Dies erreicht man, indem man ein Polynom mit
Koeffizienten ay,...,a, als formale Summe f = Z?:o a; X7 erklért,
was letztendlich bedeutet, dass man unter f lediglich die Folge der
Koeffizienten ay, ..., a, zu verstehen hat. Setzt man den Koeffizien-



Uberblick und Hintergrund 33

tenbereich K als Korper (oder auch als Ring) voraus, so kann man in
gewohnter Weise Polynome addieren und multiplizieren, indem man
die iiblichen Rechenregeln formal anwendet. Auf diese Weise bilden
die Polynome mit Koeffizienten aus K einen Ring K [X]. Zudem kann
man Elemente x aus beliebigen Erweiterungskorpern (oder Erweite-
rungsringen) K’ O K in Polynome f € K[X] einsetzen; man ersetze
nédmlich die Variable X jeweils durch x und betrachte den resultieren-
den Ausdruck f(z) als Element in K’. Insbesondere kénnen wir von
den Nullstellen von f in K’ reden. Wir werden diesen Formalismus fiir
Polynome einer Variablen in 2.1 und fiir Polynome mehrerer Variablen
in 2.5 genauer studieren.

Das Problem der Losung algebraischer Gleichungen mit Koeffizien-
ten aus einem Korper K formuliert sich somit in etwas préaziserer Form
als Problem, fiir normierte Polynome mit Koeffizienten in K, also fiir
Polynome des Typs f = X"+a; X" '+.. .+a, € K[X], die Nullstellen
in geeigneten Erweiterungskorpern K’ von K zu finden. Bevor man mit
der eigentlichen Arbeit hierzu beginnt, ist noch eine nunmehr triviale
Bemerkung angebracht: Lésst sich das Polynom f in K[X] als Produkt
zweier Polynome g, h € K[ X] schreiben, also f = gh, so geniigt es zur
Bestimmung der Nullstellen von f, die Nullstellen von g und h separat
zu bestimmen. Fiir x € K’ gilt ndmlich f(z) = (gh)(x) = g(z)h(x),
wie man ohne Schwierigkeiten verifiziert. Da diese Gleichung in einem
Korper zu lesen ist, verschwindet f genau dann in x, wenn g oder h
dort verschwinden. Man sollte also zur Vereinfachung des Problems die
algebraische Gleichung f(x) = 0 zu Gleichungen niedrigeren Grades
reduzieren, indem man f in K[X] als Produkt normierter Faktoren
niedrigeren Grades schreibt. Ist dies nicht mehr moglich, so nennt man
f bzw. die algebraische Gleichung f(z) = 0 irreduzibel.

Diese Uberlegungen zeigen insbesondere, dass man Faktorisierun-
gen von Polynomen studieren muss. Wir werden dies in 2.4 tun. Ausge-
hend von der Tatsache, dass man durch Polynome mit Rest dividieren
kann, werden wir zeigen, dass in K[X] in gleicher Weise wie im Ring
Z der ganzen Zahlen der Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung
gilt. Jedes normierte Polynom lésst sich somit in eindeutiger Weise als
Produkt normierter irreduzibler Polynome schreiben. Weitere Uberle-
gungen in 2.7 und 2.8 beschéftigen sich im Anschluss hieran mit Krite-
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rien der Irreduzibilitéit, also mit der Frage, wie man entscheiden kann,
ob ein gegebenes Polynom f € K[X] irreduzibel ist oder nicht.

Das Studium von Faktorzerlegungen im Polynomring K[X] ist
aber auch noch vor einem anderen Hintergrund von groflem Interesse.
Um dies ndher zu erldutern, gehen wir kurz auf den Begriff des Ideals
eines Rings ein, der mit zu den Grundlagen iiber Ringe gehort und in
2.2 behandelt wird. Ein Ideal a eines Ringes R ist eine additive Un-
tergruppe von R, so dass aus r € R, a € a stets ra € a folgt. Ideale
verhalten sich in vielerlei Hinsicht wie Normalteiler bei Gruppen. Ins-
besondere kann man den Restklassenring R/a eines Ringes R nach ei-
nem Ideal a C R bilden, den Homomorphiesatz beweisen usw.; vgl. 2.3.
Die Einfiihrung von Idealen erfolgte gegen Ende des 19. Jahrhunderts
im Zusammenhang mit Versuchen, den Satz iiber die eindeutige Prim-
faktorzerlegung in Ringen ganzer algebraischer Zahlen zu beweisen. Als
man eingesehen hatte, dass dieser Satz in solchen Ringen nicht unein-
geschréankt giiltig ist, hatte man sich eine gewisse Zeit mit Zerlegungen
in so genannte ideale Zahlen behelfen wollen. Doch Dedekind bemerkte
schlieSlich, dass man nicht einzelne Elemente faktorisieren sollte, son-
dern gewisse Teilmengen eines Ringes, die er Ideale nannte. So bewies
Dedekind 1894 den Satz iiber die eindeutige Primfaktorzerlegung fiir
Ideale in Ringen ganzer algebraischer Zahlen. Heute bezeichnet man
Ringe ohne Nullteiler, in denen dieser Satz gilt, als Dedekind-Ringe.

Fiir uns ist wichtig, dass der Polynomring K[X] iiber einem
Korper K ein Hauptidealring ist, d. h. dass jedes Ideal a C K[X] von
der Form (f) ist, also von einem einzigen Element f € K[X] erzeugt
wird. Dieses Resultat beweisen wir in 2.4/3 und zeigen dann, dass in
jedem Hauptidealring der Satz von der eindeutigen Primfaktorzerle-
gung gilt. Untersuchungen dieser Art fithren in direkter Weise zu dem
Verfahren von Kronecker, welches wir allerdings erst in 3.4/1 genau-
er besprechen werden. Das Verfahren gestattet es in einfacher Weise,
fiir eine irreduzible algebraische Gleichung f(x) = 0 mit Koeffizienten
aus einem Korper K einen Erweiterungskorper K’ anzugeben, der eine
Losung dieser Gleichung enthélt. Man setze ndmlich K’ = K[ X]/(f),
wobei die Restklasse X zu X € K[X] die gewiinschte Losung ist.
Wenn auch dieses Verfahren noch keinen Aufschluss iiber die genauere
Struktur des Korpers K’ gibt, etwa im Hinblick auf eine Auflésung
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durch Radikale, so liefert es doch einen wertvollen Beitrag zur Frage
der Existenz von Losungen.

Zur Illustration des Rechnens in Hauptidealringen gehen wir zum
Schluss des Kapitels in 2.9 noch auf die so genannte Elementartei-
lertheorie ein, ein Thema, das im Grunde genommen der Linearen Al-
gebra zuzuordnen ist. Als Verallgemeinerung von Vektorrdumen iiber
Korpern studieren wir dort “Vektorraume” oder, wie man sagt, Moduln
iiber Hauptidealringen.

2.1 Ringe, Polynomringe einer Variablen

Definition 1. Fin Ring (mit Eins) ist eine Menge R mit zwei inneren
Verkniipfungen, geschrieben als Addition “+7 und Multiplikation 7,
so dass folgende Bedingungen erfillt sind:

(i) R ist eine kommutative Gruppe beziglich der Addition.

(ii) R ist ein Monoid beziglich der Multiplikation, d. h. die Multi-
plikation st assoziativ, und es existiert in R ein Einselement beziiglich
der Multiplikation.

(iii) Es gelten die Distributivgesetze, d. h.
(a+b)-c=a-c+b-¢c, c-(a+b)=c-a+c-b, firab,céecR.
R heifit kommutativ, falls die Multiplikation kommutativ ist.*

Bei den Distributivgesetzen (iii) haben wir auf der rechten Seite
der Gleichungen jeweils auf eine spezielle Klammerung verzichtet. Man
vereinbart ndmlich, dass wie beim Rechnen mit gewdhnlichen Zahlen
das Multiplikationszeichen stiarker bindet als das Additionszeichen. Das
Nullelement der Addition wird bei Ringen stets mit 0 bezeichnet, das
Einselement der Multiplikation mit 1. Dabei ist auch 1 = 0 zugelassen.
Dies ist jedoch nur im Nullring mdéglich, der lediglich aus dem Null-
element 0 besteht. Man bezeichnet den Nullring meist ebenfalls mit
0, wobei man natiirlich streng genommen zwischen 0 als Element und

1 Wir gehen in diesem Abschnitt zwar auf einige Notationen und Beispiele fiir
nicht-kommutative Ringe ein, werden ansonsten aber, wenn nichts anderes gesagt
ist, unter einem Ring stets einen kommutativen Ring verstehen.
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0 als Ring zu unterscheiden hat. Fiir das Rechnen in Ringen gelten
dghnliche Regeln wie fiir das Rechnen mit gewchnlichen Zahlen, z. B.

0-a=0=a-0, (—a)-b=—(ab) = a-(-b), fir a,b € R.

Man beachte aber, dass etwa aus ab = ac bzw. a - (b — ¢) = 0 (wobei
a # 0) nicht automatisch b = ¢ folgt. Auf letztere Gleichung kann man
im Allgemeinen nur in Integrititsringen schliefen (siehe weiter unten)
oder dann, wenn es zu a ein inverses Element beziiglich der Multipli-
kation gibt. Bei der Anwendung von Kiirzungsregeln in allgemeinen
Ringen ist daher Vorsicht geboten.

Ist R ein Ring und S C R eine Teilmenge, so nennt man S einen
Unterring von R, wenn S beziiglich der Addition eine Untergruppe
sowie beziiglich der Multiplikation ein Untermonoid von R ist. Insbe-
sondere ist S mit den von R induzierten Verkniipfungen selbst wieder
ein Ring. Man nennt das Paar S C R auch eine Ringerweiterung.

Fiir einen Ring R bezeichnet man mit

R* = {a € R; es existiert b € R mit ab = ba = 1}

die Menge der multiplikativ invertierbaren Elemente oder Einheiten
von R. Man priift leicht nach, dass R* eine Gruppe beziiglich der Mul-
tiplikation ist. Es heifit R Schiefkérper, wenn R # 0 und R* = R—{0}
gilt, d. h. wenn 1 # 0 gilt und weiter jedes von 0 verschiedene Element
aus R eine Einheit ist. Ist zusédtzlich die Multiplikation von R kommu-
tativ, so heifit R Korper. Ein Element a eines Ringes R heif3t Nullteiler,
wenn ein b € R — {0} mit ab = 0 oder ba = 0 existiert. In Kérpern
und Schiefkorpern gibt es aufler der 0 keine weiteren Nullteiler. Wir
nennen einen kommutativen Ring R nullteilerfrei oder Integrititsring,
wenn R # 0 ist und R nur 0 als Nullteiler besitzt. Im Folgenden seien
einige Beispiele fiir Ringe angefiihrt.

(1) Z ist ein Integritéitsring, dessen Einheitengruppe aus den Ele-
menten 1 und —1 besteht.

(2) Q, R, C bilden Korper, die Hamiltonschen Quaternionen H
einen Schiefkorper. Der Vollstdndigkeit halber sei hier an die Kon-
struktion von H erinnert. Man gehe aus von einem 4-dimensionalen
R-Vektorraum V' mit Basis e, 1, j, k. Sodann setze man
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e“=e, e =1ie=1 ej=je=j, eck=ke=k,
i =5 =k = —e,
1) =—gi=k, jk=—-kj=1, ki=—ik=7,

und erkldre das Produkt beliebiger Elemente aus V' durch R-lineare
Ausdehnung. Mit dieser Multiplikation sowie mit der Vektorraumaddi-
tion ist V' ein (nicht-kommutativer) Ring H, ja sogar ein Schiefkorper,
mit e als Einselement. Indem man den Koérper R der reellen Zahlen
mit Re identifiziert, kann man R als Teilkorper von H auffassen, d. h.
als Unterring, der ein Korper ist. In dhnlicher Weise lasst sich auch C
als Teilkorper von H deuten.

(3) Es sei K ein Korper. Dann ist R = K™ ™, also die Menge aller
(n x n)-Matrizen mit Koeffizienten in K, unter der gewthnlichen Ad-
dition und Multiplikation von Matrizen ein Ring mit Einheitengruppe

R* ={Aec K™"; det A #0}.

R ist fur n > 2 nicht kommutativ und besitzt in diesem Falle auch
von Null verschiedene Nullteiler. Etwas allgemeiner konnen wir sagen,
dass die Menge der Endomorphismen eines Vektorraumes V' (oder auch
einer abelschen Gruppe G) einen Ring bildet. Dabei ist die Addition
von Endomorphismen mit Hilfe der Addition auf V' bzw. G definiert,
die Multiplikation als Komposition von Endomorphismen.

(4) Sei X eine Menge und R ein Ring. Dann ist RX, die Menge
der R-wertigen Funktionen auf X, ein Ring, wenn man fiir f,g € R¥
setzt:

ft+9g: X — R 1z f(z)+g(2)
frg: X —R, 1z~ f(z) g(2)
Gilt speziell X = {1,...,n} C N, so ist R* mit dem n-fachen kartesi-

schen Produkt R™ = R x ... X R zu identifizieren, wobei die Ringstruk-
tur von R"™ durch die Formeln

(xla"'axn)+(y17"'7yn): (x1+y17"'ﬂwn+yn)7
(*) B
(@1, Tn) - Y1y Yn) = (T - Y1y e ooy Ty - Yn)

beschrieben wird. Null- bzw. Einselement werden gegeben durch die
Elemente 0 = (0,...,0) bzw. 1 = (1,...,1). Weiter zeigt die Gleichung
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(1,0,...,0) - (0,1,...,1) = 0, dass R™ fiir n > 2 in der Regel nicht-
triviale Nullteiler besitzt, auch wenn R selbst ein Integritétsring ist.
Man nennt R" das n-fache ringtheoretische Produkt von R mit sich
selbst. Allgemeiner kann das ringtheoretische Produkt

P:HRx

zeX

einer Familie von Ringen (R, ),ex gebildet werden. Addition und Mul-
tiplikation auf P werden analog zu den Formeln (x) komponentenweise
definiert. Sind die R, Exemplare ein und desselben Rings R, so stim-

men die Ringe [], .y R, und R¥ in natiirlicher Weise iiberein.

Von nun an wollen wir uns auf kommutative Ringe beschrénken.
Wir werden daher unter einem Ring, wenn nichts anderes gesagt ist,
stets einen kommutativen Ring verstehen. Sei im Folgenden R ein sol-
cher Ring. Als wichtiges Beispiel einer Ringerweiterung wollen wir den
Polynomring R[X] aller Polynome einer Variablen X iiber R erkldren.
Wir setzen R[X] := R®™, wobei diese Gleichung zunichst nur im Sin-
ne von Mengen gemeint ist; R™ bezeichne wie gewohnt die Menge
aller Abbildungen f : N — R, fiir die f(i) = 0 fiir fast alle 1 € N
gilt. Indem wir eine Abbildung f : N — R mit der zugehorigen Folge
(f(7))ien der Bilder in R identifizieren, kénnen wir

RY = {(a;)ien; a; € R, a; = 0 fiir fast alle i € N}

schreiben. Um eine Ringstruktur auf R™ zu erhalten, definieren wir
die Addition wie im obigen Beispiel (4) als komponentenweise Addi-
tion bzw. als {ibliche Addition von Abbildungen unter Benutzung der
Addition auf R, d. h.

(ai) + (bi) = (@i + b;).

Im Gegensatz hierzu wird die Multiplikation nicht komponentenweise
erklart; wir verwenden eine Konstruktion, wie sie auch der Multiplika-
tion polynomialer Funktionen zugrunde liegt:

(a;i) - (b;) == (),

wobel
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C = Z a,by .

p+v=i

Man kann nun nachpriifen, dass R™) mit den genannten Verkniipfun-
gen einen Ring bildet; das Nullelement wird gegeben durch die Folge
(0,0,0,...), das Einselement durch die Folge (1,0,0,...). Den so ge-
wonnenen Ring bezeichnet man mit R[X] und nennt ihn den Ring
der Polynome in einer Variablen X iber R. Etwas plausibler wird die-
se Definition, wenn man fiir Elemente in R[X] die tibliche Polynom-
schreibweise verwendet; man schreibt Elemente (a;) € R[X] ndmlich

in der Form .
Z a; X" oder Z a; X",
ieN i=0
wobei n so grofl gewihlt ist, dass a; = 0 fiir ¢« > n gilt. Die “Varia-
ble” X, deren Bedeutung wir sogleich noch genauer erkldren werden,
ist dabei zu interpretieren als die Folge (0,1,0,0,...). In der Polynom-
schreibweise werden Addition und Multiplikation in R[X | wie gewohnt
gegeben durch die Formeln

S aX Y nX = ( Y aub) X"

i i i ptv=i
Um R als Unterring von R[X | aufzufassen, ist es iiblich, Elemente aus
R als konstante Polynome in R[X'| zu interpretieren, also R mit seinem
Bild unter der Abbildung R < R[X], a — aX", zu identifizieren.
Dies ist erlaubt, da diese injektive Abbildung die Ringstrukturen auf
R und R[X] respektiert, also ein Homomorphismus ist, wie wir sagen
werden.

Ist nun R C R’ eine Ringerweiterung und f = Y ; X* ein Polynom
in R[X], so kann man beliebige Elemente x € R’ fiir die “Variable”
X einsetzen und somit den Wert f(x) = > ;2" von f in z berechnen.
Es gibt f daher Anlass zu einer wohldefinierten Abbildung R’ — R/,
x — f(x), wobei fiir zwei Polynome f,g € R[X] stets

(f+9)(x) = f(x) +g(z), (f-9)(z)=f(2) g(x)

gilt. Man bemerke dabei, dass fiir die rechte Gleichung die Kommuta-
tivitdt der Multiplikation in R’ benutzt wird bzw., was ausreicht, die
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Vertauschbarkeitsrelation ax = za fir a € R, v € R'. Wir rechnen
daher im Polynomring R[X] mit der “Variablen” X sozusagen wie
mit einer universell variierbaren Groe, wobei Gleichungen in R[X]
wiederum in Gleichungen iibergehen, wenn man fiir X Einsetzungen
im gerade beschriebenen Sinne vornimmt.

Fiir ein Polynom f = > ;X" € R[X] bezeichnet man den i-ten
Koeffizienten a; jeweils als den Koeffizienten vom Grad ¢ von f. Weiter
definiert man den Grad von f durch

grad f := max{i; a; # 0},

wobei dem Nullpolynom 0 der Grad —oo zugeordnet wird. Im Falle
grad f = n > 0 heiit a,, der hochste Koeffizient oder der Leitkoeffizient
von f. Ist dieser 1, so sagt man, f sei normiert. Jedes Polynom f in
R[X]—{0}, dessen hochster Koeffizient a,, eine Einheit ist, ldsst sich
durch Multiplikation mit a, ! normieren.

Bemerkung 2. Es sei R[X] der Polynomring einer Variablen X tber
einem Ring R. Fir Polynome f,g € R[X] gilt dann

grad(f + g) < max(grad f, grad g)
grad(f - g) < grad f 4 grad g,

wobei man sogar grad(f - g) = grad f + grad g hat, sofern R ein Inte-
gritatsring ist.

Beweis. Die Behauptung ist klar, falls f oder g das Nullpolynom ist.
Wir diirfen daher m = grad f > 0 sowie n = gradg > 0 anneh-
men, etwa f = > a; X’ g = > b;X". Dann folgt a; + b, = 0 fiir
i > max(m,n), also grad(f + g) < max(m,n). In dhnlicher Weise er-
gibt sich > ., a,b, = 0 fiir i > m+n und somit grad(f-g) < m+n.
Ist jedoch R ein Integritétsring, so schlieft man aus grad f = m,
grad g = n, dass die Koeftizienten a,,, b, nicht verschwinden und somit,
dass Zu+u:m+n a,b, = anby, als Koeffizient vom Grad m +nin f-g
nicht verschwindet. Folglich gilt grad(f - g) = m + n. O

Es gibt eine ganze Reihe von KEigenschaften, die sich von einem
Ring R auf den Polynomring R[X] vererben. Als einfaches Beispiel
behandeln wir die Nullteilerfreiheit.
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Bemerkung 3. Es sei R ein Integritdtsring. Dann ist auch der Poly-
nomring R[X] ein Integrititsring. Weiter gilt (R[X])* = R*.

Beweis. Man benutze die Formel grad(f - g) = grad f 4+ gradg aus
Bemerkung 2. O

Wir wollen schlief$lich noch zeigen, dass in Polynomringen eine Di-
wviston mat Rest moglich ist, d&hnlich wie im Ring Z der ganzen Zahlen.
Dieses Hilfsmittel wird in 2.4 benutzt, um zu zeigen, dass in Polynom-
ringen iiber Kérpern der Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung
gilt.

Satz 4. FEs sei R ein Ring und g = Z?:o a; X" € R[X] ein Polynom,
dessen hochster Koeffizient ag eine Einheit in R ist. Dann gibt es zu
jedem f € R[X] eindeutig bestimmte Polynome q,r € R[X]| mit

f=qqg+r, gradr < d.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass stets grad(qg) = grad g + grad g
fiir Polynome ¢ € R[X] gilt, auch wenn R kein Integrititsring ist. Der
hochste Koeffizient ag von g ist ndmlich eine Einheit. Ist daher ¢ vom
Grad n > 0 mit hochstem Koeffizienten c¢,, so gilt c,aq # 0. Dies ist
aber der hochste Koeffizient von qg, so dass grad(qg) = n + d folgt.

Nun zur Eindeutigkeit der Division mit Rest. Hat f zwei Darstel-
lungen der gewiinschten Art, etwa f = qg +r = ¢g + ', so folgt
0= (q—q)g+ (r — ') sowie nach vorstehender Uberlegung

grad(q — ¢') + grad g = grad(r — r’).

Da r und " vom Grad < d sind, gilt dasselbe auch fiir » — 7/, und
man erhélt grad(q — ¢') + grad g < d. Dies kann aber wegen grad g = d
nur fiir ¢ = ¢ richtig sein. Hieraus ergibt sich insbesondere r = ' und
somit die Eindeutigkeit der Division mit Rest.

Um die Existenz der Division mit Rest zu zeigen, schlieBen wir mit
Induktion nach n = grad f. Fiir grad f < d setze man ¢ = 0 und r = f.
Gilt andererseits f = Y " ¢; X’ mit ¢, # 0 und n > d, so ist

fl = f - Cnangn_dg
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ein Polynom mit grad f; < n. Dieses besitzt nach Induktionsvoraus-
setzung eine Zerlegung f; = ¢1¢ + r1 mit Polynomen ¢;,r; € R[X],
gradr; < d. Dann folgt aber mit

f=(q+caa ' X" g +r

die gewiinschte Zerlegung fiir f. O

Die gerade gegebene Argumentation kann insbesondere als kon-
struktives Verfahren benutzt werden, um die Division mit Rest im Po-
lynomring R[X] in expliziter Weise durchzufiihren, &hnlich wie dies
auch im Ring Z der ganzen Zahlen geschieht. Als Beispiel betrachte
man die Polynome

fF=X"4+3X1"+ X3 —6X? - X +1, g=X>+2X*+X -1
aus Z[X]:
(X5 43X+ 4+ X3 —6X%2— X +1): (X3 42X+ X - 1)=X2+X -2
X% 2X4+ X3 - X2
X4 —5X? - X
X442X3+ X2 - X

—2X3 —6X? +1
—2X3 —4X?2-2X +2

—2X?2 42X —1

Im ersten Schritt subtrahieren wir X2¢g von f, im zweiten dann X g von
f—X?gund im dritten —2g von f—X2g— Xg. Es bleibt —2X?+2X —1
als Rest, so dass wir die Gleichung

f=(X*+X -2)g+ (—2X*+2X — 1)

erhalten.

Abschlieflend sei angemerkt, dass man die Konstruktion des Po-
lynomrings R[X] in verschiedener Hinsicht verallgemeinern kann. So
werden wir beispielsweise in 2.5 Polynomringe in mehreren Variablen
definieren. Man kann aber auch von Beginn an die Menge R™ durch
RN ersetzen, also durch die Menge aller Abbildungen von N nach R.
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Verfahrt man ansonsten wie bei der Konstruktion des Polynomrings
R[X], so erhdlt man den Ring R[X] der formalen Potenzreihen in
einer Variablen X iiber R. Seine Elemente lassen sich als unendliche
Reihen Y% a; X" darstellen.

Aufgaben

1.

Man verifiziere, dass fiir Elemente a,b eines Ringes R stets die Rela-
tionen 0-a =0 und (—a)-b= —(a-b) gelten.

Wir haben den Polynomring R[X ]| nur fir einen kommutativen Ring
R definiert. Man tberlege, inwieweit es sinnvoll ist, Polynomringe auch
mm Rahmen nicht notwendig kommutativer Ringe zu betrachten.

Man fiithre die in Satz 4 beschriebene Division mit Rest im Polynomring
Z[X] in folgenden Fillen explizit durch:

(i) f=3X"+2X* - X34+3X2-4X+7, g=X>-2X+1
i) f=X>+X*-5X3+2X2+2X —1, g=X2-1.

Sei K ein Koérper und g € K[X] ein Polynom einer Variablen vom
Grad d > 0. Man beweise die Existenz der so genannten g-adischen
Entwicklung: Zu f € K[X] gibt es eindeutig bestimmte Polynome
ap, a1, ... € K[X] vom Grad < d, a; = 0 fiir fast alle i, mit f = >, a;g".

Es sei R ein Ring, der ein nilpotentes Element a # 0 enthalte; nilpotent
bedeutet, dass es ein n € N mit a” = 0 gibt. Man zeige, dass die Ein-
heitengruppe R* eine echte Untergruppe der Einheitengruppe (R[X])*
ist.

Man bestimme den kleinsten Unterring von R, welcher Q und v/2
enthélt, und zeige, dass dieser bereits ein Korper ist.

Man zeige, dass eine formale Potenzreihe > a;X* € R[X] iiber einem
Ring R genau dann eine Einheit ist, wenn ag eine Einheit in R ist.

Man beweise, dass die Quaternionen H aus Beispiel (2) einen Schiefkor-
per bilden.

2.2 Ideale

Ideale sind fiir Ringe von #hnlich fundamentaler Bedeutung wie Nor-
malteiler fiir Gruppen. Ein Normalteiler einer Gruppe ist zugleich auch
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eine Untergruppe. Dagegen ist ein Ideal eines Ringes im Allgemeinen
kein Unterring, denn Ideale miissen nicht unbedingt das Einselement
der Multiplikation enthalten.

Definition 1. FEs set R ein Ring. Fine Teilmenge a C R heifit ein
Ideal in R, wenn gilt:

(i) a ist eine additive Untergruppe von R.

(ii) re R,a€ca=ra€ a.

Jeder Ring R enthélt stets die so genannten trivialen Ideale, ndm-
lich das Nullideal {0}, auch mit 0 bezeichnet, und das Einheitsideal R.
Ist R ein Korper, so sind dies die einzigen Ideale in R. Ausgehend von
beliebigen Idealen a, b C R kann man die folgenden Ideale bilden:

at+b:={a+b;aca beb}

<o
a-b:= {Zalbl, a; € a, bieb},
=1
anb:={z; z €aund z € b}.

Es gilt stets a- b C anb. Im Ubrigen kann man in analoger Wei-
se das Produkt von endlich vielen Idealen sowie Summe und Durch-
schnitt beliebig vieler Ideale bilden. Dabei besteht die Summe > a;
einer Familie von Idealen (a;);c; aus allen Elementen der Form ) q;
mit a; € a;, wobei a; = 0 fiir fast alle 7 € I. Fiir @ € R nennt man
Ra :={ra; r € R} das von a erzeugte Hauptideal. Allgemeiner erklért
man fiir a,...,a, € R das von diesen Elementen erzeugte Ideal in R

durch
(a1,...,a,) == Ray + ...+ Ra, = {rma1 + ... +rpa,; r1,...,m, € R}.

Es ist dies das kleinste Ideal in R, welches aq,...,a, enthélt, und
zwar in dem Sinne, dass jedes weitere Ideal in R, welches die Elemente
ai,...,a, enthilt, auch das Ideal (aq, ..., a,) enthélt. In analoger Wei-
se kann man das von einer beliebigen Familie (a;);e; von Elementen
aus R erzeugte Ideal in R betrachten, ndmlich das Ideal ), , Ra;.

Definition 2. FEs sei a ein Ideal eines Ringes R. Eine Familie (a;)ier
von Elementen aus a wird als Erzeugendensystem wvon a bezeichnet,
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wenn a = Y _..; Ra; gilt, wenn also a mit dem von der Familie (a;)icr
erzeugten Ideal tibereinstimmt. Man nennt a endlich erzeugt, wenn a
ein endliches Erzeugendensystem besitzt. Weiter heifst a Hauptideal,
wenn a von einem einzigen Element erzeugt wird, wenn es also ein
a € a mit a = (a) gibt. Ist R Integrititsring und ist jedes Ideal in R
Hauptideal, so nennt man R einen Hauptidealring.

Die trivialen Ideale eines Ringes sind stets Hauptideale. Im Ubri-
gen bilden die Untergruppen der Form mZ C 7Z Hauptideale im In-
tegritétsring Z. Da dies geméB 1.3/4 die einzigen Untergruppen von
Z sind, kann es auch keine weiteren Ideale in Z geben. Insbesondere
folgt:

Satz 3. Z ist ein Hauptidealring.

Erzeugende Elemente von Hauptidealen sind nicht eindeutig be-
stimmt; man kann sie zumindest durch Einheiten abéndern. In Inte-
gritdtsringen erhélt man auf diese Weise aber bereits alle moglichen
Erzeugenden eines Hauptideals:

Bemerkung 4. In einem Integrititsring R stimmen zwei Hauptideale
a = (a), b = (b) genau dann iiberein, wenn es eine Einheit ¢ € R* mit
b = ca gibt.

Beweis. Es gelte a = b, wobei wir ohne Einschriankung a = b # 0
annehmen diirfen. Dann hat man b € a, also gibt es ein ¢ € R mit
b = ca. Ebenso gibt es wegen a € b ein ¢ € R mit a = ¢/b. Damit folgt
b= ca = ccb, bzw.

(1—cd)b=0.

Da nun R Integritéitsring ist und b wegen b # 0 von Null verschieden
sein muss, folgt ¢¢ = 1, d. h. ¢ ist eine Einheit. Die umgekehrte Impli-
kation ist trivial. O

Wir nennen zwei Elemente a, b eines Ringes R (zueinander) asso-
ziiert, wenn es eine Einheit ¢ € R* mit b = ca gibt. Somit kénnen wir
sagen, dass in einem Integritétsring zwei Elemente genau dann das-
selbe Hauptideal erzeugen, wenn sie assoziiert sind. In allgemeineren
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Ringen gilt diese Aussage nicht mehr, man vergleiche hierzu Aufgabe 7
in Abschnitt 2.3.

Wir wollen schliellich noch als Beispiel den Polynomring Z[X]
betrachten. Das von X erzeugte Hauptideal beschreibt sich durch

(X) = {Zazxi e Z[X]; ap = o},
das von 2 erzeugte Hauptideal durch
(2) = {Z a; X" € Z[X] ; a; ist gerade fiir alle z}

Da es in Z[ X | keine Nichteinheit gibt, welche sowohl 2 als auch X als
Vielfaches besitzt, kann man leicht sehen, dass

(2,X) = {Z a; X" € Z[X]; ag ist gerade}

ein Ideal in Z[X] ist, welches kein Hauptideal darstellt. Insbesondere
ist Z[ X] kein Hauptidealring.

Aufgaben

1. Es seien a = (a1,...,am) und b = (by,...,by,) Ideale in einem Ring R.
Man gebe Erzeugendensysteme fir die Ideale a + b sowie a-b an und
diskutiere auch das Ideal aNb.

2. Man tiberlege, unter welchen Bedingungen die Vereinigung zweier Ideale
oder allgemeiner einer Familie von Idealen eines Ringes R wieder ein
Ideal ist.

3. Es sei K ein Korper. Man betrachte K? = K x K als ringtheoretisches
Produkt sowie auch als K- Vektorraum. Man vergleiche die Begriffe Un-
terring, Ideal und Untervektorraum am Beispiel dieses Ringes.

4. Man berechne folgende Ideale in Z, indem man ein erzeugendes Element
angibt:

5. Sei R ein Ring, X eine Menge und Y C X eine Teilmenge. Man unter-
suche, welche der folgenden Teilmengen des Rings RX der Abbildungen
X — R einen Unterring bzw. ein Ideal bilden:
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M = {f e RX; f ist konstant auf Y},
Mz ={f € RY; f(Y) =0},
My={feR"; f(y) #0firalley € Y},
My={feR"; f(y) =0 fiir fast alle y € Y'}.

In welchen Fillen erhilt man unter geeigneten Bedingungen an Y
Hauptideale?

6. Sei R ein Ring. Man zeige, dass die Teilmenge
{a € R; es existiert ein n € N mit a” = O}

ein Ideal in R definiert (das so genannte Radikal oder Nilradikal von R).

7. Es sei K ein Korper. Man bestimme alle Ideale im Ring der formalen
Potenzreihen K[[X . (Man benutze Aufgabe 7 aus Abschnitt 2.1.)

2.3 Ringhomomorphismen, Faktorringe

Der Begriff des Homomorphismus wird in natiirlicher Weise auch fiir
Ringe erklart.

Definition 1. Es seien R und R’ Ringe. Fine Abbildung ¢: R — R’
heifst Ringhomomorphismus, wenn gilt:

(i) p(a+0b) = p(a) + ¢(b) fir alle a,b € R, d. h. ¢ ist ein Grup-
penhomomorphismus beziiglich der Addition.

(ii) ¢(a-b) =¢(a)-p(d) fir alle a,b € R und ¢(1) =1, d. h. ¢ ist

ein Monoidhomomorphismus beziiglich der Multiplikation.

Man verifiziert ohne Schwierigkeiten, dass die Komposition zwei-
er Ringhomomorphismen wieder ein Ringhomomorphismus ist. Wie
iiblich heifit ein Ringhomomorphismus ¢: R — R’ ein Isomorphis-
mus, wenn @ ein Inverses besitzt, d. h. wenn es einen Ringhomomor-
phismus 1): R — R mit 1oy = idg und pot) = idg gibt. Aquivalent
hierzu ist, dass der Homomorphismus ¢ bijektiv ist. Injektive (bzw.
surjektive) Ringhomomorphismen R — R’ nennt man auch Mono-
morphismen (bzw. Epimorphismen). Ein Endomorphismus von R ist
ein Homomorphismus R — R und ein Automorphismus von R ein
[somorphismus R — R.
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Bemerkung 2. FEs sei ¢: R — R’ ein Ringhomomorphismus. Dann
gilt:
(i) kero ={a € R; p(a) =0} ist ein Ideal in R.
(i) im ¢ = @(R) ist ein Unterring von R'.
(iii) o induziert einen Gruppenhomomorphismus R* — R™ zwi-
schen den Einheitengruppen von R und R'.

Die Behauptungen sind unmittelbar nachzupriifen. Man beachte
dabei, dass das Bild eines Ringhomomorphismus ¢: R — R’ im All-
gemeinen kein Ideal in R’ ergibt. Handelt es sich bei R und R’ um
Korper, so spricht man auch von Kérperhomomorphismen.

Bemerkung 3. Es sei K ein Korper und R ein Ring, R # 0. Dann
st jeder Homomorphismus ¢: K — R injektiv. Insbesondere ist jeder
Homomorphismus zwischen Korpern injektiv.

Bewers. Es ist ker ¢ ein Ideal in K, sogar ein echtes Ideal, denn es gilt
©(1) =1 # 0. Somit folgt ker ¢ = 0, da ein Kérper aufler dem Nullideal
keine weiteren echten Ideale besitzt. 0J

Zu jedem Ring R existiert ein Ringhomomorphismus Z — R, der
zudem eindeutig bestimmt ist, ndmlich die durch n —— n -1 definierte
Abbildung. Dabei ist n - 1 fiir n > 0 als n-fache Summe des Einsele-
mentes 1 € R aufzufassen und entsprechend fiir n < 0 als (—n)-fache
Summe von —1. Fiir eine Ringerweiterung R C R’ ist die Inklusions-
abbildung R < R’ ein (triviales) Beispiel eines Ringhomomorphismus.
Weiter hat man in dieser Situation zu jedem x € R’ einen so genannten
FEinsetzungshomomorphismus

R[X] — R/, f:ZaiXi»—pf(m):Za,wi,

der ein Ringhomomorphismus ist. Das Einsetzen von Elementen x € R’
in Polynome f,g € R[X] hatten wir schon in 2.1 besprochen, ebenso
die Vertréglichkeiten

(f+9)(@) = f(x) +9(x),  ([-9)(x) = [f(z)-9(z),

die fiir einen Ringhomomorphismus gefordert werden.
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Es sei im Folgenden R ein Ring und a ein Ideal in R. Wir wol-
len die Konstruktion der Faktorgruppe G/N einer Gruppe G nach
einem Normalteiler N auf die Ringsituation iibertragen und einen so
genannten Faktor- oder Restklassenring R/a konstruieren, zusammen
mit einem surjektiven Ringhomomorphismus 7: R — R/a, welcher
ker 7 = a erfiillt. Zundchst kénnen wir R/a als abelsche Gruppe bil-
den, indem wir a als Untergruppe (und damit als Normalteiler) der
additiven Gruppe von R auffassen. Es besteht R/a somit aus allen
Restklassen der Form z + a mit x € R, wobei die Addition in R/a
durch die Formel

(x+a)+y+a)=(r+y) +a

beschrieben wird. Dass diese Verkniipfung wohldefiniert ist und R/a
zu einer abelschen Gruppe macht, haben wir in 1.2 nachgewiesen. Wir
fithren nun in analoger Weise eine Multiplikation in R/a ein, indem
wir fiir Restklassen = 4+ a, y + a aus R/a definieren:

(x+a)-(y+a):=(z-y)+a

Um die Wohldefiniertheit dieser Verkniipfung zu iiberpriifen, miissen
wir zeigen, dass die Restklasse (z - y) + a nicht von der Wahl der
Représentanten x, y zu den Restklassen x+a und y+a abhéngt. Hierzu
nehmen wir 2/ +a = = + a an, also 2’ = z + a mit a € a, und
entsprechend 3y +a =y +a, also ¥ = y + b mit b € a. Dann ergibt
sich 'y = xy + ay’ + xb € (zy) + a, d. h.

(zy) +a=(2"y) +a.

Folglich ist die Multiplikation in R/a wohldefiniert, und es ist unmit-
telbar ersichtlich, dass die Ringeigenschaften sich von R auf R/a tiber-
tragen. Im Ubrigen ist die kanonische Projektion

m: R — R/a, T — x+a,

ein Ringhomomorphismus mit ker 7 = a, der wie in 1.2/6 eine univer-
selle Eigenschaft erfiillt:

Satz 4 (Homomorphiesatz). Sei ¢: R — R’ ein Ringhomomorphis-
mus und a C R ein Ideal mit a C ker . Dann existiert eindeutig ein
Ringhomomorphismus @: R/a — R/, so dass das Diagramm
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kommutiert. Es gilt
imp = imy, ker = w(ker ¢), ker o = 7 (ker @).
Insbesondere ist p genau dann injektiv, wenn a = ker ¢ gilt.

Korollar 5. Ist ¢: R — R’ ein surjektiver Ringhomomorphismus, so
ist R' kanonisch isomorph zu R/ ker p.

Zum Beweis von Satz 4 wendet man 1.2/6 auf die additive Grup-
pe von R an. Sodann hat man nur noch nachzupriifen, dass der nach
1.2/6 existierende Gruppenhomomorphismus @: R/a — R’ bereits
ein Ringhomomorphismus ist. Da p charakterisiert ist durch die Glei-
chung

Pz +a) = ¢(x), r€R,

ist dies unmittelbar klar. O

Im Ubrigen lassen sich die Isomorphiesétze 1.2/8 und 1.2/9, welche
wir in Abschnitt 1.2 aus dem Homomorphiesatz 1.2/6 gefolgert hatten,
ohne Schwierigkeiten von der Gruppensituation auf die hier betrachtete
Ringsituation iibertragen bzw. aus dem gerade bewiesenen Homomor-
phiesatz fiir Ringe herleiten; man ersetze den Begriff des Normalteilers
jeweils durch den Begriff des Ideals in einem Ring.

Als natiirliche Beispiele fiir Restklassenringe konnen wir die Ringe
Z./mZ betrachten, die wir in 1.3 lediglich als abelsche Gruppen aufge-
fasst hatten. Setzen wir m > 0 voraus, so ist also Z/mZ ein Ring mit
m Elementen.

Satz 6. Fir m € Z, m > 0, ist dquivalent:
(i) m ist eine Primzahl.
(i) Z/mZ ist ein Integrititsring.
(iii) Z/mZ ist ein Korper.
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Beweis. Wir bezeichnen mit T € Z/mZ die zu einem Element x € Z
gehorige Restklasse modulo mZ. Sei zunédchst Bedingung (i) gegeben,
also m eine Primzahl. Dann ist m > 1 und folglich Z/mZ nicht der
Nullring. Gilt nun @ - b = 0 fiir zwei Zahlen a,b € Z, so hat man
ab € mZ, und man sieht, etwa unter Benutzung der Primfaktorzerle-
gungen fiir a, b bzw. ab, dass m ein Teiler von a oder b ist. Also ergibt
sich @ € mZ oder b € mZ, d. h. @ = 0 oder b = 0, und es ist Z/mZ ein
Integritétsring, wie in (ii) gefordert.

Weiter folgt aus (ii), dass fiir jedes @ € Z/mZ—{0} die Abbildung

Z/mZ — 7/mZ, T—a-7,

injektiv und somit wegen der Endlichkeit von Z/mZ sogar bijektiv ist.
Insbesondere ist das Einselement von Z/mZ im Bild dieser Abbildung
enthalten, so dass @ jeweils ein inverses Element beziiglich der Multi-
plikation besitzt. Dies bedeutet aber, dass Z/mZ ein Korper ist, wie
in (iii) gefordert.

Sei schlieflich Z/mZ wie in (iii) als Korper oder allgemeiner als
nullteilerfrei angenommen. Insbesondere folgt dann Z/mZ # 0 und
somit m > 1. Um zu zeigen, dass m eine Primzahl ist, betrachte man
einen Teiler d € N von m mit einer Gleichung m = da. Es folgt d-a = 0,
und die Nullteilerfreiheit von Z/mZ ergibt d = 0 oder @ = 0. Im ersten
Fall ist m ein Teiler von d, d. h. d = m, und im zweiten Fall ist m ein
Teiler von a, d. h. @ = m und somit d = 1. Also hat m hochstens sich
selbst und 1 als Teiler und ist damit eine Primzahl. O

Fiir eine Primzahl p ist also Z/pZ ein Korper mit p Elementen; man
verwendet hierfiir die Notation [F,,. Mit Teilbarkeitstheorie kann man
allgemeiner zeigen, dass fiir ganze Zahlen m > 1 die Einheitengruppe
(Z/mZ)* aus allen Restklassen @, a € Z, besteht, fiir die a teilerfremd
zu m ist. Als Néchstes wollen wir die Aussage von Satz 6 in einen etwas
allgemeineren Zusammenhang stellen.

Definition 7. Es sei R ein Ring.
(i) Fin Ideal p C R heifit prim oder Primideal, wenn p von R
verschieden ist und wenn fir a,b € R mit ab € p stets a € p oder

b ey folgt.
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(ii) Fin Ideal m C R heif$t maximal, wenn m von R verschieden
ist und wenn gilt: Ist a C R ein Ideal mit m C a C R, so folgt a =m
oder a = R.

Beispielsweise ist das Nullideal eines Ringes R genau dann ein
Primideal, wenn R ein Integritétsring ist.

Satz 8. Es sei R ein Ring.

(i) Fin Ideal p C R ist genau dann ein Primideal, wenn R/p ein
Integrititsring 1st.

(ii) Fin Ideal m C R ist genau dann ein mazimales Ideal, wenn
R/m ein Korper ist.

Insbesondere ist jedes maximale Ideal ein Primideal.

Beweis. Zunéchst {iberlegt man sich, dass p genau dann ein echtes
Ideal in R ist, wenn der Restklassenring R/p nicht der Nullring ist,
entsprechend fiir m. Aussage (i) ist dann leicht einzusehen. Bezeichnet
man mit @,b € R/p die Restklassen zu Elementen a,b € R, so ist

a-bep = a€cpoderbep
offenbar dquivalent zu
@-b=0 = @=0oderb=0.

Weiter ist Aussage (ii) eine Konsequenz der beiden folgenden Lemma-
ta:

Lemma 9. Ein Ideal m C R ist genau dann mazximal, wenn das Null-
ideal 0 C R/m mazximal ist.

Lemma 10. Das Nullideal 0 C R eines Ringes R ist genau dann
maximal, wenn R ein Kdrper ist.

Beweis von Lemma 9. Sei m: R — R/m die kanonische Projektion.
Man priift leicht nach, dass die Zuordnungen

R> a +—m(a)C R/m,
RoO7Yb)+— b C R/m,
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eine Bijektion zwischen den Idealen a von R mit m C a C R und den
Idealen b C R/m definieren. Hieraus ist die behauptete Aquivalenz
unmittelbar ersichtlich.

Alternativ kann man die Behauptung auch in expliziter Weise ve-
rifizieren. Zunéchst sei daran erinnert, dass m genau dann ein echtes
Ideal in R ist, wenn der Restklassenring R/m nicht der Nullring ist.
Ist nun m ein echtes Ideal in R, so ist m genau dann maximal, wenn
fiir a € R—m stets m + Ra = R gilt, wenn es also zu jedem solchen a
Elemente » € R und m € m mit ra +m = 1 gibt. Unter Verwendung
der Projektion 7: R — R/m sieht man, dass diese Bedingung genau
dann erfiillt ist, wenn es zu @ € R/m—{0} stets ein Element 7 € R/m
gibt mit 7-@ = 1, also genau dann, wenn das Nullideal in R/m maximal
ist. 0

Beweis von Lemma 10. Sei 0 C R maximal und a € R von 0 ver-
schieden. Dann folgt aR = R, und es existiert ein b € R mit ab = 1.
Somit hat man R* = R — {0}, d. h. R ist ein Kérper. Umgekehrt ist
unmittelbar klar, dass das Nullideal in einem Kérper maximal ist. [

Die Sitze 6 und 8 geben eine vollstandige Ubersicht iiber Prim-
ideale und maximale Ideale in Z:

Korollar 11. Ein Ideal in Z ist genau dann prim, wenn es von der
Form pZ mit einer Primzahl p oder mit p = 0 ist. Fin Ideal in Z ist
genau dann maximal, wenn es ein von Null verschiedenes Primideal
15t.

Man muss lediglich benutzen, dass Z nach 2.2/3 Hauptidealring
ist und dass das Nullideal in einem Integritétsring stets prim ist. Zum
Schluss dieses Abschnitts wollen wir noch den so genannten Chinesi-
schen Restsatz beweisen.

Satz 12. Sei R ein Ring und seien ay,...,a, C R paarweise koprime
Ideale, d. h. es gelte a; + a; = R fiir i # j. Ist dann m;: R — R/,

jeweils die kanonische Projektion, so ist der Homomorphismus

¢: R— R/a; X ... X R/a,, r— (m(2),...,m(2)),
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surjektiv und erfillt ker ¢ = a; N...Nay,, induziert also einen Isomor-
phismus

i=1 =1

Dabei bezeichnet [, R/a; = R/a; X ... X R/a, das ringtheoretische
Produkt der Restklassenringe R/a;.

Beweis. Wir wollen zunéchst zeigen, dass fiir j = 1,...,n die Ideale a;
und (), ; 0; koprim sind, ihre Summe also gleich R ist. Sei im Folgenden
ein solcher Index j fest gewéhlt. Da a; nach Voraussetzung zu den
restlichen a; koprim ist, gibt es fiir i # j Elemente a; € a;, a; € a; mit
a; + a; = 1. Somit folgt

]_:H((lz‘—i-a;)Eaj+Haicaj+ﬂai7

i#] i#] i#]

d. h. es gilt a; + ﬂi# a; = R wie behauptet.
Fir j = 1,...,n existieren daher Gleichungen d; + e; = 1 mit
Elementen d; € a;, e; € [,; a;, und es folgt

(1 fir i=j,
7”(eﬂ‘)_{o fir 1 # J.

Damit sieht man unmittelbar ein, dass ¢ surjektiv ist. Geht man
ndmlich von einem Element y = (y1,...,y,) € R/a; x ... x R/a,
aus und wihlt jeweils ein m;-Urbild z; € R zu y;, so gilt

¢ (Z :ce) =y.
=1

Die Aussage iiber den Kern von ¢ ist trivial. Somit folgt die behauptete
Isomorphie aus dem Homomorphiesatz. O

Ist a ein Ideal in einem Ring R, so sagt man, dass zwei Elemente
x,y € R kongruent modulo a sind, in Zeichen x = y mod a, wenn x
und y dieselbe Restklasse in R/a definieren, d. h. wenn x — y € a gilt.
Ist dabei a ein Hauptideal Ra, so schreibt man statt “mod a” héaufig
auch “mod a”. Unter Benutzung einer solchen Sprechweise konnen wir
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die Surjektivitéit der Abbildung ¢ in Satz 12 auch folgendermaflen for-
mulieren: Zu zq,...,x, € R gibt es ein x € R mit x = x; mod qa; fiir
¢t = 1,...,n. Fir den Ring Z der ganzen Zahlen hat der Chinesische
Restsatz somit folgende Form:

Korollar 13. Es seien aq, ..., a, € Z paarweise teilerfremd. Dann ist
das System simultaner Kongruenzen x = x; mod a;, i = 1,...,n, fir
beliebige Zahlen x1,...,x, € Z losbar. Ist x eine Losung, so ist diese
eindeutig bestimmt modulo ay - ... - a,. Die Gesamtheit der Lisungen
bildet daher eine Restklasse des Typs x4+ ay - ... - ayZ.

Man muss sich lediglich iiberlegen, dass fiir teilerfremde Zahlen
a,a' €7
(a,d') = (1) sowie (a-d')=(a)N(a)

gilt; man vergleiche hierzu auch 2.4/13. Im Ubrigen liefert der Beweis
des Chinesischen Restsatzes auch ein praktisches Verfahren zur Losung
simultaner Kongruenzen. In einem ersten Schritt konstruiert man fiir
j =1,...,n Zahlen d; € (a;), ¢; € ([[,; i), mit d; +e; = 1, etwa
unter Verwendung des Fuklidischen Algorithmus; vgl. hierzu 2.4/15.
Sodann ist x = ) | z;e; eine Losung des Systems z = z; mod a;,
i = 1,...,n, und jede weitere Losung entsteht durch Addition eines
Vielfachen von []}; a;.

Aufgaben

1. Es sei ¢: R — R’ ein Ringhomomorphismus. Man iiberlege, welche
Aussagen fiir die Bilder von Idealen a C R bzw. die Urbilder von Idea-
len o' C R’ gelten. Man untersuche diese Frage insbesondere auch fiir
Primideale und mazximale Ideale.

2. FEs sei R ein Ring. Fir x € R betrachte man den Einsetzungshomomor-
phismus

¢z R[X] — R, ZaiXi»HZaixi.
Man beschreibe den Kern von @, und tiberlege insbesondere, wann dieser
ein Primideal bzw. ein mazximales Ideal in R[X] ist.

3. Man verallgemeinere die Isomorphiesétze 1.2/8 und 1.2/9 auf die Ring-
situation, indem man Ringe statt Gruppen und Ideale statt Normalteiler
betrachte.
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Sei p: R — R’ ein Ringhomomorphismus und z € R’. Man zei-
ge: Es gibt genau einen Ringhomomorphismus @: R[X]| — R’ mit
&g = ¢ und &(X) = z. Es entsprechen also die Ringhomomorphismen
¢: R[X] — R’ mit ®|p = ¢ in bijektiver Weise den Elementen von
R

Sei R ein Integritétsring und @: R[X]| — R[X] ein Ringhomomor-
phismus mit @|r = idg. Man zeige: @ ist genau dann ein Automorphis-
mus, wenn es a € R* und b € R gibt mit #(X) = aX +b.

Sei p ein Primideal eines Ringes R. Man zeige, dass pR[X], das von p
in R[X] erzeugte Ideal, ebenfalls ein Primideal ist.

Sei K ein Korper und K[X,Y] = K[X][Y] der Polynomring iiber K
in zwei Variablen X und Y. Im Restklassenring R = K[X,Y]/(XY?)
bezeichne X bzw. Y jeweils die Restklasse von X bzw. Y. Man zeige,
dass die Elemente X und X 4+ X -Y aus R nicht assoziiert sind, dass die
von ihnen in R erzeugten Hauptideale aber iibereinstimmen. Hinweis:
Man betrachte das Ideal aller Elemente f € R mit f - X = 0 bzw. das
Ideal aller Elemente f € K[X,Y] mit fX € (XY?).

Sei R ein Ring. Man zeige, dass {>_a;X* € R[X]; a; = 0} ein Unter-
ring von R[X] ist und dass dieser isomorph zu R[X][Y]/(X? —Y3)
ist.

2.4 Primfaktorzerlegung

Wesentliche Eigenschaften des Ringes 7Z der ganzen Zahlen wie auch
des Polynomrings K [ X ] iiber einem Korper K fuflen auf der Tatsache,
dass man in diesen Ringen eine Division mit Rest zur Verfiigung hat.
Wir wollen von Integritatsringen ausgehen, die eine solche Division
ermoglichen, und zeigen, dass diese Ringe Hauptidealringe sind. In
Hauptidealringen wiederum werden wir die Existenz der eindeutigen
Primfaktorzerlegung beweisen.

Definition 1. Ein Integrititsring R heifit ein euklidischer Ring, wenn
es eine Abbildung 6: R—{0} — N gibt, die in R eine Division mit
Rest ermaoglicht, und zwar in folgendem Sinne: Zu Elementen f,qg € R,
g # 0, gibt es stets Elemente q,r € R mit

f=qg+r, wobei 6(r)<d(g) oder r=0.
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Die Abbildung 6§ wird als eine Grad- oder Normabbildung des euklidi-
schen Rings R bezeichnet.

Jeder Korper ist aus trivialen Griinden ein euklidischer Ring. Wir
wollen aber noch einige interessantere Beispiele betrachten.

(1) Z ist ein euklidischer Ring mit der gewthnlichen Division mit
Rest, als Gradabbildung 6: Z—{0} — N kann man die Abbildung
a — |a| betrachten.

(2) Ist K ein Korper, so ist der Polynomring K [ X | mit der gewhn-
lichen Polynomdivision mit Rest ein euklidischer Ring, unter der Grad-
abbildung §: K[X]—{0} — N gegeben durch f —— grad f. Man
vergleiche hierzu 2.1/4

(3) Z[i] :={x +1iy; z,y € Z} C C ist ein euklidischer Ring unter
der Gradabbildung

6: Z[i]—{0} — N, T+ iy — 22+ yt = |x + iyl

Man nennt Z[i] den Ring der ganzen Gaufschen Zahlen. Zur Cha-
rakterisierung der Division mit Rest in Z[i] beachte man, dass der
Abstand zweier benachbarter Punkte aus Z[i] hochstens /2 betrigt.
Zu Elementen f,g € Z[i], g # 0, gibt es daher z,y € Z mit
|fg~' = (z+iy)| < 1-v2 < 1. Setzt man nun ¢ := (z+iy), r == f—qg,
so hat man |r| < |g|, also

f=qg+r mit 06(r) <d(g) oder r =0.

(4) Sei d # 0, 1 eine ganze Zahl, und sei d quadratfrei in dem Sinne,
dass d kein Quadrat einer natiirlichen Zahl > 1 als Teiler besitzt. Man
betrachte zu d den folgenden Unterring von C:

Z+Vd-Z, falls d = 2,3 mod 4
Rq = 1 _
Z+5(1+\/3)-Z, fallsd=1 mod 4

Fiir d = —1 erhélt man den oben diskutierten Ring der ganzen Gauf-
schen Zahlen. Die Ringe R, sind in der Zahlentheorie von besonderem
Interesse. Man mochte wissen, ob R, faktoriell ist, d. h. ob in R, jeweils
der Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung gilt. Da ein eukli-
discher Ring Hauptidealring ist und ein Hauptidealring faktoriell ist,
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vgl. Satz 2 und Korollar 11, untersucht man in erster Approximation,
fiir welche Werte von d der Ring Ry euklidisch ist. Als Gradabbildung
0: R4—{0} — N bietet sich hier die so genannte “Norm” an, gegeben
durch 6(a 4+ bV/d) = |a® — b%d|; zur allgemeinen Definition der Norm
vgl. Abschnitt 4.7. Man kann zeigen, dass Ry genau fiir folgende Werte
von d unter dieser Gradabbildung euklidisch ist:

d=—1,-2,-3,-7,—11,
d=23,56,711,13,17,19,21,29, 33,37, 41,57, 73.

Dariiber hinaus weifl man, dass R, fiir d < 0 in noch genau den fol-
genden Fillen faktoriell ist:

d=—19, 43, —67, —163.

Fiir d > 0 hingegen ist Ry faktoriell in einer Vielzahl weiterer Fille.
Beziiglich Details konsultiere man etwa H. Hasse [7], §16.6.

Satz 2. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis. Wir gehen wie in 1.3/4 vor. Sei a C R ein Ideal; ohne Ein-
schrankung gelte a # 0. Man wihle unter den Elementen a von a—{0}
eines mit der Eigenschaft, dass d(a) minimal unter der Gradabbil-
dung ¢ unseres euklidischen Rings R ist. Dann gilt schon a = (a).
Ist ndmlich f € a, f = ga + r mit 6(r) < d(a) oder r = 0, so folgt
r = f —qa € a. Wegen der Minimalitét von 6(a) muss r = 0 gelten
und somit f = ga € (a). Dies zeigt a C (a). Die umgekehrte Inklusion
ist trivial, so dass a = (a) Hauptideal ist. O

Korollar 3. Die Ringe Z, Z[i] sowie der Polynomring K[X] dber
emnem Korper K sind als euklidische Ringe auch Hauptidealringe.

Als Néchstes wollen wir Primfaktorzerlegungen in Hauptidealrin-
gen studieren. Wir sagen, dass in einem Integrititsring R ein Element
x das Element y teilt, in Zeichen x|y, wenn es ein ¢ € R mit cx =y
gibt. Aquivalent zu dieser Gleichung ist y € (z). Ist 2 kein Teiler von
y, so schreibt man x1ty.

Definition 4. FEs sei R ein Integrititsring und p € R eine von 0
verschiedene Nichteinheit.
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(i) p heifst irreduzibel, falls fir jede Zerlegung p = xy mit x,y € R
gilt: © € R* oder y € R*. Es heifit p reduzibel, falls p nicht irreduzibel
15t.

(ii) p heifst primes Element oder Primelement, wenn aus p|xy mit
x,y € R stets p|x oder ply folgt, d. h. mit anderen Worten, wenn das
Hauptideal (p) prim ist.

Im Ring Z der ganzen Zahlen entsprechen die irreduziblen Elemen-
te abgesehen vom Vorzeichen genau den Primzahlen im {iblichen Sinne,
wihrend im Polynomring K[ X] iiber einem Koérper K insbesondere
die linearen Polynome X — a mit a € K irreduzibel sind. Fiir K = C
sind hierdurch bis auf Assoziiertheit alle irreduziblen Polynome be-
schrieben, wie wir spéater anhand des Fundamentalsatzes der Algebra
sehen werden. Im Allgemeinen gibt es jedoch iiber einem Korper K ir-
reduzible Polynome vom Grad > 1, in R[X ] etwa das Polynom X?+1.
Im Ubrigen werden wir in Satz 6 sehen, dass die Begriffe irreduzibles

Element und Primelement in Hauptidealringen iibereinstimmen, also
insbesondere in Z bzw. K[X].

Bemerkung 5. FEs sei R ein Integrititsring und p € R eine von 0
verschiedene Nichteinheit.

(i) Wenn (p) ein mazimales Ideal in R ist, so ist p ein Primele-
ment.

(ii) Wenn p ein Primelement ist, so ist p irreduzibel.

Beweis. Ist (p) ein maximales Ideal in R, so auch ein Primideal nach
2.3/8, und es folgt, dass p ein Primelement ist. Dies zeigt die Behaup-
tung (i). Zum Nachweis von (ii) sei p als Primelement angenommen.
Gilt dann p = zy mit x,y € R, so ergibt sich p |z oder p|y aufgrund
der Primelementeigenschaft von p. Nehmen wir p|x an, so existiert also
ein ¢ € R mit pc = z, und es folgt p = xy = pcy. Da R ein Integritéts-
ring ist, hat man cy = 1 und somit y € R*, d. h. p ist irreduzibel. [J

In Hauptidealringen kénnen wir die Aussage der soeben bewiesenen
Bemerkung erheblich verschérfen; man vergleiche auch 2.3/6.
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Satz 6. Es sei R ein Hauptidealring und p € R eine von 0 verschiedene
Nichteinheit. Dann ist dquivalent:
(i) p ist irreduzibel.
(ii) p ist Primelement.
(iii) (p) ist mazimales Ideal in R.

Bewers. Unter Benutzung von Bemerkung 5 bleibt nur noch die Impli-
kation von (i) nach (iii) nachzuweisen. Sei also p irreduzibel, und sei
a = (a) ein Ideal in R mit (p) C (a) C R. Dann existiert ein ¢ € R mit
p = ac. Da p irreduzibel ist, folgt @ € R* oder ¢ € R*. Im ersten Fall
hat man (a) = R und im zweiten (a) = (p). Somit ist (p) maximal. [

Als Folgerung hierzu kénnen wir leicht die Existenz von Primfak-
torzerlegungen in Hauptidealringen beweisen. Es braucht nur eine Fak-
torisierung in irreduzible Elemente durchgefiihrt werden.

Satz 7. Es sei R ein Hauptidealring. Dann ldisst sich jedes Element
a € R—(R*U{0}) als Produkt von Primelementen schreiben.?

Beweis. Man fixiere ein Element a € R—(R* U {0}). Ist a irreduzibel
(und damit prim), so ist nichts zu zeigen. Anderenfalls zerlege man
a in das Produkt bc zweier Nichteinheiten aus R. Diese Konstruktion
kann man dann fiir b sowie ¢ wiederholen usw. Zum Beweis des Satzes
ist lediglich zu zeigen, dass das Verfahren nach endlich vielen Schritten
abbricht. Fiir die uns interessierenden Ringe Z und K[X], wobei K
ein Korper sei, ist dies unmittelbar klar. In Z etwa gilt |, |c| < |a]
bei einer Faktorisierung von a in Nichteinheiten b, c. Entsprechend hat
man grad b, gradc < grada in K[X], wie man mit 2.1/2 sieht. Bei
der beschriebenen Zerlegung von a nimmt daher der Betrag bzw. Grad
bei jedem Schritt echt ab, so dass das Verfahren nach endlich vielen
Schritten abbrechen muss.

Wir wollen hier noch ein Argument angeben, welches auch fiir einen
beliebigen Hauptidealring R zeigt, dass man « in ein (endliches) Pro-
dukt irreduzibler Elemente zerlegen kann. Folgende Hilfsaussage wird
benotigt:

2 Unter einem Produkt von Elementen eines Ringes verstehen wir naturgemif
immer ein endliches Produkt.
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Lemma 8. Jeder Hauptidealring R ist ein noetherscher Ring, d. h.
jede aufsteigende Kette von Idealen a; C ay C ... C R wird stationdr
in dem Sinne, dass es ein n € N gibt mit a; = a,, fir alle i > n.

Die Aussage ist leicht zu verifizieren. Da die Vereinigung einer auf-
steigenden Kette von Idealen wieder ein Ideal ergibt, kann man das
Ideal a = |J,5, a; bilden; dieses ist ein Hauptideal, etwa a = (a). We-
gen a € a gibt es ein n € N mit a € a,, so dass (a) C a, C a = (a)
folgt. Die Idealkette a; C as C ... wird somit bei a,, stationér.

Nun wollen wir den Allgemeinfall von Satz 7 beweisen. Es be-
zeichne S die Menge aller Hauptideale in R, die von Elementen
a € R—(R* U {0}) erzeugt werden, wobei a keine endliche Fakto-
risierung in irreduzible Elemente besitze. Zu zeigen ist S = (). Gilt
S # (), so gibt es aufgrund von Lemma 8 ein maximales Element in
S, d. h. ein Element a € S mit der Eigenschaft, dass aus einer ech-
ten Inklusion a C b von Idealen in R notwendig folgt, dass b nicht zu
S gehort. Sei also a = (a) ein solches maximales Element. Dann ist
das erzeugende Element a reduzibel, etwa a = aya, mit Nichteinheiten
ai,as € R. Folglich haben wir echte Inklusionen

(@) G (@), (a) & (a2),

und es ergibt sich, dass (a;) und (az) nicht zu S gehoren kénnen. Es
haben daher a; und ay Faktorisierungen in irreduzible Elemente, und
damit gilt dasselbe auch fiir das Produkt a = a;ay im Widerspruch zu
(a) € S. Somit folgt S = (), und Satz 7 ist bewiesen. 0

Zerlegungen in Primelemente wie in Satz 7 erfiillen eine gewisse
Eindeutigkeitsaussage.

Lemma 9. Es sei R ein Integrititsring. Fir ein Element a € R habe
man Zerlegungen

a=pPr...Pr=4q1...4s
in Primelemente p; und irreduzible Elemente q;. Dann gilt r = s, und

nach eventueller Umnummerierung der q; ist p; assoziiert zu q; fir
1=1,...,r.
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Beweis. Aus py | qy . . . g5 folgt aufgrund der Primelementeigenschaft von
p1, dass es ein j mit p; |g; gibt. Nach Umnummerierung der ¢; diirfen
wir j = 1 annehmen. Es gibt also eine Gleichung ¢; = ¢1p;, wobei ¢;
Einheit sein muss, da ¢; irreduzibel ist. Somit folgt

P2...Pr=¢€142-..4s,

und man kann das Verfahren induktiv fortsetzen, um die Behauptung
zu erhalten. O

Satz und Definition 10. Es sei R ein Integrititsring. Dann ist dqui-
valent:

(i) Jedes a € R—(R*U{0}) lisst sich eindeutig (bis auf Assoziiert-
heit und Reihenfolge) als Produkt von irreduziblen Elementen schrei-
ben.

(ii) Jedes a € R—(R* U {0}) lisst sich als Produkt von Primele-
menten schreiben.

Ein Integrititsring R, der die vorstehenden dquivalenten Bedin-
gungen erfillt, heiyf$t faktoriell. Man sagt auch, dass in R der Satz von
der eindeutigen Primfaktorzerlegung gilt.

In einem faktoriellen Ring ist ein Element a genau dann irreduzi-
bel, wenn es prim ist.

Beweis. Es gelte die Bedingung (i). Wir wollen zeigen, dass dann jedes
irreduzible Element von R schon prim ist. Sei also a € R irreduzibel,
und seien z,y € R mit a|zy. Zu zeigen ist a |z oder a|y. Hierzu diirfen
wir annehmen, dass x und y keine Einheiten sind. Seien z = x; ... z,,
Y =Y ...ys Zerlegungen in irreduzible Elemente gemé&8 (i). Dann folgt
al(zy...xy1 ... ys), und die Eindeutigkeitsaussage in (i) hat zur Folge,
dass a als irreduzibles Element zu einem z; oder einem y; assoziiert
ist. Daher gilt a |  oder a | y, und a ist Primelement. Mit dieser
Uberlegung ist die Implikation von (i) nach (ii) unmittelbar klar. Die
Umkehrung folgt mit Lemma 9, da eine Zerlegung in Primelemente
nach Bemerkung 5 insbesondere eine Zerlegung in irreduzible Elemente
ist.

Wir haben gerade gesehen, dass unter der Bedingung (i) jedes irre-
duzible Element prim ist, dass also irreduzible Elemente in faktoriellen
Ringen prim sind. Die Umkehrung hierzu ergibt sich wiederum aus Be-
merkung 5. 0
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Die Aussage von Satz 7 kénnen wir nun neu formulieren:
Korollar 11. Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

Korper sind aus trivialen Griinden faktoriell. Aber auch die Ringe
Z, Z[i] sowie der Polynomring K[X] iiber einem Korper K sind als
euklidische Ringe Hauptidealringe und damit faktoriell. Wir werden in
2.7/1 zeigen, dass der Polynomring R[ X ] {iber einem faktoriellen Ring
R selbst wieder faktoriell ist. Somit kann man sehen, dass etwa der Ring
Z[ X ] faktoriell ist, obwohl er kein Hauptidealring ist. Gleiches gilt fiir
den Polynomring K[X,Y] := K[X][Y] in zwei Variablen X und Y
iiber einem Korper K.

Es ist iiblich, Primfaktorzerlegungen in faktoriellen Ringen R durch
Zusammenfassen assoziierter Primelemente zu Potenzen in der Form

a=ep{t...pr

zu schreiben, wobei € eine Einheit ist. Formal besitzt dann jedes Ele-
ment a € R—{0} eine solche Primfaktorzerlegung (mit Exponenten
v; = 0, wenn a Einheit ist). Um Primfaktorzerlegungen weiter zu stan-
dardisieren, kann man in R ein Vertretersystem P von Primelementen
auswahlen, d. h. eine Teilmenge P bestehend aus Primelementen, so
dass P aus jeder Klasse zueinander assoziierter Primelemente genau ei-
nes enthélt. Dann kann man Primfaktorzerlegungen in R in der Form

a=¢ H pr(a)

peP

schreiben, wobei nunmehr ¢ € R* sowie die Exponenten v,(a) € N
eindeutig bestimmt sind; natiirlich gilt v,(a) = 0 fir fast alle p € P,
so dass das Produkt in Wahrheit endlich ist. In Z ist es iiblich, P als
die Menge der (positiven) Primzahlen zu wéhlen, in K [X] nimmt man
fiir P die Menge aller normierten irreduziblen (oder Prim-) Polynome,
d. h. aller irreduziblen Polynome, deren hochster Koeffizient 1 ist.

Wir wollen im Folgenden noch auf die Begriffe grofiter gemeinsa-
mer Teiler und kleinstes gemeinsames Vielfaches eingehen. Sei R ein
Integritatsring, und seien zq,...,x, € R. Ein Element d € R heifit
gréfster gemeinsamer Teiler von xy,...,x,, wenn gilt:

(i) d|z; firi =1,...,n, d. h. d ist gemeinsamer Teiler aller x;.
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(ii) Ist a € R gemeinsamer Teiler der z;, also a|z; firi=1,...,n,
so folgt a|d.

Es ist dann d eindeutig bis auf Assoziiertheit, und man verwendet
die Notation d = ggT(z1,...,2,). Im Falle d = 1 bezeichnet man
X1, ..., T, als teilerfremd.

Ein Element v € R heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches von
X1y, Ty, wenn gilt:

(i) @;|ov firi = 1,...,n, d. h. v ist gemeinsames Vielfaches aller
x;.

(i) Ist @ € R gemeinsames Vielfaches der z;, d. h. gilt z; | a fur
i=1,...,n, so folgt v|a.

Auch in diesem Falle ist v eindeutig bis auf Assoziiertheit, man
schreibt v = kgV (21, ..., x,). Wie tiblich beweist man:

Satz 12. Es sei R ein faktorieller Ring. Ist dann P ein Vertretersystem
der Primelemente von R und sind

v (s .
xi:é‘inpl’(l), 1=1,...,n,
peEP

Primfaktorzerlegungen von Elementen x4, ...z, € R—{0}, so existie-
ren ggT(z1, ..., x,) und kgV(z1,...,x,), und zwar gilt (bis auf Asso-
zitertheit)

ggT($17 . ,.I‘n) — r[prnin(llp(ﬂcl)r'-vllp(xn))7
peEP
kgV(l’l, . ,.’In) = H pmax(up(m),...,up(xn)).

peEP

In Hauptidealringen lassen sich der groite gemeinsame Teiler und
das kleinste gemeinsame Vielfache idealtheoretisch charakterisieren.

Satz 13. Es seien x1,...,x, Elemente eines Integrititsrings R.

(i) Falls (xy,...,2,), das von den x; in R erzeugte Ideal, ein
Hauptideal ist, also von einem FElement d € R erzeugt wird, so gilt
d=ggT(xy,...,x,).

(i) Falls (x1)N...N(x,) ein Hauptideal ist, also von einem Element
v € R erzeugt wird, so gilt v=kgV(xy,...,z,).
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Beweis. (i) Gelte (x1, ..., 2,) = (d). Dann folgt z; € (d) und somit d|z;
fir alle 7. Auflerdem gibt es wegen d € (zy,...,x,) eine Gleichung
d = ", a;x; mit gewissen Elementen a; € R. Hieraus ergibt sich,
dass jeder gemeinsame Teiler der x; auch ein Teiler von d ist, d. h.
d=ggT(xy,...,2,).

(ii) Gelte (_,(z;) = (v). Dann ist v Element aller Ideale (z;), also
gemeinsames Vielfaches aller x;. Sei nun a ein weiteres gemeinsames
Vielfaches der z;. Dann folgt a € (;) fiir alle 4, also a € (., (z;) = (v)
und somit v|a, d. h. v =kgV(zy,...,z,). O

Als Beispiel fiir eine Anwendung der gerade gegebenen idealtheo-
retischen Charakterisierung des gréfiten gemeinsamen Teilers und des
kleinsten gemeinsamen Vielfachen wollen wir eine spezielle Version des
Chinesischen Restsatzes 2.3/12 betrachten.

Korollar 14. FEs sei R ein Hauptidealring und a = epi*...plr eine
Primfaktorzerlegung in R mit einer Einheit ¢ und paarweise nicht-
assoziterten Primelementen p;. Dann liefert der Chinesische Rest-
satz 2.3/12 einen kanonischen Isomorphismus

R/(a) == R/(p{*) x ... x R/(pir).

Beweis. Mittels der Sétze 12 und 13 sieht man, dass die Hauptidea-

le (pi'),...,(p") jeweils paarweise koprim in R sind, denn es gilt
geT(p;",p) = 1 fiir ¢ # j. Ahnlich ergibt sich (a) = (;_,(p}*), denn
man hat a = kgV(p}*,...,p¥). O

In euklidischen Ringen R verfiigt man {iber ein konstruktives Ver-
fahren zur Bestimmung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier Ele-
mente z,y € R, ndmlich den Euklidischen Algorithmus. Durch iterative
Anwendung von Beziehungen des Typs ggT(x,y, z) = ggT(geT(z,y), 2)
eignet sich dieses Verfahren auch zur Bestimmung des grofiten gemein-
samen Teilers von mehr als zwei Elementen.

Satz 15 (Euklidischer Algorithmus). Es sei R ein euklidischer Ring.
Fiir zwei Elemente x,y € R — {0} betrachte man die Folge zy, z1, ...
in R, die induktiv gegeben ist durch:
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Zo =,
21 =Y,
der Rest von z;_; bei Division durch z;, falls z; # 0,
i {O sonst.

Dann gibt es einen kleinsten Indexr n € N mit 2,1 = 0. Fiir dieses n
gilt z, = ggT(z,y).

Beweis. Es sei §: R—{0} — N die Gradabbildung von R. Nach Defini-
tion der Folge zg, z1, ... hat man fiir 7 > 0 unter der Bedingung z; # 0
eine Gleichung der Form

Zi—1 = % + Ziy1,

wobei 0(2;41) < 0(2;) oder z;1; = 0 gilt. Die Folge der Grade d(z;) ist
daher fiir 7 > 0 streng monoton fallend, jedenfalls solange z; # 0 gilt
und 0(z;) erklért ist. Somit kann z; # 0 aber nur fiir endlich viele i € N
gelten, und es gibt einen kleinsten Index n € N mit z,.; = 0. Wegen
20 # 0 # 21 ist n > 0. Man betrachte nun die Gleichungen

(Eo) 20 = 121 + 22,
(En—Z) Zn—2 = Qn—12n—1 + Zn,
(En—l) Zn—1 = 4pRn.

Es folgt z, | z,—1 aus (E,_1), dann z, |z, 2 aus (E,_3) usw., bis man
schlieBlich z,, | z; und z, | zo erhélt. Es ist also z, ein gemeinsamer Teiler
von x und y. Ist a € R ein weiterer gemeinsamer Teiler von = und v,
so folgt a|z; aus (Ep), dann a|z3 aus (E;) usw., bis man schliefilich zu
alz, gelangt. Also ist z, wie behauptet der grofite gemeinsame Teiler
von x und y. 0

Der Euklidische Algorithmus gestattet es nicht nur, den grofiten ge-
meinsamen Teiler d zweier Elemente x, y eines euklidischen Rings R zu
bestimmen, sondern er liefert zusétzlich auch eine explizite Darstellung
dieses Teilers in der Form d = ax + by. Im obigen Beweis erhélt man
namlich aus (E,_») eine Darstellung von d = z, als Linearkombination
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in z,_9, 2,1, unter Hinzunahme von (E,_3) als Linearkombination in
Zn—3, Zn—2 Usw., bis d schliefllich unter Benutzung von (Ey) als Linear-
kombination von x = 2y, und y = z; dargestellt ist. Die Konstruktion
einer solchen Darstellung wird z. B. bei dem praktischen Verfahren
zur Losung simultaner Kongruenzen 2.3/13 bendétigt, die allgemeine
Existenz ist hingegen bereits in Hauptidealringen gegeben, wie wir in
Satz 13 gesehen haben.

Abschlielend wollen wir noch auf einige Anwendungen der in die-
sem Abschnitt erzielten Resultate hinweisen. Wir kénnen aus 2.3/8
und Satz 6 nochmals folgern, dass fiir ein p € Z, p > 0, der Restklas-
senring Z/pZ genau dann ein Korper ist, wenn p eine Primzahl ist.
Ebenso ist fiir einen Korper K der Restklassenring L = K[X]/(f)
nach dem von einem Polynom f € K[X] erzeugten Hauptideal genau
dann ein Koérper, wenn f irreduzibel ist. Man sieht leicht (vgl. den
Beweis zu 3.4/1), dass die Restklasse von X in L nunmehr Nullstelle
von f ist. Dabei fasse man K vermoége des kanonischen Homomorphis-
mus K — L (dieser ist nach 2.3/3 injektiv) als Teilkorper von L auf
und entsprechend f als Polynom mit Koeffizienten in L. Wir werden
dieses auf L. Kronecker zuriickgehende Verfahren in 3.4/1 benutzen,
um zu einem gegebenen Polynom f € K[X]— K, welches in K kei-
ne Nullstelle besitzt, einen Erweiterungskorper L zu konstruieren, so
dass f eine Nullstelle in L hat. Beispielsweise sieht man mit Hilfe des
Homomorphiesatzes unmittelbar

R[X]/(X*+1) ~C,
indem man den Einsetzungshomomorphismus
R[X] — C, ZanX”»ﬁZanz’”,

betrachtet, der X auf die komplexe Zahl 7 abbildet. Auf dhnliche Weise
zeigt man

R[X]/(X —a) ~R
fiir beliebiges a € R.

Aufgaben

1. Welche Ringe R haben die Eigenschaft, dass der Polynomring R[X]
ein Hauptidealring ist?
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10.
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Es folgt aus Satz 13, dass sich in einem Hauptidealring der grifite ge-
meinsame Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache zweier Elemen-
te stets idealtheoretisch charakterisieren lassen. Man untersuche, ob dies
auch allgemeiner in faktoriellen Ringen gilt.

Man beweise, dass der Unterring R = Z + /—5 - Z C C nicht faktoriell
ist, indem man die Faktorisierungen 6 = 2 -3 = (1 + v/=5) - (1 — y/=5)
betrachtet und zeigt, dass die Elemente 2,3, (1 + /=5), (1 — v/=5)
jeweils irreduzibel und paarweise nichtassoziiert sind. Handelt es sich
bei diesen Elementen um Primelemente?

. Sei K ein Korper und R = K[X][Y]/(X? — Y3) der Integritiitsring

aus Aufgabe 8 in 2.3. Man zeige: Die Restklassen X und Y zu den
Elementen X,Y € K[X][Y] sind irreduzibel in R, aber nicht prim.

Sei G eine zyklische Gruppe endlicher Ordnung, und seien a,b € G.
Dann ist die von a und b in G erzeugte Untergruppe von der Ordnung
kgV (ord a, ord b).

Man zeige, dass 2 = (1+4)(1 —14) die Primfaktorzerlegung von 2 in Z[1]
ist.

Man berechne mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus den gréfiten ge-
meinsamen Teiler der folgenden Polynome aus Q[ X ]:

f=X34+X?4+X-3, g¢g=X°-X54+6X2-13X+7.
Man bestimme alle irreduziblen Polynome vom Grad < 3 im Polynom-
ring Fa[ X].

Fiir eine Primzahl p € N betrachte man folgende Teilmenge des Korpers
Q der rationalen Zahlen:

Zyp:={0}U {5 €Q; z,y € Z—{0} mit v,(x) — vp(y) > O}
Man zeige: Z, ist ein Unterring von Q, ein Hauptidealring, aber kein

Koérper. Man gebe alle Einheiten sowie alle Primelemente von Z, an.

Man zeige: Ein Ring R ist genau dann noethersch in dem Sinne, dass
jede aufsteigende Kette von Idealen a; C ag C ... C R stationidr wird,
wenn jedes Ideal in R ein endliches Erzeugendensystem besitzt.
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2.5 Polynomringe in mehreren Variablen

In 2.1 hatten wir zu einem Ring R den Polynomring R[X] in einer
Variablen X betrachtet. Durch Iteration kann man den Polynomring
in n Variablen Xj,..., X, iiber R konstruieren:

RIXy,... X)) = (.. (RIX)[X2]) .. ) [Xa].

Andererseits ist es moglich, die Definition aus 2.1 in direkter Weise auf
den Fall mehrerer Variablen zu verallgemeinern. Und zwar wollen wir
im Folgenden fiir ein kommutatives Monoid M einen “Polynomring”
R[M] definieren, derart dass M als das (multiplikative) Monoid der
“Monome” in R[M] interpretiert werden kann. Fiir M = N werden
wir auf diese Weise den Polynomring R[X] in einer Variablen erhal-
ten, fiir M = N™ den Polynomring R[ X, ..., X, ] in n Variablen und
fir M = NU) den Polynomring R[X] in einem durch eine beliebige
Indexmenge I indizierten System von Variablen X = (X;);c;. Dabei
betrachte man auf N, N”, N jeweils die (komponentenweise) Addi-
tion als Monoidverkniipfung.

Es sei im Folgenden M ein beliebiges kommutatives Monoid, dessen
Verkniipfung wir als Addition schreiben. Sodann erklire man R[M ]
durch

R[M] = R™ = {(a,)yerr ; au € R, a, = 0 fiir fast alle p}
mit den Verkniipfungen
(aw)uens + (bp)penr = (@ +bu)uens,  (ap)penr - (bp)pens = (Cp)pen,

Cp = Z ay - b,.

Mr=p

wobei

Man priift ohne Schwierigkeiten nach, dass R[M] unter diesen Ver-
kniipfungen ein Ring ist. Dabei ergibt sich fiir das Monoid M = N
der natiirlichen Zahlen der bereits in 2.1 konstruierte Polynomring ei-
ner Variablen R[X]. Aber auch in den iibrigen Féllen kann man in
R[M] eine Polynom-Schreibweise einfiihren: Fiir y € M betrachte man
X# = (6u)rem als Element von R[M], wobei ¢, das Kronecker-
Symbol ist, d. h. man hat J, = 1 fiir 4 = A und J,, = 0 fir u # A
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Es wird X* auch als das zu p gehorige Monom in R[M] bezeichnet.
Die Elemente aus R[M] schreiben sich dann in der Form > ., a, X"
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a, € R, die fiir fast alle p € M
verschwinden. Genau wie fiir Polynome einer Variablen X hat man fiir
Addition und Multiplikation die bekannten Formeln:

> @, XY b XM=Y (a4 b) X,

HEM neM neM
> axt S b Xt =33 aneb)xn
neM pneM HEM Mv=p

In gewohnter Weise ist 0 = Z#G 2 0 - X*# als Nullpolynom das Null-
element und entsprechend X° (mit 0 € M als neutralem Element des
Monoids M) das Einselement von R[M]. Auch kann man R als Un-
terring von R[M] betrachten, indem man ein Element a € R jeweils
mit dem zugehorigen “konstanten Polynom” aX° identifiziert. Der Po-
lynomring R[M] erfiillt folgende universelle Eigenschaft:

Satz 1. Sei ¢o: R — R’ ein Ringhomomorphismus und oc: M — R’
ein Monoidhomomorphismus, wobei R’ fiir die Abbildung o als Mo-
noid unter der Ringmultiplikation aufgefasst werde. Dann ezistiert
ein eindeutig bestimmter Ringhomomorphismus ®: R[M] — R' mit
Dl = ¢ und P(XH") = o(u) fir alle up € M.

Beweis. Zum Nachweis der Eindeutigkeitsaussage betrachte man ein
Element »_ ) a,X* € R[M]. Wenn dann ein Homomorphismus ¢
mit den geforderten Eigenschaften existiert, so folgt notwendig

(D0 x") =3 B0, X") = Y Ba,)@(X") = 3 wla)o().

Umgekehrt kann man natiirlich, um die Existenzaussage zu erhalten, @
durch diese Gleichung definieren. Die Eigenschaften eines Ringhomo-
morphismus priift man ohne Schwierigkeiten nach, indem man benutzt,
dass ¢ ein Ringhomomorphismus und ¢ ein Monoidhomomorphismus
ist. [

Die in Satz 1 bewiesene Aussage wird als die universelle Eigen-
schaft von Polynomringen bezeichnet. Sie charakterisiert den Polynom-
ring R[M] sozusagen als universellen Ring, der beziiglich kanonischer
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Homomorphismen iiber allen dhnlichen Konstrukten mit Koeffizien-
ten aus R und Monomen aus M liegt. Insbesondere charakterisiert die
universelle Eigenschaft R[M ] bis auf kanonische Isomorphie. Genau-
er bedeutet dies folgendes: Man gehe aus von einer Ringerweiterung
R C S und einem Monoidhomomorphismus ¢: M — S mit S als
Monoid unter der Multiplikation und nehme an, dass die in Satz 1
beschriebene Abbildungseigenschaft gegeben ist, dass es also zu jedem
Ringhomomorphismus ¢: R — R’ und zu jedem Monoidhomomor-
phismus 7: M — R’ mit R’ als Monoid unter der Multiplikation
genau einen Ringhomomorphismus ¥: S — R’ mit ¥|g = ¢ und
W o = 7 gibt. Dann sind die Erweiterungen R C R[M] und R C S
kanonisch isomorph.

Wir wollen dies hier kurz begriinden, und zwar mit der iiblichen Ar-
gumentation, die auch fiir andere universelle Eigenschaften anwendbar
ist. Zu R — S und ¢: M — S korrespondiert aufgrund der universel-
len Eigenschaft von R[M] ein Ringhomomorphismus ¢: R[M] — 5,
der die Identitét auf R fortsetzt und fiir den ®(X*) = o(u), p € M,
gilt. Umgekehrt erhilt man aus der universellen Eigenschaft von S und
dem Monoidhomomorphismus M — R[M], u — X*, einen Ringho-
momorphismus ¥: S — R[M], der die Identitét auf R fortsetzt und
U(u(p)) = XH fiir p € M erfiillt. Es sind dann @ o¥ und die identische
Abbildung zwei Ringhomomorphismen S — S, die die Identitéat auf
R fortsetzen und die ¢(u) fiir p € M jeweils festlassen. Aus der Eindeu-
tigkeit der Abbildungseigenschaft fiir S ergibt sich @ o ¥ = id und aus
der Eindeutigkeit der Abbildungseigenschaft fiir R[M] entsprechend
¥ o @ =id. Folglich sind @ und ¥ Isomorphismen.

Wir wollen nun M = N" oder M = N setzen, also Polynomrin-
ge im engeren Sinne betrachten. Im Falle M = N" erklaren wir fiir
1 < i < n die i-te “Variable” X; durch X (©010-0) wwobei die 1 im
Exponenten gerade an der i-ten Stelle stehe. Fiir g = (u1, ..., pu,) € N”
gilt dann X# = X{" ... X/ und die Elemente von R[N"] schreiben
sich ausfiihrlicher in der Form

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a,, . ,, € R, die fast al-
le verschwinden. Anstelle von R[N"] verwenden wir die Notation
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R[Xy,...,X,] oder R[X], wobei wir X = (Xj,...,X,) als ein Sys-
tem von Variablen auffassen. In dhnlicher Weise verfahren wir im Falle
von Monoiden der Form M = N mit einer beliebigen Indexmenge I.
Fiir i € I sei ¢; dasjenige Element von N, dessen Komponenten alle
verschwinden, bis auf die i-te, die 1 sei. Setzt man dann X; = X so
gilt fiir 4 = (p;)ier € N stets X# = [],.; X!", wobei man beachte,
dass fast alle Faktoren dieses Produkts gleich 1 sind, das Produkt in
Wahrheit also endlich ist. Die Elemente von R[N()] lassen sich daher

in der Form

> o T

pueNm el
schreiben, und zwar mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a, € R,
die fast alle verschwinden. Anstelle von R[N!)] verwenden wir auch
die Notation R[X;;i € I] oder R[X] mit X = (X;);e;. Die Ele-
mente von R[X] sind jeweils Polynome in endlich vielen Variablen
X, .-, X, und wir konnen R[X] als Vereinigung aller Unterrin-
ge des Typs R[X,,...,X;,] auffassen, wobei die Menge {i1,...,i,}
iiber alle endlichen Teilmengen von [ variiert. Insbesondere lassen sich
Rechnungen, die nur endlich viele Elemente von R[X] betreffen, stets
in einem Polynomring in endlich vielen Variablen durchfiihren.

Wir werden Polynomringe in unendlich vielen Variablen im We-
sentlichen nur zur Konstruktion algebraisch abgeschlossener Koérper
in Abschnitt 3.4 bendtigen. Deswegen wollen wir uns im Folgenden
der Einfachheit halber auf Polynomringe des Typs R[X},..., X, ] be-
schranken, obwohl die Resultate, die wir nachfolgend beweisen, in ent-
sprechender Version auch fiir Polynomringe in beliebig vielen Variablen
giiltig sind. Zunéchst stellt man fest, entweder durch direkte Rechnung
oder unter Verwendung von Satz 1 (vgl. auch Aufgabe 3), dass man
fiir n > 0 stets einen kanonischen Isomorphismus

R[Xy,. ., X)) = (R[Xy, ..., Xu 1]) [X.]

hat; dabei ist R[ X7, ..., X, 1] fiir n = 1 als R zu interpretieren. Dieser
Isomorphismus gestattet es in manchen Féllen, Probleme iiber Poly-
nome in mehreren Variablen in induktiver Weise auf Probleme in einer
Variablen zuriickzufiihren.

Satz 2. Ist R ein Integrititsring, so auch der Polynomring in endlich
vielen Variablen R[Xy,..., X,].



2.5 Polynomringe in mehreren Variablen 73

Beweis. Wir hatten bereits in 2.1/3 eingesehen, dass die Behauptung
im Falle einer Variablen richtig ist. Benutzt man den Isomorphismus

RIX1,..., X,] ~ (R[Xy,..., X0 1)) [Xa],

so ergibt sich daraus der Allgemeinfall mit Induktion nach der Anzahl
der Variablen.

Man kann aber auch in direkter Weise sehen, dass das Produkt
zweier von Null verschiedener Polynome

F=Y aX" g=> bX" €R[X... X,]

nicht verschwindet, wenn R ein Integrititsring ist. Zu diesem Zweck
ordne man die Indexmenge N" lexikographisch, d. h. man schreibe
< g fir Indizes

p= (i), f= () €N

wenn fiir ein gewisses i, 1 < i <n,

1= s e Hiel = iy, <

gilt. Ist dann @ € N maximal (beziiglich lexikographischer Ordnung)
unter allen p mit a, # 0, ebenso 7 maximal mit b, # 0, so ist der
Koeffizient des Monoms X**” in fg gerade azby;. Wenn R ein Inte-
gritétsring ist, folgt azby # 0 und somit fg # 0. O

Wir schreiben im Folgenden |u| := pq + ... + p, fiir den “Betrag”
eines Elementes p = (p1, ..., pn) € N Ist f = > a,X* ein Polynom
in R[X,...,X,], so bezeichnet man fiir i € N mit f; := Zm':i a, X*
den homogenen Bestandteil von f vom Grad i. Es ist also f Summe sei-
ner homogenen Bestandteile, d. h. f =Y "° fi. Man nennt f homogen,
wenn f gleich einem seiner homogenen Bestandteile ist, genauer ho-
mogen vom Grad i, wenn f = f; gilt. Ein homogenes Polynom f # 0
ist stets homogen von einem eindeutig bestimmten Grad ¢ > 0, das
Nullpolynom jedoch ist homogen von jedem Grad i > 0. Weiter heif3t

grad f = max{i € N; f; # 0} = max{|u|; a, # 0}

der Totalgrad von f, wobei grad f := —oo gesetzt wird fiir f = 0. Im
Falle einer Variablen stimmt der Totalgrad mit dem in 2.1 definierten
Grad eines Polynoms iiberein. Analog zu 2.1/2 erhilt man:
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Satz 3. Seien f,g € R[Xy,...,X,]. Dann gilt:

grad(f + g) < max(grad f, grad g),
grad(f - g) < grad f + grad g,

wobei man sogar grad(f - g) = grad f + grad g hat, falls R ein Inte-
gritatsring ist.

Beweis. Die Abschitzung fiir grad(f + ¢) ist unmittelbar ersichtlich,
wenn man Polynome in R[X7,...,X,] als Summe ihrer homogenen
Bestandteile schreibt. Gilt weiter grad f = r und grad g = s, und sind
f=>"0fi, 9=7> (¢ Zerlegungen in homogene Bestandteile, so
hat man fiir r,s > 0

f 9= fr-gs+ (homogene Bestandteile vom Grad < r+ s),

wobei f, - g5 der homogene Bestandteil vom Grad r + s in f - g ist.
Somit folgt grad(f - g) < grad f + grad g. Ist R Integrititsring, so hat
man mit f,, g; # 0 nach Satz 2 auch f,.gs # 0, so dass sich der Grad
von fg zu r + s berechnet. O

Korollar 4. Ist R ein Integrititsring, so gilt

(R[X,...,X,])" = R,

Wir wollen schliefllich noch die universelle Eigenschaft aus Satz 1,
durch welche Polynomringe bis auf kanonische Isomorphie eindeutig
charakterisiert sind, speziell fiir Polynomringe des Typs R[ X7, ..., X, ]
formulieren. Da ein Monoidhomomorphismus o: N* — R’ bereits
durch die Bilder der kanonischen “Erzeugenden” von N" bestimmt
ist, also durch die Bilder der Elemente des Typs (0,...,0,1,0,...,0),
erhélt man aus Satz 1 folgende Version:

Satz 5. Es sei ¢o: R — R’ ein Ringhomomorphismus, weiter seien
Elemente x4, ...,x, € R gegeben. Dann existiert eindeutig ein Ringho-
momorphismus : R[X1,...,X,] — R mit ®|r = ¢ und P(X;) = z;
firi=1,...,n.
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Setzt man x = (z1,...,x,) und z* = 2" .. a2t fir p € N so
lasst sich @ wie im Falle einer Variablen durch

G: R[Xy,... . X, ] — R, D> a,X"+—> ¢(a,)a,

beschreiben. Man nennt @ einen Einsetzungs- oder Substitutionshomo-
morphismus, da fiir X das Tupel x substituiert wird. Ist speziell R ein
Unterring von R’ und ¢: R < R’ die kanonische Inklusion, so bezeich-
net man fir f =) a, X" € R[X;,...,X,] das Bild unter ¢ auch mit
f(x) = Y a,z*. Gilt f(z) = 0, so heifit « Nullstelle von f. Weiter
benutzt man die Notation

R[z] :=®(R[X1,...,X.])
= {Z a,x"; a, € R, a, = 0 fiir fast alle ,u}

fir das Bild von R[X7,..., X, ] unter @. Es ist R[z] oder in ausfiihrli-
cher Schreibweise R[z1, ..., z,] der kleinste Unterring von R’, welcher
R und alle Komponenten 1, ..., z, von z enthélt. In suggestiver Wei-
se spricht man von R[z] auch als von dem Ring aller Polynome in x
(besser, aller polynomialen Ausdriicke in x), wobei R als Koeffizien-
tenbereich dient.

Einsetzungshomomorphismen werden im weiteren Verlaufe eine
wichtige Rolle spielen. Als Beispiel wollen wir bereits an dieser Stelle
auf den Begriff der Transzendenz eingehen.

Definition 6. Sei R C R’ eine Ringerweiterung und x = (z1,...,Z,)
ein System von Elementen von R'. Das System x heiffit algebra-
isch unabhéngig oder transzendent diber R, wenn fir ein System von
Variablen X = (Xi,...,X,) der zugehorige Ringhomomorphismus
R[X] — R, f — f(x), injektiv ist und somit einen Isomorphis-
mus R[X] =% R[x] induziert. Anderenfalls bezeichnet man x als
algebraisch abhéngig tiber R.

Ein tiber R transzendentes System x = (z1,...,x,) hat somit die
Eigenschaften eines Systems von Variablen. Wir haben bereits in der
Einfiihrung erwéhnt, dass z. B. die aus der Analysis bekannten Zahlen
e und m € R jeweils transzendent iiber Q sind; Beweise hierfiir gehen
zuriick auf Ch. Hermite [8] und F. Lindemann [13].
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Schliellich wollen wir noch auf die Reduktion der Koeffizienten
von Polynomen hinweisen. Es handelt sich dabei um Homomorphis-
men, die formal auch unter den Typus der Einsetzungshomomorphis-
men fallen. Ist @ C R ein Ideal und ¢: R — R/a der kanonische
Homomorphismus, so kann man geméfl Satz 5 den Homomorphismus
¢: R[X] — (R/a)[X] betrachten, der ¢ fortsetzt und X auf X ab-
bildet. Man sagt, dass @ die Koeffizienten von Polynomen aus R[X ]
modulo dem Ideal a reduziert. So fiithrt etwa fiir eine Primzahl p der
Homomorphismus Z[X] — Z/(p)[X] Polynome mit ganzzahligen
Koeffizienten iiber in Polynome mit Koeffizienten aus dem Korper

Fp =2/ (p)-

Aufgaben

1. Wir haben fir ein kommutatives Monoid M den Polynomring R[M]
iiber einem Ring R definiert. Was ist zu beachten, wenn man R[M]
auch fir nicht notwendig kommutative Monoide M erkldiren mochte?

2. Man untersuche, inwieweit sich die in diesem Abschnitt bewiesenen Re-
sultate fir Polynomringe der Form R[Xi,...,X,] auf Polynomringe
in beliebig vielen Variablen R[X] verallgemeinern lassen.

3. Fiir zwet Monoide M, M’ betrachte man das kartesische Produkt M x M’
als Monoid unter komponentenweiser Verkniipfung. Man zeige, dass es
einen kanonischen Ringisomorphismus R[M|[M'] =% R[M x M’]
gibt.

4. Es sei R ein Ring. Man betrachte Z sowie Z/mZ fiir m > 0 jeweils als
Monoid unter der Addition und zeige:

R[Z] ~ R[X,Y]/(1 - XY), R[Z/mZ] ~ R[X]/(X™ —1).

5. Sei K ein Korper und f € K[Xy,...,X,] ein homogenes Polynom
vom Totalgrad d > 0. Man zeige, dass fiir jede Primfaktorzerlegung
f =p1...p- die Faktoren p; homogen sind.

6. Man betrachte den Polynomring R[X1,...,X,] in n Variablen iiber
einem Ring R # 0 und zeige: Die Anzahl der Monome in R[ X1, ..., X, ]

vom Totalgrad d € N ist
n+d—1
n—1 )
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7. Sei K ein Korper und ¢: K[X3,..., X,,] — K[X1,...,X,] ein Rin-
gisomorphismus mit ¢|x = idg. Man zeige, es gilt m = n.

2.6 Nullstellen von Polynomen

Es sei K ein Korper und f € K[X] ein von Null verschiedenes Poly-
nom einer Variablen X. Ist « € K Nullstelle von f, so ist das Polynom
X — « ein Teiler von f. Denn Division mit Rest von f durch X — «
ergibt eine Gleichung

f=a-(X—a)+r

mit gradr < 1, also r € K, und Einsetzen von « zeigt » = 0. Es heifit
a eine Nullstelle der Vielfachheit r, wenn X — « in der Primfaktor-
zerlegung von f genau mit r-ter Potenz vorkommt. Somit folgt aus
Gradgriinden:

Satz 1. Es sei K ein Korper und f € K[X] ein Polynom vom Grad
n > 0. Dann hat f, gezihlt mit Vielfachheiten, hochstens n Nullstellen
in K. Die Anzahl ist genau dann gleich n, wenn f in K[X ] vollstindig
in Linearfaktoren zerfdllt.

Insbesondere folgt fiir n € N, dass ein Polynom vom Grad < n be-
reits dann das Nullpolynom ist, wenn es mehr als n Nullstellen besitzt.
Ist daher K ein unendlicher Korper, so ist fiir ein Polynom f € K[X]
die Gleichung f = 0 (Nullpolynom) &quivalent zu f(a) = 0 fiir alle
a € K (bzw. fiir alle a aus einer gegebenen unendlichen Teilmenge
von K). Dagegen ist fiir einen endlichen Korper F das Polynom

f=1Ix —a) eF[X]

a€lF

ein vom Nullpolynom verschiedenes Polynom mit f(«) = 0 fiir alle
acF.

Wir wollen ein Kriterium fiir das Vorliegen mehrfacher Nullstellen
angeben. Man betrachte hierzu die Abbildung
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D:K[X] — K[X], Y X'+ icX'™
=1

1=0

welche wie die gewohnliche Differentiation definiert ist (man interpre-
tiere ic; wie iiblich als die i-fache Summe von ¢; mit sich selbst). Es ist
D kein Ringhomomorphismus, sondern eine so genannte Derivation,
d. h. D erfiillt folgende Regeln fir a,b € K, f,g € K[X]:

D(af +bg) = aD(f) +bD(g),  D(fg) = fD(g) + gD(f).

Statt Df schreibt man meist f und nennt dies die erste Ableitung
von f.

Satz 2. Es sei f € K[X], f # 0, ein Polynom mit Koeffizienten
aus eimnem Korper K. Eine Nullstelle o von f ist genau dann eine
mehrfache Nullstelle (d. h. eine Nullstelle der Vielfachheit > 2), wenn

(@) = 0 gilt.

Beweis. Ist r die Vielfachheit der Nullstelle a, so gibt es eine Zerlegung
des Typs f = (X —a)"g mit g € K[X], g(a) # 0. Wegen

F= (X —a)'g + (X —a)y g
ist (f')(«) = 0 aquivalent zu r > 2. O

Korollar 3. FEin Element o € K ist genau dann eine mehrfache
Nullstelle eines Polynoms f € K[X] — {0}, wenn « Nullstelle von

geT(f, ') ist.

Ist z. B. p eine Primzahl, so hat das Polynom f = X?—-X € F,[X]
keine mehrfachen Nullstellen. Denn es gilt f* = —1, da die p-fache
Summe p - 1 des Einselementes 1 € F,, = Z/pZ verschwindet.

Aufgaben

1. Uber einem Kérper K mit unendlich vielen Elementen betrachte man
ein Polynom f € K[X1,...,X,], welches auf ganz K™ verschwindet.
Man zeige f =0, d. h. dass f das Nullpolynom ist.
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2. Sei K ein Korper. Man zeige: Zu n € N, n > 1, gibt es in der multipli-
kativen Gruppe K™ hochstens n — 1 Elemente der Ordnung n.

3. Sei K ein Korper. Man zeige, es gibt im Polynomring K[ X ] unendlich
viele normierte Primpolynome. Fiir den Fall, dass jedes nicht-konstante
Polynom aus K[X] mindestens eine Nullstelle in K besitzt, zeige man
weiter, dass K aus unendlich vielen Elementen besteht.

4. Sei K ein Koérper und sei f = X3 + aX +b € K[X] ein Polynom,
welches in K [X] vollstédndig in Linearfaktoren zerfillt. Man zeige: Die
Nullstellen von f sind genau dann paarweise verschieden, wenn die “Dis-
kriminante” A = —4a? — 27b% nicht verschwindet.

2.7 Der Satz von Gauf3

Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis des folgenden Resultats:

Satz 1 (GauB). Es sei R ein faktorieller Ring. Dann ist auch der
Polynomring in einer Variablen R[X] faktoriell.

Als direkte Folgerungen erhélt man:

Korollar 2. Ist R ein faktorieller Ring, so ist der Polynomring in
endlich vielen Variablen R[ Xy, ..., X, ] faktoriell.

Korollar 3. Ist K ein Korper, so ist der Polynomring in endlich vielen
Variablen K[ Xy,...,X,] faktoriell.

Insbesondere sieht man, dass es faktorielle Ringe gibt, die keine
Hauptidealringe sind; man betrachte beispielsweise den Polynomring
K[X,Y] in zwei Variablen X, Y iiber einem Korper K oder den Poly-
nomring einer Variablen Z[ X ]. Zum Beweis des Satzes von Gauf sind
einige Vorbereitungen notwendig. Wir beginnen mit der Konstruktion
des Quotientenkirpers QQ(R) eines Integrititsringes R, wobei wir uns
an der Konstruktion rationaler Zahlen als Briiche ganzer Zahlen ori-
entieren. Man betrachte die Menge aller Paare

M ={(a,b); a € R, be R—{0}}.
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Auf M fithren wir eine Aquivalenzrelation “~” ein, indem wir setzen
(a,b) ~ (d',V) <= ab =db.

Die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation priift man leicht nach; es
gelten

Reflexivitat: (a,b) ~ (a,b) fir alle (a,b) € M,
Symmetrie:  (a,b) ~ (a’, V) = (d',b') ~ (a,b),
Transitivitit: (a,b) ~ (a',b'), (a',0') ~ (a", V") = (a,b) ~ (a",V").

Zum Nachweis der Transitivitéit etwa fithrt man folgende Betrachtung
durch:

(a,b) ~ (V) = ab=db = abt'=dbb
(al7 b/) ~ (a//7 b/l) _ a/b// — al/bl _— albb// — a/,bb,,

bzw.
(a,b) ~ (a',0), (d',b) ~ (d"b") = ab't' =d"bV.

Letztere Gleichung ergibt ab” = a”b, also (a,b) ~ (a”,b"), da R ein
Integritétsring ist.

Es ist folglich “~” eine Aquivalenzrelation und definiert als solche
eine Klasseneinteilung auf M sei

Q(R) = M/ ~

die Menge der Aquivalenzklassen. Fiir (a,b) € M bezeichne ¢ € Q(R)
die zugehorige Aquivalenzklasse, so dass

a a

g:y <~ ab/:a’b

gilt. Man rechnet sofort nach, dass Q(R) unter der gewohnlichen Ad-
dition und Multiplikation von Briichen

aa’

a a’_ab’—l—a’b B

n a a
by b b v by’
deren Wohldefiniertheit man wie iiblich zeigt, ein Korper ist. Es wird
Q(R) als Quotientenkdorper zu R bezeichnet. Weiter ist
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R — Q(R), a— %,

ein injektiver Ringhomomorphismus, man kann also R als Unterring
von Q(R) auffassen. Fiir R = Z erhélt man natirlich Q(Z) = Q, al-
so den Korper der rationalen Zahlen. Ist K ein Korper und X ei-
ne Variable, so bezeichnet man den Quotientenkorper Q(K[X]) als
Korper der rationalen Funktionen einer Variablen X mit Koeffizienten
in K und schreibt K(X) = Q(K[X]). Analog betrachtet man rationa-
le Funktionenkorper K (X7,...,X,) = Q(K[Xi,...,X,]) in endlich
vielen Variablen Xi,..., X, sowie allgemeiner den Funktionenkorper
K(X) = Q(K[X]) in einem System von Variablen X = (X;);e;.

Die gerade beschriebene Konstruktion des Quotientenkorpers eines
Integritatsringes kann in einem allgemeineren Rahmen durchgefiihrt
werden. Man starte mit einem (nicht notwendig nullteilerfreien) Ring
R und einem multiplikativen System S C R, d. h. mit einem multi-
plikativen Untermonoid von R. Dann kann man &hnlich wie oben den
Bruchring (im Allgemeinen erhélt man keinen Kérper)

S7IR = {g; CLER,SES}
s

bilden, wobei man wegen moglicher Nullteiler beziiglich folgender Aqui-
valenzrelation arbeitet:

a a e .
— = — <= es existiert s” € S mit as’s” = a’ss”
s s

Man schreibt statt S™'R auch Rg und nennt dies die Lokalisierung
von R nach S. Dabei ist zu beachten, dass die kanonische Abbildung
R — S71R im Allgemeinen einen nicht-trivialen Kern besitzt. Dieser
besteht aus allen Elementen a € R, so dass ein s € S mit as = 0
existiert. Im Falle eines Integritéitsrings R (dies ist die Situation, die
wir im Folgenden hauptséchlich zu betrachten haben) gilt natiirlich

Q(R) = S7'R fiir S:= R— {0}.
Bemerkung 4. Es sei R ein faktorieller Ring, P ein Reprisentanten-
system der Primelemente von R. Dann besitzt jedes ¢ € Q(R)* eine

eindeutige Dar stellung
a I I v
g - 6 p p7

peEP
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wobei ¢ € R* sowie v, € Z mit v, = 0 fiir fast alle p. Insbesondere ist
7 € R dquivalent zu v, > 0 fiir alle p.

Beweis. Unter Benutzung der Primfaktorzerlegung fiir a und b erhélt
man die Existenz der geforderten Darstellung. Die Eindeutigkeit ergibt
sich aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in R, sofern man
Zerlegungen mit v, > 0 fiir alle p betrachtet. Auf diesen Fall kann man
sich aber durch Multiplikation mit geeigneten nicht-trivialen Elemen-
ten aus R beschrénken. OJ

In der Situation von Bemerkung 4 schreiben wir anstelle von v,
genauer v,(7), falls x = §, und setzen v,(0) := oo. Fiir 2,y € Q(R)
erhdlt man dann mit der Eindeutigkeitsaussage in Bemerkung 4 die
Gleichung

vp(2y) = vp(x) + vp(y).
Fiir Polynome einer Variablen f = > a; X" € Q(R)[X] setzen wir
weiter

vp(f) == miin vp(ai),

wobel f = 0 dquivalent ist zu v,(f) = co. AuBerdem gehdrt f genau
dann zu R[X], wenn v,(f) > 0 fiir alle p € P gilt. Die folgende
Eigenschaft der Funktion v,(-) wird beim Beweis der Faktorialitéit von
R[X] an zentraler Stelle bendtigt:

Lemma 5 (GauBl). Es sei R ein faktorieller Ring und p € R ein
Primelement. Dann gilt fir f,g € Q(R)[X]

vp(f9) = vp(f) + vp(9)-

Beweis. Wie bereits oben bemerkt, ist die Gleichung fiir konstante
Polynome richtig, d. h. fiir f,g € Q(R), ja sogar fir f € Q(R) und
beliebiges g € Q(R)[X].

Zum Beweis des Allgemeinfalles darf man f, g # 0 annehmen. Auf-
grund unserer Voriiberlegung darf man weiter ohne Beschrankung der
Allgemeinheit f und g mit Konstanten aus Q(R)* multiplizieren. So
kann man sich die Koeffizienten von f als Briiche vorstellen und f mit
dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen aller auftretenden Nenner mul-
tiplizieren, entsprechend fiir g. Auf diese Weise kann man annehmen,
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dass f und g Polynome mit Koeffizienten aus R sind. Dividiert man
dann noch jeweils durch den grofiten gemeinsamen Teiler der Koeffi-
zienten von f bzw. g, so erhélt man folgende Situation:

frg9 € R[X], vp(f) = 0=1,(9),

und es ist v,(fg) = 0 zu zeigen. Hierzu betrachte man den Homomor-
phismus
®: RIX] — (RB/pR)[X],

welcher die Koeffizienten reduziert. Es besteht ker @ aus allen denjeni-
gen Polynomen in R[X], deren Koeffizienten sdmtlich durch p teilbar
sind, also

ker® = {f € R[X]; v,(f) > 0}.

Wegen v,(f) = 0 = 1,(g) hat man dann &(f),@(g) # 0. Da mit R/pR
nach 2.1/3 auch (R/pR)[X] ein Integritétsring ist, folgt

P(fg) = 2(f) - (g) # 0,

also v,(fg) = 0. O

Korollar 6. Es sei R ein faktorieller Ring und h € R[X] ein nor-
miertes Polynom. Ist dann h = f-g eine Zerlequng von h in normierte
Polynome f,g € Q(R)[X], so gilt bereits f,g € R[X].

Beweis. Es gilt v,(h) = 0 sowie v,(f),v,(g) < 0 fiir jedes Primelement
p € R, da f und g normiert sind. Aus dem Lemma von Gauf} ergibt
sich weiter

Vp(f) + Vp(g) = Vp(h) =0,

so dass sogar v,(f) = v,(g9) = 0 fiir alle p und damit f,g € R[X]
folgt. [

Wir nennen ein Polynom f € R[X] mit Koeffizienten aus einem
faktoriellen Ring R primitiv, wenn der grofite gemeinsame Teiler aller
Koeffizienten von f gleich 1 ist, d. h. wenn v,(f) = 0 fiir alle Prim-
elemente p € R gilt. Beispielsweise sind normierte Polynome in R[X]
primitiv. Auch kénnen wir &hnlich wie in Korollar 6 fiir ein Polynom
h € R[X] und eine Zerlegung h = f - g in ein primitives Polynom
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f € R[X] und ein weiteres Polynom g € Q(R)[X] bereits g € R[X]
schliefen.

Wir werden im Folgenden héufiger benutzen, dass sich jedes von
0 verschiedene Polynom f € Q(R)[X] in der Form f = af mit einer
Konstanten a € Q(R)* und einem primitiven Polynom f € R[X]
schreiben ldasst. Man setze ndmlich

a=[[pr"", f=d'f,

peP

wobei P ein Repréasentantensystem der Primelemente in R sei.

Nach diesen Vorbereitungen sind wir nunmehr in der Lage, den
eingangs angekiindigten Satz von Gaufl zu beweisen, wobei wir gleich-
zeitig auch die Primelemente in R[X] charakterisieren wollen.

Satz 7 (GauBl). Es sei R ein faktorieller Ring. Dann ist auch R[X]
faktoriell. Ein Polynom q € R[X] ist genau dann ein Primelement in
R[X], wenn gilt:

(i) q ist Primelement in R oder

(ii) q ist primitiv in R[X] und Primelement in Q(R)[X].

Insbesondere ist ein primitives Polynom q € R[X] genau dann
prim in R[X], wenn es prim in Q(R)[X] ist.

Beweis. Sei zundchst ¢ ein Primelement in R. Dann ist R/gR und
somit auch R[X]/qR[X] ~ (R/qR)[X] ein Integritdtsring, woraus
folgt, dass g ein Primelement in R[X] ist.

Als Néchstes betrachte man ein primitives Polynom ¢ € R[X]
mit der Eigenschaft, dass ¢ ein Primelement in Q(R)[X] ist. Um
nachzuweisen, dass ¢ auch Primelement in R[X] ist, betrachte man
f,9 € R[X] mit ¢| fg in R[X]. Dann gilt auch ¢| fg in Q(R)[X]. Als
Primelement in Q(R)[X] teilt ¢ einen der beiden Faktoren, etwa ¢| f,
und es existiert ein h € Q(R)[X ] mit f = gh. Auf letztere Gleichung
wenden wir das Lemma von Gaufl an. Da ¢ primitiv ist, folgt fiir jedes
Primelement p € R

0 < vp(f) = vp(q) + vp(h) = vp(h)

und somit h € R[X], also ¢| f in R[X]. Insbesondere ist ¢ ein Prim-
element in R[X].
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Es bleibt jetzt noch nachzuweisen, dass R[ X | faktoriell ist und dass
jedes Primelement in R[X] vom Typ (i) bzw. (ii) ist. Hierfiir reicht es,
zu zeigen, dass jedes f € R[X], welches keine Einheit und nicht Null
ist, in ein Produkt von Primelementen der gerade diskutierten Gestalt
zerfillt. Um dies einzusehen, schreibe man f in der Gestalt f = af,
wobei a € R der grofite gemeinsame Teiler aller Koeffizienten von f ist
und f folglich primitiv ist. Da a ein Produkt von Primelementen aus
R ist, geniigt es, zu zeigen, dass das primitive Polynom f Produkt von
primitiven Polynomen aus R[X] ist, die prim in Q(R)[X] sind. Sei
f=cfi...[ eine Zerlegung in Primelemente aus Q(R)[X], mit einer
Konstanten ¢ € Q(R)*. Nach geeigneter Wahl von ¢ diirfen wir alle
f; als primitiv in R[X] voraussetzen. Dann gilt aufgrund des Lemmas
von GauB fiir jedes Primelement p € R

p(f) = 1p(c) + Vp(fl) +...+ Vp(fr)

1%

und wegen . . 3
vp(f) =vp(f1) = ... =1p(f;) =0
auch v,(c) = 0; d. h. c ist Einheit in R. Ersetzt man nun f; durch cfi,

so sieht man, dass f ein Produkt von Primelementen der gewiinschten
Form ist. O

Aufgaben

1. Sei R ein faktorieller Ring und ¢: R[X]| — R[X] ein Ringautomor-
phismus, der sich zu einem Automorphismus @p: R — R beschrinkt.
Man wvergleiche vp(f) mit v (P(f)) fir Polynome f € R[X] und
Primelemente p € R und iiberlege, ob ®(f) primitiv ist, wenn f primi-
tiv ist. Man zeige fiir a € R, dass ein Polynom f genau dann primitiv
ist, wenn f(X + a) primitiv ist.

2. FEs sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K und einem Re-
prisentantensystem von Primelementen P. Fir f € K[X]—{0} bezeich-
ne man mit ay 1= Hpepp”l’(f) den “Inhalt” von f. Man formuliere die
Aussage des Lemmas von Gaufl (Lemma 5) in dquivalenter Form unter
Benutzung des Inhalts.

3. Man betrachte den rationalen Funktionenkérper K (X) einer Variablen
X tiiber einem Korper K, sowie fiir eine Variable Y den Polynomring
K(X)[Y]. Weiter seien f(Y),g(Y) € K[Y] teilerfremd mit grad f(Y)-
g(Y) > 1. Man zeige, dass f(Y) — g(Y)X irreduzibel in K(X)[Y] ist.
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Es sei R ein faktorieller Ring. Man zeige:

(i) Ist S C R ein multiplikatives System, so ist auch der Bruchring
S™IR faktoriell. Wie verhalten sich die Primelemente von R zu
denen von S™'R?

(ii) Fiir Primelemente p € R setze man Ry, := S, 'R mit S, = R—(p).
Ein Polynom f € R[X] ist genau dann primitiv, wenn fiir jedes
Primelement p € R das induzierte Polynom f, € R,[X ]| primitiv
ist.

Universelle Figenschaft der Bruchringe: Sei R ein Ring und S C R
ein multiplikatives System. Man zeige: Zu jedem Ringhomomorphismus
¢: R — R mit ¢(S) C R'* gibt es genau einen Ringhomomorphismus
%: ST'R — R’ mit ¢ = % o 1; dabei bezeichne 7: R — S™'R den
kanonischen Homomorphismus, gegeben durch a — {.

Partialbruchzerlegung: Es seien f,g € K[X] Polynome mit Koeffizien-
ten aus einem Korper K, wobei ¢ normiert sei mit Primfaktorzerle-
gung g = g¢;*...g4» und paarweise nicht-assoziierten Primelementen
1y Gn- Man zeige, dass es im Quotientenkérper K (X) = Q(K[X])

eine eindeutige Darstellung

—f0+ZZC”

zljli

mit Polynomen fo,¢;; € K[X] gibt, wobei grade;; < gradg;. Sind
insbesondere die Primfaktoren g; linear, so haben die ¢;; Grad 0, sind
also Konstanten. (Man beweise zunéchst die Existenz einer Darstellung
fot = fo+ >, fig; ' mit g; 1 fi und grad f; < gradg;® und wende
dann auf f; die g;-adische Entwicklung an, sieche Aufgabe 4 aus 2.1.)

2.8 Irreduzibilitatskriterien

Es sei R ein faktorieller Ring und K = Q(R) sein Quotientenkorper.
Wir wollen im Folgenden untersuchen, unter welchen Umstédnden ein
gegebenes Polynom f € K[X]—{0} irreduzibel ist (bzw. prim, was
in faktoriellen Ringen nach 2.4/10 ja dasselbe bedeutet). Man kann
zu f stets ein ¢ € K* wihlen, so dass f = ¢f ein primitives Poly-
nom in R[X] ist, und es folgt mit dem Satz von Gauf8 2.7/7, dass
f bzw. f genau dann irreduzibel in K [X] ist, wenn f irreduzibel in
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R[X] ist. Somit kann die Irreduzibilitét von Polynomen in K[X] auf
die Irreduzibilitdt von primitiven Polynomen in R[X] zuriickgefiihrt
werden.

Satz 1 (Eisensteinsches Irreduzibilitdtskriterium). Es sei R ein fakto-
rieller Ring und f = a, X"+ ...+ ag € R[X] ein primitives Polynom
vom Grad > 0. Weiter sei p € R ein Primelement mit

plan, pla; fur i <n, p*tag.

Dann ist f irreduzibel in R[X] und somit gemdff 2.7/7 auch in
Q(R)[X].

Beweis. Angenommen, f ist reduzibel in R[X]. Dann gibt es eine
Zerlegung

f=gh mit g¢g= ibiXi, h = iciXi,
i=0 i=0

wobei r +s=mn, r >0, s > 0. Es folgt

ap, = bycq 7£ 07 p'{'br, pJ[CS,
ap = byco, p‘bocm PZTbOCm

und wir diirfen etwa p|bg, pfcy annehmen. Es sei nun ¢ < r maximal
mit p | b, fiir 0 < 7 < ¢. Setzen wir b; = 0 fiir ¢ > r und ¢; = 0 fiir
1> s, so gilt

a1 = boCey1 + ... + bipaco,

und es ist a;y; nicht durch p teilbar, denn byciiq, ..., bicy sind durch
p teilbar, nicht aber b,,1co. Es folgt notwendig t + 1 = n, aufgrund
unserer Voraussetzung iiber f, und somit r = n, s = 0 im Widerspruch
zu s > 0. [

Weiter wollen wir das so genannte Reduktionskriterium beweisen.

Satz 2. Es sei R ein faktorieller Ring, p € R ein Primelement und f
ein Polynom in R[X] vom Grad > 0, dessen hochster Koeffizient nicht
von p geteilt wird. Weiter sei &: R[X] — R/(p)[X] der kanonische
Homomorphismus, welcher die Koeffizienten reduziert. Dann gilt:
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Ist D(f) irreduzibel in R/(p)[X], so ist f irreduzibel in Q(R)[X].
Ist f zusdtzlich primitiv, so ist f irreduzibel in R[X].

Beweis. Wir nehmen zunéchst f € R[X] als primitiv an. Ist dann f
reduzibel, so gibt es in R[X] eine Zerlegung f = gh mit gradg > 0
und grad h > 0. Dabei kann p nicht den hochsten Koeffizienten von g
bzw. h teilen, da p nicht den hochsten Koeffizienten von f teilt. Also
gilt

P(f) = D(9)2(h)

mit nicht-konstanten Polynomen @(g) und &(h), d. h. es ist @(f) re-
duzibel. Somit impliziert die Irreduzibilitit von @(f) diejenige von f
in R[X].

Im Allgemeinfall schreiben wir f = c¢- f mit einer Konstanten c € R
und einem primitiven Polynom f € R[X], wobei p weder ¢ noch den
héchsten Koeffizienten von f teilen kann. Ist dann @(f) irreduzibel, so
auch &( f ), und es folgt, wie wir gerade gesehen haben, dass f irredu-
zibel in R[X] ist. Hieraus schliet man mit dem Satz von Gauf} 2.7/7,

dass f und damit auch f irreduzibel in Q(R)[X] sind. O

Man kann iibrigens das Eisensteinsche Irreduzibilitédtskriterium
auch mittels des Reduktionskriteriums beweisen. Hat man n&mlich
in der Situation von Satz 1 eine Zerlegung f = gh mit Polynomen
g,h € R[X] vom Grad < n, so kénnen wir den Reduktionshomo-
morphismus @: R[X] — R/(p)[X] anwenden und erhalten die Glei-
chung @, X" = &(f) = @(g)P(h). Hieraus erkennt man, dass &(g)
und @(h), abgesehen von einem konstanten Faktor aus R/(p), jeweils
nicht-triviale Potenzen von X sind. Man kann ndmlich die vorstehende
Zerlegung in dem Polynomring k[ X ] iiber dem Quotientenkorper k zu
R/(p) betrachten, der faktoriell ist. Somit ist der konstante Term von
g und h jeweils durch p teilbar, und es folgt, dass der konstante Term
von f durch p? teilbar ist, im Widerspruch zur Wahl von f.

Wir wollen noch einige konkrete Beispiele fiir die Anwendung der
Irreduzibilitatskriterien angeben:

(1) Es sei k ein Korper, K := k(t) der Korper der rationalen Funk-
tionen in einer Variablen ¢ iiber k. Dann ist fiir n > 1 das Polynom
X" —t e K[X] irreduzibel. Es ist ndmlich R := k[t] faktoriell, ¢t € R
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prim und X™ — ¢ ein primitives Polynom in R[X], so dass man das
Eisensteinsche Kriterium mit p := ¢ anwenden kann.

(2) Sei p € N eine Primzahl. Dann ist f(X) = XP~'+ ... +1
irreduzibel in Q[X]. Zum Nachweis konnen wir das Eisensteinsche

Kriterium auf das Polynom f(X + 1) anwenden, wobei f(X +1) genau
dann irreduzibel ist, wenn dies fiir f(X) gilt. Man hat

XP—1
f(X):ﬁ7
_XHDP -1 (P e p
X+ =1 =X 1+(1)X 2+...+(p_1).

Die Voraussetzungen des Eisensteinschen Kriteriums sind erfiillt, da
( P ) = p sowie p | (5) fir v = 1,...,p — 1 gilt; dabei beachte man,

i (p)zp(p—l)---(p—wrl)

dass
v 1...v

fir v =1,...,p — 1 im Zahler einen Primfaktor p besitzt, im Nenner
aber nicht, also durch p teilbar ist.

(3) f = X3+ 3X%—4X — 1 ist irreduzibel in Q[X]. Man fasse
f als primitives Polynom in Z[X] auf und reduziere die Koeffizienten
modulo 3. Es bleibt dann zu zeigen, dass das Polynom

X?— X —1€F5[X]

irreduzibel ist, was man elementar nachpriifen kann. Allgemeiner kann
man zeigen (vgl. Aufgabe 2), dass fiir p prim das Polynom X? — X —1
irreduzibel in I, [ X] ist.

Aufgaben

1. Man zeige, dass folgende Polynome irreduzibel sind:
(i) X*4+3X3+ X2 -2X 4+ 1€ Q[X].

(i) 2X* +200X3 +2000X?2 + 20000X + 20 € Q[X].
(iii) X?2Y +XY?2 - X -Y +1€Q[X,Y].

2. Sei p € N eine Primzahl. Man zeige, dass das Polynom g = X? — X — 1
irreduzibel in F,[X] ist. (g ist invariant unter dem Automorphismus
7: Fp[X] — Fp[X], f(X) — f(X + 1); man lasse 7 auf die Prim-
faktorzerlegung von g wirken.)
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2.9 Elementarteilertheorie*

Als Verallgemeinerung von Vektorrdumen iiber Kérpern wollen wir in
diesem Abschnitt Moduln {iber Ringen, speziell iber Hauptidealrin-
gen, studieren. Wie wir sogleich sehen werden, sind abelsche Gruppen
Beispiele fiir Z-Moduln, also fiir Moduln {iber dem Ring Z. Uberhaupt
ist das Studium abelscher Gruppen, insbesondere die Klassifikation
endlich erzeugter abelscher Gruppen, eine nahe liegende Motivation
fiir die hier prasentierte Theorie. Der Hauptsatz fiir endlich erzeugte
Moduln iiber Hauptidealringen, der diese Klassifikation liefert, lésst
aber auch noch andere interessante Anwendungen zu. Er enthélt z. B.
als Spezialfall die Normalformentheorie fiir Endomorphismen endlich-
dimensionaler Vektorrdume; vgl. Aufgabe 3. Wir werden im Folgenden
als zentrales Resultat den so genannten Elementarteilersatz beweisen.
Dieser klart die Struktur endlich-rangiger Untermoduln von freien Mo-
duln mit Koeffizienten aus einem Hauptidealring. Als Korollar ergibt
sich der oben genannte Hauptsatz.

Es sei im Folgenden A zunéchst ein beliebiger Ring, spater dann ein
Hauptidealring. Ein A-Modul ist eine abelsche Gruppe M, zusammen
mit einer Multiplikation

Ax M — M, (a,z) — a -z,
die den iiblichen “Vektorraum-Axiomen”

a-(x+y)=a-x+a-y,

(a+b)-z=a-x+b-ux,
a-(b-x)=(ab) -z,
1z ==,

fir a,b € A, x,y € M geniigt. Homomorphismen zwischen A-Moduln,
auch A- Homomorphismen genannt, werden ebenso wie in der Theorie
der Vektorrdume definiert, desgleichen Untermoduln eines A-Moduls
M sowie der Restklassenmodul M /N eines A-Moduls M nach einem
Untermodul N. Der Homomorphiesatz 1.2/6 {ibertriagt sich in nahe
liegender Weise. Betrachtet man A als Modul {iber sich selbst, so sind
die Ideale in A gerade die Untermoduln von A. Des Weiteren kann man
fiir ein Ideal a C A den Restklassenring A/a als A-Modul auffassen.
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Wie wir bereits erwdhnt haben, lédsst sich jede abelsche Gruppe
G als Z-Modul ansehen. Man definiere namlich die Produktbildung
Zx G — G, (a,x) —> ax, durch az = > 7  x fir a > 0 und
ar = —(—a)z fir a < 0. Umgekehrt kann man aus jedem Z-Modul
M eine abelsche Gruppe G gewinnen, indem man die Z-Multiplikation
auf M vergisst. Es ist leicht zu sehen, dass sich auf diese Weise abel-
sche Gruppen und Z-Moduln bijektiv entsprechen und dass sich diese
Korrespondenz auch auf Homomorphismen, Untergruppen und Unter-
moduln sowie Restklassengruppen und Restklassenmoduln ausdehnt.
Als weiteres Beispiel betrachte man einen Vektorraum V' iiber einem
Korper K sowie einen K-Endomorphismus ¢: V' — V. Es ist V ein
Modul tiber dem Polynomring einer Variablen K [X], wenn man die
Multiplikation durch

K[X]xV —V, (ZaiXi,v) '—>Zaz‘<ﬁi(v)7

definiert. Umgekehrt ist jeder K[ X ]-Modul V' insbesondere ein K-Vek-
torraum, wobei man die Multiplikation mit X als K-Endomorphismus
¢: V. — V auffassen kann. Auf diese Weise entsprechen die Paare
des Typs (V, ), bestehend aus einem K-Vektorraum V und einem
K-Endomorphismus ¢: V — V| bijektiv den K[X]-Moduln.

Fiir eine Familie von Untermoduln M; C M, i € I, ist deren Sum-
me wie iiblich als Untermodul

M = ZMZ = {Zml, x; € M;, z; = 0 fiir fast alle 7 € I}
el el

von M erklart. M’ wird als die direkte Summe der M, bezeichnet,
mit Schreibweise M’ = @,.; M;, wenn jedes x € M’ eine Darstellung
des Typs © = ), ; x; mit eindeutig bestimmten Elementen x; € M,
besitzt. Eine Summe M; 4+ My zweier Untermoduln von M ist genau
dann direkt, wenn M; N My = 0 gilt. Weiter kann man zu einer Familie
(M;)ser von A-Moduln in natiirlicher Weise einen A-Modul M bilden,
der die direkte Summe der M; ist. Man setze néamlich

M = {(l’i)iej c HMZ'; x; = 0 fiir fast alle z}
iel
und identifiziere M; jeweils mit dem Untermodul von M, der aus allen
Familien (z;)yer mit x; = 0 fir i’ # i besteht.
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Eine Familie (z;);c; von Elementen eines A-Moduls M heifit ein
Erzeugendensystem von M, wenn M = ., Ax; gilt. Besitzt M ein
endliches Erzeugendensystem, so heifit M endlich erzeugt oder ein-
fach ein endlicher Modul.®> Weiter nennt man das System (x;);c; frei
oder linear unabhdngig, wenn aus einer Darstellung ). ; a;&; = 0 mit
Koeffizienten a; € A bereits a;, = 0 fiir alle ¢ € I folgt. Ein freies
Erzeugendensystem wird auch Basis genannt; jedes x € M hat dann
eine Darstellung x = Zie ; a;x; mit eindeutig bestimmten Koeffizien-
ten a; € A. In diesem Falle heif3t M ein freier A-Modul. Beispielsweise
ist A" fiir n € N ein freier A-Modul, ebenso AU fiir eine beliebige
Indexmenge 1.

Legt man anstelle von A einen Korper K als Koeffizientenring zu-
grunde, so geht die Theorie der A-Moduln iiber in die Theorie der
K-Vektorrdaume. Uberhaupt kann man in einem Modul M iiber ei-
nem Ring A weitgehend genauso rechnen wie in Vektorrdumen iiber
Korpern, mit einer Ausnahme, die zu beachten ist: Aus einer Glei-
chung axr = 0 fir Elemente a € A, * € M kann man meist nicht
schlielen, dass a oder x verschwinden, da zu a # 0 im Allgemeinen
kein inverses Element ¢! in A zur Verfiigung steht. Als Konsequenz
besitzen A-Moduln, auch endlich erzeugte, nicht notwendig eine Basis.
Fiir ein nicht-triviales Ideal a C A etwa ist der Restklassenring A/a
ein Beispiel eines solchen A-Moduls, der nicht frei ist.

Es sei nun A ein Integrititsring. Elemente x eines A-Moduls M,
zu denen es ein a € A—{0} mit ax = 0 gibt, nennt man Torsions-
elemente. Da wir A als Integritétsring vorausgesetzt haben, bilden die
Torsionselemente einen Untermodul 7" C M, den so genannten Tor-
sionsuntermodul. Im Falle T' = 0 heifit M torsionsfrei, im Falle T = M
ein Torsionsmodul. Beispielsweise ist jeder freie Modul torsionsfrei und
jede endliche abelsche Gruppe, aufgefasst als Z-Modul, ein Torsions-
modul. Weiter definiert man den Rang eines A-Moduls M, in Zeichen
rg M, als das Supremum aller Anzahlen n, so dass es ein linear un-
abhéngiges System von Elementen zy,...,x, in M gibt. Der Rang
eines Moduls ist damit dhnlich erklédrt wie die Dimension eines Vektor-

3 Man beachte den Sprachgebrauch: Im Gegensatz zu einer endlichen Gruppe,
einem endlichen Ring oder Koérper verlangt man von einem endlichen A-Modul
nicht, dass dieser nur aus endlich vielen Elementen besteht.
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raums. Es ist M genau dann ein Torsionsmodul, wenn der Rang von
M verschwindet.

Bezeichnet S das System aller von Null verschiedenen Elemente in
A sowie K = S7'A den Quotientenkdrper von A, so kann man zu einem
A-Modul M stets den K-Vektorraum S—'M konstruieren, indem man
wie bei der Bildung von Bruchringen in Abschnitt 2.7 vorgeht. Man
betrachte nimlich alle Briiche der Form % mit z € M und s € S, wobei
man £ mit i—: identifiziere, sofern es ein s” € S mit s”(s'x—sz’) = 0 gibt.
Es ist dann S™'M mit den gewohnlichen Regeln der Bruchrechnung
ein K-Vektorraum, und man verifiziert ohne Schwierigkeiten, dass der
Rang von M mit der Dimension von S~!M iibereinstimmt. Der Kern
der kanonischen Abbildung M — S™'M, x — %, ist gerade der
Torsionsuntermodul 7" C M.

Im Folgenden setzen wir nun stets voraus, dass A ein Hauptideal-
ring ist. Aus technischen Griinden bené6tigen wir den Begriff der Ldnge
eines A-Moduls M, insbesondere eines A-Torsionsmoduls. Hierunter
versteht man das Supremum [4(M) aller Lingen ¢ von Ketten von
Untermoduln des Typs

0C M CMC...C M =M.

Beispielsweise hat der Null-Modul die Lénge 0 und der freie Z-Modul
Z die Lange oco. Fiir einen Vektorraum V iiber einem Kérper K stimmt
die Lénge lx (V) iiberein mit der Vektorraumdimension dimg V.

Lemma 1. (i) Es sei A ein Hauptidealring und a € A ein Element
mit Primfaktorzerlequng a = py ...p,. Dann gilt [4(A/aA) =r.

(i) Ist ein A-Modul M die direkte Summe zweier Untermoduln M’
und M", so gilt La(M) =1a(M") + 14(M").

Beweis. Wir beginnen mit Aussage (ii). Hat man Ketten von Unter-
moduln

0C M] C M)C...
0C M/ CM/C...

M/
/ M//

3~

NN

Y

V)

so ist

0C MO Myd0C...C M, &0
CMeM' CM oM C...C M &M!=M
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eine Kette der Lénge r 4+ s in M. Also gilt [4(M) > [4(M') + [4(M").
Zum Nachweis der umgekehrten Abschétzung betrachte man eine Ket-
te von Untermoduln

OZMonggMgggMg:M

Es sei n”: M' & M" — M" die Projektion auf den zweiten Sum-
manden, so dass kern” = M’. Dann gilt fir 0 < X\ < [ jeweils
MynN M C My N M oder n”(My) € 7"(Myy1). Hieraus folgt
C<I4(M") 4+ 14(M") und damit die Aussage von (ii).

Nun ist auch Aussage (i) leicht zu verifizieren. Nach Umnum-
merieren der p; konnen wir von einer Primfaktorzerlegung des Typs
a = epi*...p% mit einer Einheit ¢ und paarweise nicht-assoziierten
Primelementen pq, ..., ps ausgehen, wobei r = 1y + ... + v,. Aufgrund
des Chinesischen Restsatzes in der Version 2.4/14 ist A/aA als Ring
isomorph zu dem ringtheoretischen Produkt [[;_; A/p;* A, und im Sin-
ne von A-Moduln schreibt sich diese Zerlegung in additiver Form als

AJaA ~A/pT'Ad® ... @ A/prA.

Nach der bereits bewiesenen Aussage (ii) geniigt es, den Fall a = p” fiir
ein Primelement p € A zu betrachten. Die Untermoduln von A/p”A
entsprechen bijektiv den Idealen a C A mit p” € a, also, da A Haupt-
idealring ist, bijektiv den Teilern p°, p!, ..., p” von p”. Da p'*t A jeweils
in p’A echt enthalten ist, ergibt sich [4(A/p”) = v, was zu zeigen war.

O

Wir behandeln nunmehr den so genannten Elementarteilersatz, der
sich als Schliisselresultat fiir die Theorie endlich erzeugter Moduln iiber
Hauptidealringen bzw. endlich erzeugter abelscher Gruppen herausstel-
len wird.

Theorem 2. Es sei F' ein endlicher freier Modul tiber einem Haupt-
idealring A sowie M C F ein Untermodul vom Rang n. Dann existie-
ren Elemente x1,...,x, € F, die Teil einer Basis von F sind, sowie
Koeffizienten a, ..., a, € A—{0}, so dass gilt:

(i) a1y, ..., anz, bilden eine Basis von M.
(i) a;|aiqr fir 1 <i<n.
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Dabei sind die Elemente oy, ..., a, bis auf Assoziiertheit eindeu-
tig durch M bestimmt, unabhdingig von der Wahl von x1,...,x,. Man
nennt «q, ..., q, die Elementarteiler von M C F.

Bemerkung 3. In obiger Situation ist der Untermodul @;_, Az; C F
eindeutig durch M bestimmt als Saturierung Mg, von M in F'; dabei
besteht Mg, aus allen Elementen y € F, zu denen es ein a # 0 in A
gibt mit ay € M. Weiter gilt

Miar /M =~ @ A/ajA.
i=1

Wir wollen zunéchst zeigen, dass die Behauptung der Bemerkung
eine Konsequenz der Existenzaussage des Theorems ist. Einerseits gilt
o - (D7, Az;) C M, also @), Ax; C M. Sei umgekehrt y € My,
etwa ay € M fir ein a € A — {0}. Man ergénze dann zi,...,x,
durch Elemente ,1,...,x, zu einer Basis von F (was aufgrund der
Aussage von Theorem 2 méglich ist) und stelle y als Linearkombination
der Basiselemente dar: y = z;zl a;x;. Wegen ay € M ergibt sich
aaj = 0 bzw. aj = 0 fir j = n+1,...,r, also y € P, Az; und
somit Mgy C @), Az;. Insgesamt folgt D) | Ax; = M. Um auch
die zweite Behauptung von Bemerkung 3 einzusehen, betrachte man
fiir festes ¢ den A-Isomorphismus A =% Ax;, a — ax;. Unter diesem
korrespondiert das Ideal ;A C A zu dem Untermodul Aa;x; C Ax;, so
dass Ax;/Aa;x; isomorph zu A/a; A ist. Aus dieser Betrachtung ergibt
sich leicht die Isomorphie zwischen (., Az;)/M und @, A/ A.

OJ

Zum Beweis von Theorem 2 bendttigen wir den Begriff des Inhalts
cont(z) von Elementen z € F. Um diesen zu definieren, betrach-

te man eine Basis yi,...,y, von F stelle x als Linearkombination
der y; mit Koeffizienten aus A dar, etwa z = 22:1 c;y;, und set-
ze cont(z) = ggT(c,..., ¢ ). Es bezeichnet also cont(z) im strengen

Sinne kein Element aus A, sondern eine Klasse assoziierter Elemen-
te, wobei man cont(0) = 0 hat, auch im Falle F = 0. Um zu sehen,
dass cont(x) nicht von der Wahl der Basis yi, ...,y von F abhéngt,
betrachte man den A-Modul F* aller A-Homomorphismen F' — A,
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d. h. aller Linearformen auf F'. Die Elemente (z) mit ¢ € F* bilden
ein Ideal in A, also ein Hauptideal (¢), und wir behaupten ¢ = cont(z).
Um dies zu verifizieren, wiihle man eine Gleichung cont(z) = 377, a;c;
mit Koeffizienten a; € A; vgl. 2.4/13. Ist dann ¢y, . .., ¢, die duale Ba-
sis zu yi, ..., Yy, definiert durch ¢;(y;) = 0 fiir ¢ # j und ¢;(y;) = 1,
so ergibt sich ¢(z) = cont(z) fiir ¢ = 37, a;;. Da aber andererseits
stets cont(z) = ggT(cy,...,c.) ein Teiler von (x) fiir ¢p € F™ ist,
erhdlt man ¢ = cont(z).

Wir wollen die Eigenschaften des Inhalts auflisten, die wir im Fol-
genden bendtigen.

Lemma 4. In der Situation von Theorem 2 gilt:
(i) Zu x € F existiert ein ¢ € F* mit ¢(x) = cont(z).
(ii) Fir z € F und ¢ € F* gilt cont(x) |y (z).
(iii) Fs existiert ein v € M mit cont(zx)|cont(y) fir alle y € M.

Beweis. Es muss nur noch Aussage (iii) gezeigt werden. Hierzu be-
trachte man die Menge aller Ideale des Typs cont(y) - A, wobei y in
M variiert. Unter allen diesen Idealen gibt es ein maximales Element,
also eines, welches in keinem Ideal cont(y) - A, y € M, echt enthal-
ten ist. Denn anderenfalls kénnte man eine unendliche Folge y; in M
konstruieren mit

cont(y;) - A C cont(ys) - AC ...,

im Gegensatz dazu, dass A noethersch ist; vgl. 2.4/8. Es existiert also
ein + € M mit der Eigenschaft, dass cont(x) - A maximal im obigen
Sinne ist. Weiter wihle man ¢ € F™* mit o(z) = cont(x). Wir zeigen
zunéchst

(%) o(x)|e(y) fir alle y € M.

Sei d = ggT(p(z),¢(y)) fir ein y € M, das wir im Folgenden be-
trachten wollen. Dann gibt es a,b € A mit ap(z) + bp(y) = d, also
o(ax + by) = d. Aufgrund von (ii) folgt cont(ax + by) | d und wegen
d|p(z) sogar cont(ax + by)|cont(z). Die Maximalitétseigenschaft von
x impliziert dann aber cont(az + by) = cont(x). Somit ist cont(x) ein
Teiler von d und wegen d | ¢(y) auch ein Teiler von ¢(y). Dies verifi-
ziert ().
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Um cont(z) |cont(y) zu erhalten, geniigt es gemiB (i), fiir ¢ € F*
die Relation ¢(x) | ¥ (y) zu zeigen. Da ¢(z) | ¥(z) aufgrund von (ii)
gilt sowie p(z)|p(y) aufgrund von (x), diirfen wir y durch y — %x
ersetzen und auf diese Weise ¢(y) = 0 annehmen. Indem wir die vorigen
Teilbarkeitsrelationen nochmals ausnutzen, kénnen wir weiter ¢ durch
Y — %cp ersetzen und damit ¢(x) = 0 annehmen. Sei unter diesen
Voraussetzungen d = ggT(p(x),¥(y)), etwa d = ap(z) + bip(y) mit

a,b € A. Dann gilt

(o +¥)(az + by) = ap(x) + by (y) = d,

d. h. cont(ax + by) | d. Da nach Definition d ein Teiler von ¢(z) ist,
ergibt sich cont(az+by) | () und somit cont(az+by) = ¢(x) aufgrund
der Maximalitédtseigenschaft von z. Hieraus folgt ¢(z) | d und wegen

d|(y) wie gewiinscht ¢(x) | (y). O

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis von Theorem 2, und
zwar werden wir zur Herleitung der Existenzaussage zwei Induktions-
beweise fiihren, jeweils nach n = rg M. Im ersten zeigen wir, dass jeder
Untermodul M C F frei ist, und benutzen dies im zweiten Induktions-
beweis, um die im Theorem formulierte Existenzaussage zu gewinnen.
Im Falle n = 0 gilt auch M = 0, da M torsionsfrei ist, und es ist nichts
zu zeigen. Sei also n > 0. Man wéhle geméf Lemma 4 (iii) ein 2 € M
mit cont(z) | cont(y) fiir alle y € M. Es existiert dann ein ¢ € F'*
mit p(x) = cont(x), vgl. Lemma 4 (i), sowie ein (eindeutig bestimm-
tes) Element x; € F mit x = ¢(x)x;. Setzt man nun F’ = ker ¢ und
M' = MnNF' so gilt

(*) F=Ar @ F, M= Az @ M.

Um die Formel fiir M zu erhalten, wéhle man ein Element y € M und
schreibe
_ oW, (v- Mx),
() p(x)

wobei der linke Term der Summe zu Ax gehort. In der Tat, da z mit
der Eigenschaft cont(x)|cont(y) gewéhlt wurde und da man zusétzlich
cont(y) | ¢(y) aufgrund von Lemma 4 (ii) hat, gilt p(z) | p(y). Weiter
liegt der rechte Term der Summe in M’, da er sowohl in M, als auch
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in ker ¢ liegt. Insbesondere folgt M = Az + M’'. Da p(x) # 0 wegen
M # 0, ergibt sich Az N M’ = 0, und wir sehen, dass M die direkte
Summe der Untermoduln Az und M’ ist. In gleicher Weise zeigt man
die Formel F' = Ax; @ F’; man ersetze in vorstehender Argumentation
jeweils z durch x; und benutze p(z1) = 1.

Aus der Zerlegung M = Ax & M’ schliefit man wegen z # 0 ins-
besondere rg M’ < n. Dann ist M’ nach Induktionsvoraussetzung frei,
notwendig vom Rang n — 1, und es folgt, dass auch M frei ist. Dies
beendet unseren ersten Induktionsbeweis.

Den zweiten Induktionsbeweis fithren wir in gleicher Weise, bis
wir zu den Zerlegungen (x) gelangen. Aus dem ersten Induktionsbe-
weis wissen wir, dass F’ als Untermodul von F frei ist. Wir haben
also nach Induktionsvoraussetzung die Aussage von Theorem 2 fiir
den Untermodul M’ C F’ zur Verfiigung. Somit existieren Elemente
To,...,x, € F’, die sich zu einer Basis von F’ erginzen lassen, sowie
Elemente ag, ..., a, € A—{0} mit o; | ;4 fir 2 <i < n und mit der
Eigenschaft, dass asxs, ..., a,x, eine Basis von M’ bilden. Insgesamt
sind dann x4, ..., z, Teil einer Basis von F' = Az; @ F’, und es bilden
1T, ..., T, mit a; = @(z) eine Basis von M = Ax & M’. Fiir
die Existenzaussage in Theorem 2 bleibt daher lediglich noch oy | ay
nachzuweisen. Hierzu betrachte man eine Linearform ¢, € F*, welche
wa(x9) = 1 erfiillt. Dann gilt cont(x) | cont(agzs) aufgrund der Wahl
von x gemifl Lemma 4 (iii) und weiter cont(asxs) | p(agzs) gemif
Lemma 4 (ii). Es folgt ¢(z) | @a(asxs), also ay | ap. Damit ist die
Existenzaussage von Theorem 2 bewiesen.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit der «; nachzuweisen. Im Hinblick
auf weitere Anwendungen formulieren wir diese in etwas allgemeinerer
Form.

Lemma 5. Es sei A ein Hauptidealring und Q ~ @;_, A/ A ein
A-Modul, wobei ay, ..., o, € A—{0} Nichteinheiten mit «; | a1 fiir
1 <i < n sind. Dann sind aq, ..., o, bis auf Assoziiertheit eindeutig
durch @) bestimmit.

Beweis. Aus technischen Griinden invertieren wir die Nummerierung
der «; und betrachten zwei Zerlegungen
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Q~EPA/aA~PA/BA
i=1 j=1

mit ;1 | o; fir 1 <4 < n sowie B4 | B fiir 1 < j < m. Falls es
einen Index k£ < min{m,n} mit oA # [rA gibt, so wéhle man k
minimal mit dieser Eigenschaft. Da oy A = §;A fiir 1 < i < k und da
Qga1,- - -, samtlich Teiler von «y sind, zerlegt sich o Q) zu

k-1 k-1
Q) ~ @ak . (A/oziA) ~ @ak . (A/oziA) D oy, - (A/BkA) G....
i=1 i=1

Wir benutzen nun Lemma 1. Wegen 14(Q) < oo ergibt sich durch
Vergleich beider Seiten l4(ay - (A/BrA)) = 0. Letzteres bedeutet aber
ag (A/BrA) = 0 bzw. ax A C BrA. Entsprechend zeigt man 5 A C o A
und somit ap A = BrA, im Widerspruch zu unserer Annahme. Es gilt
daher oy A = ;A fiir alle Indizes ¢ mit 1 < i < min{m,n}. Hat man
weiter m < n, so folgt, wiederum unter Benutzung von Lemma 1, dass
@D._,..1 A/a;A von der Linge 0 ist, also verschwindet, so dass sich
m = n ergibt. O

Abschlieend wollen wir noch erldutern, wie die Eindeutigkeits-
aussage von Theorem 2 aus vorstehendem Lemma gefolgert werden
kann. Man habe also in der Situation des Theorems Elementarteiler
a1, ..., 0 mit g | aiq sowie By, ..., B, mit B | Bivg, 1 < @ < n.
Dann gilt gemafl Bemerkung 3, fiir deren Beweis wir lediglich die Exis-
tenzaussage von Theorem 2 verwendet haben,

i=1 i=1

Da A/aA fir Einheiten a € A verschwindet, folgt aus Lemma 5, dass
die Nichteinheiten unter den «y, as, ... mit den Nichteinheiten unter
den i, Ba, ... bis auf Assoziiertheit iibereinstimmen. Die restlichen o
und f; sind dann Einheiten. Es gilt daher a; A = B, A fir 1 < ¢ < n,
und der Beweis zu Theorem 2 ist beendet. [

Wir wollen jetzt noch eine konstruktive Beschreibung der Ele-
mentarteiler angeben, die insbesondere fiir explizite Berechnungen von
Interesse ist.
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Satz 6. Es sei A ein Hauptidealring, F' ein endlicher freier A-Modul
mit Basis x1, ..., x, sowie M C F ein Untermodul vom Rang n mit den
Elementarteilern o, ..., «a,. Weiter seien z1,...,z, € M Elemente,
die ein (nicht notwendig freies) Erzeugendensystem von M bilden. Fiir
J=1,...,mgelte z; =>._, a;;x; mit Koeffizienten a;; € A, und es sei
e firt =1,...,n der grifite gemeinsame Teiler aller t-Minoren der
Koeffizientenmatriz D = (aij).“ Dann gilt py = oy ... ay. Insbesondere
folgt oy = py sowie oy = py fiir t =2,... n.
Man nennt aq, ..., «a, auch die Elementarteiler der Matrix D.

Bewets. Wir verifizieren die Behauptung zunéchst fiir den Fall ¢ = 1.
Es ist (o) C A dasjenige Ideal, welches von allen Elementen des Typs
@(2) mit z € M und ¢ € F™* erzeugt wird; dies ist unmittelbar aus der
Aussage (oder dem Beweis) von Theorem 2 abzulesen. Indem wir auf
die Elemente z; die Linearformen der zu 1, . . . , , dualen Basis von F*
anwenden, sehen wir, dass dasselbe Ideal auch von allen Koeffizienten
a;; erzeugt wird. Dies bedeutet aber, dass a; der gréfite gemeinsame
Teiler aller 1-Minoren von D ist.

Um die Aussage fiir beliebiges ¢ zu erhalten, ist es zweckméfig, das
t-fache duflere Produkt /\t F zu betrachten. Fiir unsere Zwecke geniigt
es, die Basis z1,...,z, von F zu fixieren und /\t F' als freien A-Modul
zu erklédren, fiir den die Symbole z;, A.. . Az;, mit 1 <43 < ... < <7
eine Basis bilden. Fiir eine Permutation 7 € &;, also eine bijektive
Selbstabbildung von {1,... ¢}, setzt man weiter

.Tiﬂ_(l) AR Axiﬂ'(t) = (Sgnﬂ-) - X4, AL /\xita

wobei sgn 7 das Signum der Permutation 7 bezeichnet; vgl. 5.3. Defi-
niert man dann noch z;, A...Axz;, = 0, falls die Indizes 7; nicht paarwei-
se verschieden sind, so hat man das so genannte t-fache “duflere Pro-
dukt” z;; A... Az, fir beliebige Indizes iy, ...,4; € {1,...,r} erklart,
also fiir jeweils ¢ Elemente der Basis z1,...,z,. Durch A-multilineare
Ausdehnung erhélt man dann das d&uflere Produkt z; A. .. Az von belie-
bigen Elementen zy, ..., 2, € F'. Nach Konstruktion ist dieses Produkt
multilinear und alternierend in den Faktoren. Es ergibt sich beispiels-
weise fiir Elemente der Form z; = > a;;x;

“Die t-Minoren von D sind die Determinanten der (¢ x t)-Untermatrizen von D.
Da D, aufgefasst als (r x m)-Matrix mit Koeffizienten aus dem Quotientenkorper
Q(A), den Rang n hat, gilt n < min(r,m).
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= Z (Z(sgnw)-aiw(l)l...aiﬁmt> xil/\.../\xit,

1<ii<..<it<r weS;

wobei die Koeffizienten ) o (sgnm) - @iyl -+ - @iy die t-Minoren
der Koeffizientenmatrix von zi, ...,z beziiglich der Basis zq,...,z,
sind. Man kann diese Rechnung {ibrigens auch dazu verwenden, um
einzusehen, dass die obige Definition von A'F zusammen mit dem
t-fachen duBeren Produkt von Elementen aus F' in natiirlicher Weise
unabhéngig von der Wahl der Basis x4, ..., z, ist.

Wir betrachten nun wieder die urspriinglich gegebenen Elemente
21, ..., % aus M und nehmen zunéchst an, dass diese eine Basis von
M bilden, genauer, dass z; = «q;x; fir ¢« = 1,...,m gilt mit Elemen-
ten o; € A—{0}, welche der Teilbarkeitsrelation «; | ;41 geniigen.
Eine solche Situation ist aufgrund des Elementarteilersatzes fiir m = n
durch geeignete Wahl von xy, ..., z, sowie 21, ..., 2, stets zu realisie-
ren. Man sieht dann, dass das t-fache duBere Produkt A’ M in natiirli-
cher Weise ein Untermodul von A'F ist; es bilden némlich die Ele-
mente x;, A...Ax;, mit 1 <4, <...i; <r eine Basis von A\' F sowie
die Elemente «;, ... a2 A ... Ax;, mit 1 <43 < ...3 < m eine Ba-
sis von /\t M. Insbesondere erkennt man das Produkt oy ...y, etwa
aufgrund der bereits fiir £ = 1 durchgefiihrten Betrachtung, als ersten
Elementarteiler des Problems A\' M c A\'F.

In der Situation des Satzes bilden zi, ..., z, ein nicht notwendig
freies Erzeugendensystem von M. Es folgt, dass die ¢t-fachen duferen
Produkte des Typs z;; A.. . Az, mit 1 <4y < ... < iy < mden A-Modul
/\t M erzeugen; man benutze eine Rechnung, wie wir sie oben durch-
gefithrt haben. Aufgrund des bereits erledigten Falles ¢ = 1 berechnet
sich der erste Elementarteiler zu A\' M c A'F als groBter gemeinsa-
mer Teiler aller Koeffizienten aus A, die man benétigt, um die Elemente
ziy, N ...\ z;, als Linearkombinationen der Basiselemente z;, A...Ax;,,
1 < iy < ...4 < r, darzustellen. Diese Koeffizienten sind aber, wie
wir oben gesehen haben, die t-Minoren der Matrix D, d. h. der erste
Elementarteiler zu A' M c A" F ist p,. Andererseits hatten wir diesen
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Elementarteiler aber schon als «; ... a; erkannt, so dass u; = oy ... oy
folgt. 0

Es sei hier noch ein weiteres konstruktives Verfahren angefiihrt,
mit welchem man in der Situation von Satz 6 die Elementarteiler der
Matrix D = (a;;) bzw. von M C F bestimmen kann, und zwar fiir
den Fall, dass A ein euklidischer Ring ist. Hierzu betrachte man A™
als freien A-Modul mit der kanonischen Basis eq,...,e,, sowie den
A-Homomorphismus

Am—>F, €j|—>2j,

welcher beziiglich der Basen e, ..., e, von A™ sowie x1,...,x, von F
durch die Matrix D beschrieben wird. Wir zeigen im Folgenden, dass
man D durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen — hiermit
meinen wir Vertauschung von Zeilen (bzw. Spalten) sowie Addition
eines Vielfachen einer Zeile (bzw. Spalte) zu einer weiteren Zeile (bzw.
Spalte) — in die Gestalt

a;p 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 .oy 0 0
0 0 0 0 0
o 0 ... 0 0 ... 0

mit o | 5 fiir 1 < ¢ < n bringen kann. Diese Umformungen kann
man interpretieren als Multiplikation von links und rechts mit jeweils
einer invertierbaren Matrix S € AT*") bzw. T € A™ ™) Die resul-
tierende Matrix S DT beschreibt ebenfalls die Abbildung f, allerdings

beziiglich geeigneter anderer Basen €},... e, von A™ und zi,..., 2

' Em s
von F. Insbesondere folgt, dass M durch a2, ..., o,z erzeugt wird,
d. h. aq,...,q, sind die Elementarteiler von D bzw. M C F.

Um nun die Matrix D = (a;;) durch elementare Zeilen- und Spal-
tenumformungen in die gewiinschte Gestalt zu bringen, benutzen wir

die Gradabbildung 6: A—{0} — N des euklidischen Rings A. Fiir
D = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also D # 0. Es ist unsere Strategie, D
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mittels elementarer Umformungen so abzudndern, dass sich das Mini-
mum

d =min{d(a) ; a ist Koeffizient # 0 von D}

schrittweise verringert. Da § Werte in N annimmt, muss dieses Ver-
fahren nach endlich vielen Schritten abbrechen. Ist dann a # 0 ein
Koeffizient der transformierten Matrix mit minimalem Grad §(a), so
zeigen wir mittels Division mit Rest, dass a alle anderen Koeffizienten
der Matrix teilt; a ist also der erste Elementarteiler von D.

Im Einzelnen gehen wir wie folgt vor. Indem wir Zeilen und Spal-
ten in D vertauschen, konnen wir d = §(ay;) annehmen, dass also
0(a11) minimal ist unter allen 6(a;;) mit a;; # 0. Ist eines der Elemente
der 1. Spalte, etwa a;1, nicht durch aq; teilbar, so teile man a;; mit
Rest durch aq1, etwa a;; = gay; + b mit §(b) < 0(aq1), und ziehe das
g-fache der 1. Zeile von der i-ten Zeile ab. Als Resultat entsteht an der
Position (i,1) das Element b. Das Minimum d der Grade von nicht-
verschwindenden Koeffizienten von D hat sich daher verringert, und
man starte das Verfahren erneut. Entsprechend kénnen wir mit der
1. Zeile verfahren. Da d Werte in N annimmt, also nicht beliebig oft
verringert werden kann, ist nach endlich vielen Schritten jedes Element
der 1. Spalte sowie der 1. Zeile ein Vielfaches von a;;, und wir kénnen
durch Addition von Vielfachen der 1. Zeile zu den restlichen Zeilen der
Matrix annehmen, dass a;; = 0 fiir ¢ > 1 gilt. Entsprechend kénnen wir
mit der 1. Zeile verfahren und auf diese Weise a;; = a;; =0 fiir 7,5 > 1
erreichen. Dabei diirfen wir weiter annehmen, dass das Minimum d
mit (ay;) tibereinstimmt; ansonsten ist das Verfahren wiederum neu
zu starten.

Existieren nun 4, j > 1 mit a3 {a;;, so dividiere man a;; mit Rest
durch ay1, etwa a;; = gay; +b, wobei dann b # 0 mit 6(b) < d(aqq) gilt.
Man addiere die 1. Zeile zur i-ten Zeile und subtrahiere anschlieend
das g-fache der 1. Spalte von der j-ten Spalte. Auf diese Weise wird, ne-
ben anderen Anderungen, a,; durch b ersetzt, wobei nun §(b) < &(ai1)
gilt und sich das Minimum d der §-Werte der Koeffizienten erneut ver-
ringert hat. Man starte daher das Verfahren erneut. Nach endlich vielen
Schritten gelangt man so zu einer Matrix (a;;) mit a;y = ay; = 0 fir
i,7 > 1 sowie mit der Eigenschaft, dass a;; jedes andere Element a;; mit
1,7 > 1 teilt. Man behandele dann in gleicher Weise die Untermatrix
(@ij)ij>1 von D = (a;j), sofern diese nicht bereits Null ist. Fithrt man
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dieses Verfahren in induktiver Weise fort, so gelangt man schlie8lich
nach endlich vielen Schritten zu einer Matrix, auf deren Hauptdiago-
nale die gesuchten Elementarteiler stehen und deren sonstige Eintrége
alle verschwinden.

Wir wollen als Néchstes aus dem Elementarteilersatz den Hauptsatz
fiir endlich erzeugte Moduln iber Hauptidealringen ableiten, wobei wir
die Aussage in zwei Teile aufspalten. A sei im Folgenden wieder ein
Hauptidealring.

Korollar 7. Es sei M ein endlich erzeugter A-Modul sowie T C M der
zugehdrige Torstonsuntermodul. Dann ist T endlich erzeugt, und es gibt
einen freien Untermodul FF C M mit M =T & F, wobei rg M = rg F'.
Insbesondere ist M frei, falls M keine Torsion hat.

Korollar 8. Es sei M ein endlich erzeugter Torsionsmodul iiber A
sowie P C A ein Vertretersystem der Primelemente von A. Fir p € P
bezeichne

M, ={z € M ; p"z = 0 fur geeignetes n € N}
den so genannten Untermodul der p-Torsion in M. Dann qilt
=@,
peEP

wobei M, fiir fast alle p € P verschwindet. Weiter gibt es zu jedem
p € P natirliche Zahlen 1 < v(p,1) < ... <wv(p,r,) mit

Mp ~ @A/p”(pyjp)A.

jpzl

Die Zahlen vy, v(p, j,) sind durch die Isomorphie

M ~ @ é A/p”(pajp)A

pEP jp=1

eindeutig bestimmt, und es gilt v, = 0 fir fast alle p.

In Kombination besagen die beiden Resultate, dass jeder endlich
erzeugte A-Modul M zu einer direkten Summe der Form
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Al g @ é A/pl/(p,jp)A

peEP jp=1

isomorph ist, mit Zahlen d, r, und v(p, j,) wie oben, die eindeutig durch
M bestimmt sind. Dies ist die eigentliche Aussage des Hauptsatzes fiir
endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen. Bevor wir zum Beweis
kommen, wollen wir diesen Hauptsatz auch noch speziell fiir endlich
erzeugte Z-Moduln formulieren, als Hauptsatz tber endlich erzeugte
abelsche Gruppen.

Korollar 9. FEs sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, P sei die
Menge der Primzahlen. Dann gestattet G eine Zerlegung in Untergrup-
pen

G:F@@éc:pvjp,

pEP jp=1

wobei F frei ist, etwa F ~ 7% wund Gpj, 2yklisch von p-Potenz-
Ordnung, etwa G,;, ~ Z/p"PWZ mit 1 < v(p,1) < ... < v(p,rp).
Die Zahlen d,r,,v(p,j,) sind eindeutig durch G bestimmt, ebenso die
Untergruppen G, = @x:l Gp.j,, wobei 1, fir fast alle p € P wver-
schwindet.

Wenn G eine endlich erzeugte Torsionsgruppe ist, also ein iiber
Z endlich erzeugter Torsionsmodul, so besitzt G keinen freien Anteil
und besteht daher, wie man insbesondere mit Korollar 9 sieht, nur aus
endlich vielen Elementen. Umgekehrt ist jede endliche abelsche Gruppe
natiirlich eine endlich erzeugte Torsionsgruppe.

Nun zum Beweis von Korollar 7. Ist z1,..., 2. ein Erzeugenden-
system des A-Moduls M, so definiere man einen A-Homomorphismus
f: A" — M, indem man die kanonische Basis von A" auf zq,...,z,
abbilde. Dann ist f surjektiv, und es folgt M ~ A"/ker f aufgrund
des Homomorphiesatzes. Auf die Situation ker f C A" kénnen wir
nun den Elementarteilersatz anwenden. Es existieren also Elemente
x1,...,x,, die eine Basis von A" bilden, sowie Elemente ay, ..., a, € A,
n = rg(ker f), so dass ajx1,. .., a,r, eine Basis von ker f ist. Hieraus
ergibt sich
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M~A""d éA/aiA.
i=1

Unter dem betrachteten Isomorphismus korrespondiert @), A/a; A zu
dem Torsionsuntermodul T C M, sowie A"™" zu einem freien Modul
F C M, und es gilt M = T @ F. Im Ubrigen ist T ~ @7, A/a;A
endlich erzeugt, so dass Korollar 7 bewiesen ist. 0

Zum Beweis von Korollar 8 nehmen wir M als Torsionsmodul
an, so dass M wie im Beweis zu Korollar 7 isomorph zu der direk-
ten Summe @, A/a; A ist. Man zerlege die ¢; in Primfaktoren, etwa
a; = ¢€i[[,ep p”®%) mit Einheiten ¢; und Exponenten v(p,i), die fast
alle verschwinden. Aufgrund des Chinesischen Restsatzes 2.4/14 folgt

Afa; A= P A/pPIA

peEP

und somit

M ~ @ é A/p”(p’i)A.

peEP i=1

In dieser Zerlegung korrespondiert €, A/p”®) A offenbar gerade zu
dem Untermodul M, C M der p-Torsion und ist deshalb eindeutig
bestimmt; die Restklasse von p in Restklassenringen der Form A/p'" A
mit p’ € P — {p} ist ndmlich jeweils eine Einheit. Somit folgt aus
obiger Zerlegung insbesondere M = € _p, M,. Verzichtet man nun in
der Zerlegung

peP

M, ~ @ A/p”(p’i)A
i=1

auf Terme A/p”®% A mit v(p, i) = 0, die ohnehin trivial sind, und ord-
net im Ubrigen fiir fixiertes p die Exponenten v(p,7) in aufsteigender
Reihenfolge an, etwa

Tp
M, ~ EB A/pV(pJp)A
jpzl
mit 1 < v(p,1) < ... < wv(p,r,), so ergibt sich unter Benutzung der
Eindeutigkeitsaussage in Lemma 5 insgesamt die Behauptung von Ko-
rollar 8. Il
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Die in diesem Abschnitt behandelten Methoden und Resultate ba-
sieren in grundlegender Weise auf der idealtheoretischen Charakteri-
sierung 2.4/13 des grofiten gemeinsamen Teilers, also auf einer Charak-
terisierung, die in Hauptidealringen gilt, nicht jedoch in allgemeineren
faktoriellen Ringen; vgl. Abschnitt 2.4, Aufgabe 2. Aus diesem Grunde
ist eine Ubertragung der Elementarteilertheorie auf endlich erzeugte
Moduln etwa iiber faktoriellen Ringen nicht moglich.

Aufgaben

A sei stets ein Hauptidealring.

1. Man betrachte eine Zerlegung M = T ® F eines endlich erzeugten
A-Moduls M in einen Torsionsmodul T und einen freien Modul F
und diskutiere die Findeutigkeit einer solchen Zerlequng. Dasselbe Pro-
blem studiere man fiir eine Zerlegung der Form M = M' @& M" mit
M' ~ A/p" A sowie M" ~ A/p°A fiir ein Primelement p € A.

2. Ein torsionsfreier A-Modul ist frei, sofern er endlich erzeugt ist. Gilt
dies auch fiir beliebige torsionsfreie A-Moduln?

3. Man leite die Normalformentheorie fir Endomorphismen von endlich-
dimensionalen Vektorrdumen aus Korollar 8 ab.

4. Man bestimme die Elementarteiler der folgenden Matrix:
2 6 8
31 2| ez®
9 5 4

5. Es seien aii,...,a1, € A Elemente mit ggT(aiq,...,a1,) = 1. Man
zeige, es gibt Elemente a;; € A, ¢ = 2,...,n, j = 1,...,n, so dass die
Matrix (a;j)ij=1,. n in A1) invertierbar ist.

6. Essei f: L — M ein A-Homomorphismus zwischen endlich erzeugten
freien A-Moduln. Man zeige:

(i) Es existiert ein freier Untermodul F' C L mit L = ker f & F.

(ii) Es existieren Basen x1, ...,z von L, y1, ..., y, von M sowie Ele-
mente ap,...,a, € A—{0}, r < min{m,n}, so dass f(z;) = a;y;
fir i = 1,...,7 und f(z;) = 0 fiir ¢ > r. Zusétzlich kann man

aj|ajqq fiir 1 <4 < r erreichen.
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7. Man gebe ein einfaches Argument an, mit dessen Hilfe sich die Aus-
sage von Theorem 2 auf endlich-rangige Untermoduln M von (nicht
notwendig endlich-rangigen) freien A-Moduln F verallgemeinern l&sst.
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Uberblick und Hintergrund

Zunéchst wollen wir erkldaren, auf welche Weise algebraische Gleichun-
gen mit algebraischen Korpererweiterungen zusammenhéngen. Wir be-
ginnen mit dem nahe liegenden Fall einer algebraischen Gleichung mit
rationalen Koeffizienten, etwa f(x) = 0, wobei f € Q[X] ein normier-
tes Polynom vom Grad > 1 ist. Die Frage, was man unter den Losungen
einer solchen Gleichung zu verstehen hat und wie man mit diesen rech-
net, wollen wir erst einmal zuriickstellen, indem wir den Fundamen-
talsatz der Algebra als bekannt annehmen. Wir benutzen also, dass
es in C eine Nullstelle a zu f gibt, wobei dann f(a) = 0 als eine in
C giiltige Gleichung aufzufassen ist. Um die “Natur” der Nullstelle «
besser beschreiben zu kénnen, ist man allerdings darum bemiiht, einen
moglichst kleinen Zahlbereich zu konstruieren, in dem die Gleichung
f(a) = 0 gelesen werden kann. Ein solcher Bereich wird z. B. durch den
kleinsten Unterring von C gegeben, der (Q und « enthélt, also durch

Q[a] = {g(a); g € Q[X]}.

Unter Benutzung des Epimorphismus ¢: Q[ X] — Q[«a], g — g(«),
ist leicht zu sehen, dass Q[a] sogar ein Kdrper ist. Q[X] ist ndmlich
ein Hauptidealring. Folglich ist ker ¢ ein Hauptideal, etwa ker ¢ = (q),
wobei ¢ wegen f € ker ¢ nicht verschwindet und somit als normier-
tes Polynom in Q[X] angenommen werden kann. Der Homomorphie-
satz 2.3/5 liefert dann zu ¢ einen Isomorphismus Q[ X]/(q) == Q[a],
und man sieht mit 2.3/8, dass ¢ ein Primelement ist, das so genannte
Minimalpolynom zu «. Ist f irreduzibel, so folgt f = ¢ mittels Teil-
barkeitstheorie. Das Ideal (¢) ist nach 2.4/6 maximal in Q[ X ], so dass
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Qo] ~Q[X]/(q) in der Tat ein Korper ist. Man sagt, Q[«] entsteht
aus Q durch Adjunktion der Nullstelle a. In gleicher Weise kann man
weitere Nullstellen von f (oder von anderen Polynomen mit Koeffizien-
ten aus Q[a]) zu Q[«] adjungieren.

Aus diesen Uberlegungen ergeben sich einige wichtige Schlussfolge-
rungen. Zunéchst erkennt man, dass Q[«] als Q-Vektorraum von end-
licher Dimension ist, dass also Q C Q[«a] eine endliche Korpererwei-
terung ist; vgl. 3.2/6. Dies impliziert unter Benutzung eines einfachen
Dimensionsarguments aus der Linearen Algebra, dass jedes Element
von Q[«] Losung einer algebraischen Gleichung mit Koeffizienten aus
Q ist, dass also Q C Q[a] eine algebraische Korpererweiterung ist,
wie wir sagen werden; vgl. 3.2/7. Damit wird klar, dass man mit der
Erweiterung Q C Q[a] sozusagen eine ganze Klasse verwandter alge-
braischer Gleichungen gleichzeitig behandelt.

Im Folgenden wollen wir nun f € Q[X] als irreduzibel voraus-
setzen; aq,...,a, € C seien die Nullstellen von f. Wir haben dann
fir i = 1,...,n einen Isomorphismus Q[«a;] ~ Q[X]/(f), wie oben
konstruiert, unter dem «; jeweils zu der Restklasse von X korrespon-
diert. Insbesondere gibt es zu je zwei Indizes ¢, einen Isomorphis-
mus o;;: Qo] == Q[ay] mit 0;;(e;) = ;. Wir sehen also, dass
alle Nullstellen von f in gewisser Weise “gleichartig” sind. Die ge-
nannten Isomorphismen lassen bereits einen ersten Ausblick auf die
Galois-Theorie der Gleichung f(z) = 0 zu. In dem Spezialfall, wo
der Teilkérper L = Q[a;] C C unabhiéngig von 4 ist, bilden die
0;; (nicht notwendig paarweise verschiedene) Automorphismen von L,
und diese sind gerade die Elemente der Galois-Gruppe zur Gleichung
f(z) = 0. Im Allgemeinfall betrachtet man statt Q[«;] den so ge-
nannten Zerfillungskorper L = Q[ay, ..., a,] von f, der aus Q durch
Adjunktion aller Nullstellen von f entsteht. Man kann dann mit Hilfe
des Satzes vom primitiven Element 3.6/12 zeigen, dass es ein irredu-
zibles Polynom ¢ € Q[X] mit Nullstellen f3i,..., 5, € C gibt, so dass
L =Q[p;] furj =1,...,r gilt. Wir sind daher in der Situation des so-
eben betrachteten Spezialfalles, und man kann die Galois-Gruppe zur
Gleichung f(x) = 0 durch die entsprechende Gruppe der Gleichung
g(x) = 0 erkldren.

Bis jetzt haben wir uns lediglich auf Korpererweiterungen von Q
beschrankt. Wie kann man aber vorgehen, wenn man Q durch einen
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beliebigen Koérper K ersetzen mochte? Im Prinzip sind keine Ande-
rungen notig, wie wir in diesem Kapitel sehen werden. Man braucht
lediglich einen gewissen Ersatz fiir den Fundamentalsatz der Algebra.
Wir charakterisieren zunéchst in 3.2 endliche und algebraische Korper-
erweiterungen, ohne dass wir von konkreten algebraischen Gleichungen
ausgehen, die wir 16sen mochten; eine Verallgemeinerung der Theorie
auf Ringerweiterungen findet man in 3.3. Sodann beschéftigen wir uns
in 3.4 mit dem Problem, zu einer irreduziblen algebraischen Gleichung
f(z) = 0mit f € K[X] einen Erweiterungskorper L von K zu kon-
struieren, der eine Nullstelle o von f enthélt. Ist L ein solcher Koérper,
so kann man wie oben den Korper K [«] betrachten; dieser ist iso-
morph zu K[X]/(f), da f irreduzibel ist. Umgekehrt kann man aber
auch L durch K[X]/(f) erkldren, wobei die Restklasse von X eine
Nullstelle zu f ist; dies ist das Verfahren von Kronecker, vgl. 3.4/1.
Das Verfahren von Kronecker erlaubt es, in sukzessiver Weise Nullstel-
len von Polynomen zu K zu adjungieren. Hat man etwa eine Nullstelle
aj von f zu K adjungiert, so besteht in K[a;][X] eine Zerlegung
der Form f = (X — a1)fi, und man kann in einem néchsten Schritt
zu K[aq] eine Nullstelle ap von f; adjungieren usw. Auf diese Weise
erhélt man nach endlich vielen Schritten einen Zerfiallungskorper L zu
f, d. h. einen Erweiterungskoérper von K, iiber dem f vollsténdig in Li-
nearfaktoren zerfillt und der durch Adjunktion sdmtlicher Nullstellen
von f zu K entsteht.

Obwohl das Verfahren von Kronecker ausreicht, um algebraische
Gleichungen zu handhaben, ist es in vielerlei Hinsicht wiinschenswert,
einen “echten” Ersatz fiir den Fundamentalsatz der Algebra zu haben.
So konstruieren wir in 3.4 einen so genannten algebraischen Abschluss
K von K, indem wir nach einer auf E. Artin zuriickgehenden Metho-
de alle Nullstellen von Polynomen aus K [X] auf einen Schlag zu K
adjungieren. Der Korper K ist algebraisch iiber K und hat die Ei-
genschaft, dass jedes nicht-konstante Polynom in K[X] vollstindig
in Linearfaktoren zerfillt. Diese Konstruktion ermoglicht es uns, in
einem gewissen Sinne von “den” Nullstellen von f zu sprechen. Ins-
besondere ist dann die Konstruktion von Zerfallungskérpern zu einer
Familie von Polynomen in 3.5 kein Problem mehr, und wir gelangen zu
der Notation normaler Korpererweiterungen, einer Vorstufe der Galois-
Erweiterungen.
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Es bleibt noch auf das Phéinomen der Inseparabilitit hinzuweisen,
welches auftritt, wenn man statt Erweiterungskérpern von Q solche
von Korpern K einer Charakteristik > 0 behandelt. Dabei bezeich-
net die Charakteristik von K die kleinste natiirliche Zahl p > 0 mit
p-1 = 0, bzw. man setzt p = 0, falls eine solche Zahl nicht exis-
tiert; vgl. 3.1. Ein Polynom f € K[X] heifit separabel, wenn es (in
einem algebraischen Abschluss von K) lediglich einfache Nullstellen
besitzt, und rein inseparabel, wenn es genau eine Nullstelle besitzt, die
dann notwendig grad f als Vielfachheit hat. Irreduzible Polynome iiber
Korpern der Charakteristik 0 sind stets separabel, im Allgemeinen je-
doch nicht iiber Koérpern der Charakteristik > 0. Allgemeiner fithren
wir die Charakterisierung separabler algebraischer Korpererweiterun-
gen in 3.6 durch und als Gegenstiick dazu die Behandlung rein inse-
parabler Korpererweiterungen in 3.7. Von Interesse sind insbesondere
die Resultate 3.7/4 und 3.7/5, welche eine Aufspaltung algebraischer
Korpererweiterungen in einen separablen und einen rein inseparablen
Anteil ermoglichen. Als Beispiel studieren wir dann noch in 3.8 spezi-
elle Koérper der Charakteristik > 0, ndmlich endliche Korper.

Das Kapitel schliefit in 3.9 mit einem Ausblick auf die Anféinge
der Algebraischen Geometrie, also auf die Theorie der algebraischen
Gleichungen in mehreren unbekannten Groflen.

3.1 Die Charakteristik eines Korpers

Ist K ein Ring, so gibt es genau einen Ringhomomorphismus
p: 74— K.

Dieser ist gegeben durch n —— n-1 und induziert aufgrund des Homo-
morphiesatzes fiir Ringe 2.3/4 einen Monomorphismus Z/ ker ¢ — K,
wobei ker ¢ nach 2.4/3 ein Hauptideal ist. Handelt es sich bei K um
einen Integritéitsring, etwa einen Korper, so ist auch Z/ker ¢ ein In-
tegrititsring und somit ker ¢ ein Primideal. Dann ist ker ¢ entweder
das Nullideal oder aber ein Ideal, welches von einer Primzahl p erzeugt
wird, vgl. 2.3/11. Dementsprechend bezeichnet man 0 oder p als die
Charakteristik des Integritétsrings oder Korpers K.
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Definition 1. Es sei K ein Kiorper (oder allgemeiner ein Integritits-
ring) und ¢: Z — K der kanonische Ringhomomorphismus. Ist dann
p € N ein erzeugendes Element des Hauptideals ker o, so heifst p die
Charakteristik von K, in Zeichen p = char K.

Die Korper Q, R, C haben alle die Charakteristik 0, wohingegen
fiir eine Primzahl p der Kérper mit p Elementen F, = Z/pZ die Cha-
rakteristik p hat. Wir nennen einen Unterring 7" eines Korpers K einen
Teilkorper (oder auch K einen Oberkérper von T'), wenn T selbst ein
Korper ist. Natiirlich gilt dann char K = charT. Da der Durchschnitt
von Teilkorpern eines Korpers K wieder ein Teilkorper ist, enthélt A
einen eindeutig bestimmten kleinsten Teilkérper P als Durchschnitt
aller in K enthaltenen Teilkorper. Es wird P als Primkorper von K
bezeichnet.

Satz 2. Fs sei K ein Kérper und P C K der Primkérper von K.
Dann gilt:

(i) char K =p > 0 <= P ~F, mit p prim.

(ii) char K =0 <= P ~ Q.

FEs gibt also bis auf Isomorphie nur die Primkérper F,, mit p prim
sowte Q.

Beweis. Es gilt charF, = p und charQ = 0. Wegen char P = char K
folgt dann char K = p aus P ~ [F, und char K = 0 aus P ~ Q. Dies
begriindet in (i) und (ii) jeweils die Implikation “<=".

Zum Beweis der umgekehrten Implikationen betrachte man den ka-
nonischen Ringhomomorphismus ¢: Z — K; dieser faktorisiert durch
den Primkorper P C K, d. h. es gilt im ¢ C P. Ist char K eine Prim-
zahl p, so gilt ker p = (p), und es ist das Bild im ¢ ~ Z/(p) nach 2.3/6
oder 2.4/6 ein Korper. Da P der kleinste Teilkorper von K ist, folgt
im ¢ = P und somit P ~ IF,. Gilt andererseits char K = 0, so ist im ¢
isomorph zu Z. Also ist der Quotientenkérper Q(im @) ein zu Q iso-
morpher Teilkérper von P, so dass P = Q(im ¢) ~ Q. O

Wir wollen noch darauf hinweisen, dass in einem Korper der Cha-
rakteristik p > 0 die binomische Formel fiir p-Potenzen eine besonders
einfache Gestalt annimmt.
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Bemerkung 3. Sei p eine Primzahl und R ein Integrititsring der
Charakteristik p (oder allgemeiner ein Ring mit p-1 = 0). Dann gilt
fir a,b € Rund r e N

(a4 b)Y =a + b7, (a —b)P =a” — 0.

Beweis. Mit vollstandiger Induktion reduziert man die Aussage leicht
auf den Fall » = 1. Nun hatten wir aber in Abschnitt 2.8 folgende
Teilbarkeitsbeziehungen gezeigt:

p|(€), v=1,...,p— 1.

Die aufgefiihrten Binomialkoeffizienten verschwinden also in R. Damit
folgen dann die behaupteten Formeln im Falle » = 1, wenn man noch
benutzt, dass fiir gerades p, also fiir p = 2, in R die Gleichung 1 = —1
gilt. 0

Ist K ein Korper der Charakteristik p > 0, so zeigt Bemerkung 3,
dass die Abbildung
o: K — K, ar— ab,

vertriglich mit der Addition auf K ist. Sie definiert einen Kérperho-
momorphismus, den so genannten Frobenius-Homomorphismus von K.

Aufgaben

1. Gibt es Homomorphismen zwischen Kdrpern unterschiedlicher Charak-
teristik? Man betrachte dasselbe Problem fir Integritdtsringe.

2. Gibt es einen Korper mit 6 Elementen? Gibt es einen Integritéitsring
mit 6 Elementen?

3. Es sei K ein endlicher Kérper mit multiplikativer Gruppe K™*. Man
zeige, dass H = {a?; a € K*} eine Untergruppe von K* ist mit
B K*, falls char K = 2,
| Untergruppe in K* vom Index 2, falls char K > 2.
4. Es sei K ein Korper mit char K > 0. Man zeige, dass der Frobenius-

Homomorphismus 0: K — K ein Automorphismus ist, falls K endlich
ist. Gilt dies auch ohne die Endlichkeitsbedingung an K7

5. Man berechne den Frobenius-Homomorphismus von F,.
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3.2 Endliche und algebraische Korpererweiterun-
gen

Unter einer Kédrpererweiterung wollen wir ein Paar von Korpern K C L
verstehen, wobei K ein Teilkorper von L sei. Wir werden in dieser Si-
tuation auch etwas ungenauer sagen, L sei ein Erweiterungskorper bzw.
eine “Korpererweiterung” von K. Insbesondere konnen wir die Multi-
plikation auf L einschrinken zu einer Multiplikation K x L — L
und auf diese Weise L als K-Vektorraum auffassen. Kérpererweiterun-
gen K C L werden héufig in der Form L/K geschrieben, wenn eine
Verwechslung mit Faktorgruppen- oder Faktorringkonstruktionen aus-
geschlossen ist. Zu Korpererweiterungen L/K werden wir insbesondere
Zwischenkdrper betrachten, d. h. Korper F mit K C F C L.

Definition 1. Es sei K C L eine Korpererweiterung. Dann bezeich-
net man die Vektorraumdimension [L : K] := dimg L als den Grad
von L tber K. Die Kiorpererweiterung heif$t endlich oder unendlich, je
nachdem ob [L : K] endlich oder unendlich ist.

Offenbar ist L = K dquivalent zu [L : K] = 1.

Satz 2 (Gradsatz). Es seien K C L C M Koérpererweiterungen. Dann
qilt
[M:K]=[M:L]-[L:K].

Bewers. Die Gleichung ist symbolisch zu verstehen, wenn einer der
Grade unendlich ist. Der interessante Fall ist jedoch derjenige, wo
[M : L] und [L : K] beide endlich sind. Man wéhle dann Vektor-

raumbasen x1,...,%, von L iiber K und vyi,...,y, von M {iiber L.
Um [M : K] = [M : L]-[L: K] = mn nachzuweisen, wollen wir
nachrechnen, dass die Elemente z;y;, ¢ = 1,...m, j = 1,...,n, ei-

ne Vektorraumbasis von M iiber K bilden. Wir zeigen zunéchst, dass
aus der linearen Unabhéngigkeit der z; iiber K sowie der y; iiber L
die lineare Unabhéngigkeit der x;y; iiber K folgt. Seien also ¢;; € K
gegeben mit Zij cijx;y; = 0. Die linke Seite schreiben wir dann als
Linearkombination in den y; mit Koeffizienten in L und erhalten
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Z (Z Cijxi> yj = 0

j=1 i=1
Da die Elemente y; linear unabhéngig iiber L sind, erhalten wir
>, cija; = 0 fiir alle j. Ebenso folgt ¢;; = 0 fiir alle ¢ und j, da die x;
linear unabhéngig iitber K sind. Also sind die z;y; linear unabhéngig
iiber K.

Genauso einfach kann man sehen, dass die z;y; ein Erzeugendensys-
tem von M iiber K bilden. Jedes z € M hat nédmlich eine Darstellung
z= Z;‘:l c;y; mit Koeffizienten ¢; € L, da die y; ein Erzeugendensys-
tem von M iiber L bilden. Weiter gibt es fiir jedes j eine Darstellung
cj = Z:il cijo; mit Koeffizienten ¢;; € K, da die z; ein Erzeugenden-
system von L iiber K bilden. Es folgt

z = Z Z CijTiYy,
j=1 i=1
und man sieht, dass die z;y; ein Erzeugendensystem, insgesamt also
eine Basis von M iiber K bilden.

Es bleibt noch der Fall zu behandeln, wo die Erweiterungen M /L
und L/ K nicht beide endlich sind. Im ersten Schritt des Beweises haben
wir fiir iiber K linear unabhéngige Elemente zy,...,x,, € L und fiir
iiber L linear unabhingige Elemente yq,...,y, € M gezeigt, dass die
Produkte z;y; linear unabhéngig iiber K sind. Mit anderen Worten,
aus [L : K] > m und [M : L] > n folgt [M : K] > mn. Daher
ist [M : K] unendlich, falls einer der Grade [M : L] oder [L : K]
unendlich ist. 0J

Korollar 3. Sind K C L C M Kérpererweiterungen und ist der Grad
p=[M: K] prim, so folgt L =K oder L = M.

Beispiele fiir endliche Korpererweiterungen vom Grad 2 sind die
Erweiterungen R C C oder Q C Q[v/2], wobei wir Q[v/2] als Un-
terring von R auffassen. Andererseits sind die Erweiterungen Q C R
sowie K C K(X) = Q(K[X]) fiir einen beliebigen Kérper K und eine
Variable X unendlich.

Definition 4. Set K C L eine Kérpererweiterung und o € L. Es heifst
a algebraisch iber K, wenn o« eine algebraische Gleichung
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A"+t 46, =0

mit Koeffizienten cq, ..., c, € K erfillt, mit anderen Worten, wenn der
Kern des Substitutionshomomorphismus

p: K[X] — L, g+ g(a),

nicht verschwindet. Anderenfalls heift o transzendent dber K. Schliefs-
lich nennt man L algebraisch tber K, wenn jedes o € L algebraisch
tiber K 1ist.

Beispielsweise ist fir ¢ € Q, ¢ > 0, und n € N—{0} die n-te
Wurzel /g € R algebraisch iiber Q, denn es ist {/q Nullstelle des Po-
lynoms X" —q. Ebenso ist die komplexe Zahl e2™/™ als “n-te Wurzel der
Eins” algebraisch iiber Q. Im Allgemeinen ist es jedoch nicht einfach
zu entscheiden, ob eine gegebene komplexe Zahl z algebraisch iiber Q
ist oder nicht, insbesondere dann, wenn z mit Methoden der Analysis
konstruiert wird; man vergleiche etwa das Problem der Transzendenz
der Zahlen e und 7, welches bereits in der Einfithrung erwédhnt wurde.

Bemerkung 5. Ist K C L eine Korpererweiterung und o € L algebra-
1sch tiber K, so existiert ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom
kleinsten Grades f € K[X] mit f(a) = 0. Es gilt ker o = (f) fir den
Kern des Substitutionshomomorphismus

p: K[X] — L, g— g(a).

Insbesondere ist f prim und somit irreduzibel. Man nennt f das Mini-
malpolynom von « tiber K.

Beweis. Es ist K[X] ein Hauptidealring, vgl. 2.4/3. Folglich wird ker ¢
von einem Polynom f € K[X] erzeugt, und es gilt f # 0 aufgrund der
Algebraizitit von a. Als erzeugendes Element von ker ¢ ist f eindeutig
bis auf eine multiplikative Konstante aus K. Normieren wir daher f,
so ist f eindeutig bestimmt; f ist das normierte Polynom kleinsten
Grades in K[X] mit f(a) = 0. Da im ¢ als Unterring von L ein Inte-
gritatsring ist sowie aufgrund des Homomorphiesatzes 2.3/5 isomorph
zu K[X]/(f) ist, erkennt man f als prim bzw. irreduzibel; vgl. 2.3/8
und 2.4/6. O
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Satz 6. Es sei K C L eine Kérpererweiterung und o € L algebra-
isch dber K mit Minimalpolynom f € K[X]. Bezeichnet K[a] den
von « und K erzeugten Unterring von L, also das Bild unter dem
Homomorphismus ¢: K[X] — L, g — g(«), so induziert ¢ einen
Isomorphismus K[X]/(f) == K[a].

Hieraus folgt insbesondere, dass K [«] ein Korper ist, und zwar eine
endliche Korpererweiterung von K vom Grade [K[a] : K] = grad f.

Beweis. Es gilt K[a] = im¢ ~ K[X]/(f) aufgrund des Homomor-
phiesatzes. Da kerp = (f) ein von Null verschiedenes Primideal in
K[X] ist, sieht man mit 2.4/6, dass dieses Ideal sogar maximal ist.
Somit sind K[X]/(f) und K[a] Koérper.

Es bleibt noch

dimyc K[X]/(f) = grad f

zu zeigen. Sei etwa f = X"+, X" 1+ ...+ ¢,, also grad f = n. Die
Division mit Rest durch f ist eindeutig in K[X ] in dem Sinne, dass es
zu jedem g € K[X] eindeutig bestimmte Polynome ¢,r € K[X] gibt
mit

g=qf +r, gradr < n;

vgl. 2.1/4. Ist X € K[X]/(f) die Restklasse zu X € K[X], so zeigt
dies, dass jedes Element aus K[X]/(f), aufgefasst als K-Vektorraum,
eindeutig darstellbar ist als Linearkombination von X°, ..., X" ! mit
Koeffizienten in K. Letzteres besagt aber, dass X°,..., X" eine
K-Basis von K[X]/(f) bilden oder, wenn wir den Isomorphismus
K[a] ~ K[X]/(f) benutzen, dass a°,...,a" ! eine K-Basis von
K[«] bilden. Es folgt dimg K[X]/(f) = dimg K[a] = n. O

Wir wollen ein nahe liegendes Beispiel betrachten. Es sei p eine
Primzahl und » € N — {0}. Dann ist {/p € R algebraisch iiber Q,
also ist Q[ {/p] eine endliche Kérpererweiterung von Q. Das Polynom
f = X"—p e Q[X] ist irreduzibel aufgrund des Eisensteinschen
Irreduzibilitétskriteriums 2.8/1 und hat {/p als Nullstelle. Daher muss
[ als normiertes Polynom schon das Minimalpolynom von {/p sein.
Folglich gilt

Q[v7] : Q| = grad f = n,
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und man sieht insbesondere, dass die Erweiterung R/Q nicht endlich
sein kann.

Satz 7. Jede endliche Kérpererweiterung K C L st algebraisch.

Beweis. Gelte etwa [L : K] = n, und sei a € L. Es sind dann die
n + 1 Elemente o, ..., a" linear abhingig iiber K. Folglich gibt es
eine nicht-triviale Gleichung

cod® + ...+ ca" =0

mit Koeffizienten ¢; € K, aus der man durch Normieren des hochsten
nicht-trivialen Koeffizienten eine algebraische Gleichung fiir o gewinnt.
O

Die Umkehrung der Aussage dieses Satzes ist nicht richtig, wie wir
weiter unten sehen werden. Es gibt algebraische Korpererweiterungen,
die nicht endlich sind.

Ist K C L eine Korpererweiterung und A = (a;)e; ein Sys-
tem von Elementen aus L (oder eine Teilmenge von L), so kann
man den von A {iber K erzeugten Teilkérper K (2() C L betrachten.
Dies ist der kleinste Teilkorper von L, welcher K und alle Elemente
«; enthilt, d. h. K(2() ist der Durchschnitt aller Teilkérper von L,
die K sowie alle a; enthalten. Zu einer Korpererweiterung K C L
gibt es stets ein System 2 von Elementen aus L mit L = K(2);
beispielsweise nehme man fiir 2 das System aller Elemente aus L.
Den von endlich vielen Elementen ay,...,qa, € L iiber K erzeug-
ten Teilkorper K(aq,...,a,) C L wollen wir explizit beschreiben. Er
enthilt notwendig den Ring K|[ay,...,a,] aller polynomialen Aus-
driicke f(aq,...,a,) zu Polynomen f € K[Xi,...,X,] und damit
dessen Quotientenkorper, so dass

K(ag,...,ap) = Q(K[al,...,an])
gilt. Es besteht also K(ay,...,a,) aus allen Quotienten der Form

flag,...,ap)

glar, ..., ap)
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mit f,g € K[X1,...,X,], g(ai,...,a,) # 0. Fiir ein beliebiges Sys-
tem A = (o;);er von Elementen aus L ldsst sich der Korper K ()
in gleicher Weise beschreiben, indem man Polynome aus K[X] mit
einem System X = (X;);e; von Variablen benutzt. Alternativ kann
man sich aber K(21) auch als Vereinigung aller Teilkorper des Typs
K(a,,...,q;) mit iy,..., 15 € I vorstellen.

Definition 8. Fine Korpererweiterung K C L heifit einfach, wenn es
ein Element o € L mit L = K(«) gibt. Der Grad [K(a) : K] wird
auch als der Grad von « tiber K bezeichnet.

FEine Kérpererweiterung L/ K heifst endlich erzeugt, wenn es end-
lich viele Elemente ay,...,a, € L mit L = K(ay,...,a,) gibt.

Satz 9. Es sei L = K(ay,...,qa,) eine endlich erzeugte Korpererwei-
terung von K. Sind dann o, ..., «, algebraisch tiber K, so gilt:

(i) L=K(ay,...,on) =Ko, ...,qu].

(ii) L ist eine endliche und damit algebraische Kdrpererweiterung
von K.

Beweis. Wir schliefen mit Induktion nach n. Der Fall n = 1 wurde
bereits in Satz 6 behandelt. Sei also n > 1. Nach Induktionsvorausset-
zung diirfen wir annehmen, dass K[a,...,a,_1] eine endliche Kor-
pererweiterung von K ist. Weiter folgt aus Satz 6, dass K [a1, ..., q,]
eine endliche Korpererweiterung von K[aq,...,q, 1] ist. Dann ist
Koy, ..,a,] nach Satz 2 auch endlich iiber K, also nach Satz 7 ins-
besondere algebraisch iiber K. Da K[ay,...,a,] bereits ein Korper
ist, stimmt K(aq,...,q,) mit K[a,...,q,] iberein. O

Der Satz beinhaltet insbesondere die nicht offensichtliche Aussa-
ge, dass eine einfache Korpererweiterung L/K, die von einem alge-
braischen Element erzeugt wird, selbst algebraisch ist, was bedeu-
tet, dass jedes Element von L algebraisch iiber K ist. Unter Benut-
zung dieser Tatsache kann man beispielsweise leicht sehen, dass fiir
n € N—{0} die reelle Zahl cos 7 algebraisch iiber Q ist. Es ist ndmlich
cos T = L(e™/m+e~™/") enthalten in Q(e™/™), wobei das Element e™/"
als 2n-te Wurzel der 1 algebraisch iiber Q ist. Da eine endliche Kor-
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pererweiterung L /K stets endlich erzeugt ist, etwa von einer K-Basis
von L, erhdlt man als Zusammenfassung der Satze 7 und 9:

Korollar 10. Es sei K C L eine Korpererweiterung. Dann ist dqui-
valent:
(i) L/K ist endlich.
(i) L wird iber K von endlich vielen algebraischen Elementen er-
zeugt.
(iii) L ist endlich erzeugte algebraische Korpererweiterung von K.

Ist A = (;)ier ein Erzeugendensystem einer Korpererweiterung
L/K, soist L die Vereinigung aller Teilkorper des Typs K (o, ..., a;,)
mit Indizes i1, . .. ,is € I. Insbesondere folgt mit Korollar 10, dass L/ K
algebraisch ist, sofern alle «; algebraisch iiber K sind. Somit ergibt
sich folgende Charakterisierung (nicht notwendig endlich erzeugter)
algebraischer Korpererweiterungen:

Korollar 11. Es sei K C L eine Kérpererweiterung. Dann ist dqui-
valent:

(i) L/K ist algebraisch.

(ii) L wird iber K von algebraischen Elementen erzeugt.

Wir wollen schliefilich noch zeigen, dass der Begriff der algebrai-
schen Korpererweiterung in nahe liegender Weise transitiv ist.

Satz 12. Es seten K C L C M Korpererweiterungen. Ist o € M
algebraisch iber L und ist L/K algebraisch, so ist o auch algebraisch

iiber K. Insbesondere ist die Erweiterung M/K genau dann algebra-
isch, wenn M/L und L/K algebraisch sind.

Beweis. Sei f = X"+, X" '+ ...+ ¢, € L[X] das Minimalpolynom
von « iiber L. Dann ist « schon iiber dem Teilkérper K(cy, ..., c,) von
L algebraisch, was gemafl Satz 6

[K(cl,...,cn,a) : K(cl,...,cn)] < 00
bedeutet. Da man aber nach Satz 9

[K(c1,...,¢p) 1 K] < 00
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hat, ergibt sich aus Satz 2
[K(cl,...,cn,oz) : K} < 00.

Dann ist K (cq, ..., ¢y, @) algebraisch iiber K nach Satz 7, insbesondere
also a algebraisch iiber K.

Die gerade gegebene Argumentation zeigt, dass M /K algebraisch
ist, sofern M /L und L/K algebraisch sind. Die Umkehrung hierzu ist
trivial. 0

Zum Schluss wollen wir noch ein Beispiel einer algebraischen
Korpererweiterung angeben, die nicht endlich ist, sich also auch nicht
endlich erzeugen ldsst. Man setze

L= {a € C; « ist algebraisch iiber Q}.

Zunéchst ist L ein Erweiterungskorper von QQ, denn mit o, 5 € L hat
man auch Q(«, 5) C L. Nach Definition ist L/Q algebraisch. Weiter
gilt [L : Q] = oo, da L etwa Q(y/p) fir n € N—{0} und p prim als
Teilkérper enthédlt und da, wie wir gesehen haben, Q(¢/p) den Grad
n iiber Q hat. Man schreibt L = Q und nennt Q den algebraischen
Abschluss von QQ in C.

Aufgaben

1. Es sei L/K eine Korpererweiterung. Man dberlege im Detail, wie man
zeigt, dass mit zwei Elementen a,b € L auch deren Summe a + b alge-
braisch tber K ist.

2. Man charakterisiere algebraische Korpererweiterungen mittels endlicher
Korpererweiterungen.

3. Man begriinde, dass jedes Element aus C — Q transzendent iiber Q ist.

4. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung, so dass p = [L : K| prim ist.
Man zeige: Es existiert ein o € L mit L = K(«).

5. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung vom Grad [L : K] = 2F. Sei
f € K[X] ein Polynom vom Grad 3, welches in L eine Nullstelle hat.
Man zeige, f hat bereits eine Nullstelle in K.

6. Man zeige: Eine Korpererweiterung L/K ist genau dann algebraisch,
wenn jeder Unterring R mit K C R C L bereits ein Korper ist.
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7. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Man zeige:

(i) Fir e € L stimmt das Minimalpolynom von a iiber K iiberein
mit dem Minimalpolynom des K-Vektorraumhomomorphismus
Yq: L — L, x — ax.
(ii) Gilt L = K(a), so stimmt das Minimalpolynom von a iiber K mit
dem charakteristischen Polynom von ¢, {iberein.
(iii) Fiir a € L nennt man das charakteristische Polynom von ¢, auch

das Kdérperpolynom von a beziiglich der Erweiterung L/K. Dieses
ist stets eine Potenz des Minimalpolynoms von a iiber K.

8. Sei @ € C mit o +2a — 1 = 0. Es ist a algebraisch iiber Q. Man
bestimme das Minimalpolynom von « sowie dasjenige von o 4av, jeweils

iiber Q.

9. Sei K ein Korper und z ein Element eines Erweiterungskérpers von K,
so dass x transzendent iiber K ist. Man zeige: Fiir n € N—{0} ist "
transzendent iiber K, und es gilt [K(z) : K(z")] = n.

10. Sei L/K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch iiber K. Man
zeige: Fiir n € N—{0} gilt [K(a"): K] > L[K(a): K].

n

11. Sei K ein Korper und K (X) der Funktionenkdrper einer Variablen iiber
K. Seiq= f/g € K(X)—K mit teilerfremden Polynomen f,g € K[X].
Man zeige, dass ¢ transzendent tiber K ist und dass

[K(X) : K(q)] = max(grad f, grad g)
gilt. Man bestimme das Minimalpolynom von X iiber K(q). (Hinweis:
Man benutze Aufgabe 3 aus Abschnitt 2.7.)

12. Sei L/K eine Korpererweiterung. Man zeige: Zwei Elemente «, 5 € L
sind genau dann algebraisch iiber K, wenn a + 8 und « - 8 algebraisch
iiber K sind.

13. Es seien «, 8 € C sowie m,n € N mit ggT(m,n) = 1, so dass o = 2,
B™ = 3 gilt. Man zeige Q(«, 8) = Q(« - #) und bestimme das Minimal-
polynom von « - § iiber Q.

3.3 Ganze Ringerweiterungen®™

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass die in Abschnitt 3.2 behandel-
te Theorie endlicher bzw. algebraischer Korpererweiterungen in vie-



124 3. Algebraische Korpererweiterungen

lerlei Hinsicht als Spezialfall der hier zu behandelnden Theorie gan-
zer Ringerweiterungen anzusehen ist. Sollte man allerdings lediglich
an Korpererweiterungen interessiert sein, so sei angemerkt, dass der
allgemeinere Rahmen der Ringtheorie auch fiir diese Situation neue
Einsichten liefert, wie z. B. Korollar 8 zeigen wird. Als technisches
Hilfsmittel hatten wir in 3.2 Vektorrdaume {iber Kérpern benutzt. Ent-
sprechend werden wir bei der Behandlung von Ringerweiterungen mit
Moduln operieren. Zur Definition von Moduln iiber Ringen sei auf Ab-
schnitt 2.9 verwiesen.

Zu einer Ringerweiterung R C R’ kann man stets die Inklusions-
abbildung R — R’ als Ringhomomorphismus betrachten. Wir werden
im Folgenden statt von Ringerweiterungen allgemeiner von Ringhomo-
morphismen ausgehen. Fiir jeden Ringhomomorphismus ¢: A — B
lasst sich B in natiirlicher Weise als A-Modul auffassen; man multipli-
ziere Elemente a € A mit Elementen b € B, indem man jeweils das
Produkt ¢(a)b in B bilde. Es wird ¢ als endlich bezeichnet, wenn B
unter ¢ ein endlicher A-Modul ist; in anderer Sprechweise sagen wir
auch, B sei endlich iiber A oder, falls ¢ eine Inklusionsabbildung ist,
die Erweiterung A — B sei endlich. Weiter heifle ¢, bzw. B iiber A,
bzw. die Ringerweiterung A < B wvon endlichem Typ, wenn es einen
Epimorphismus @: A[Xy,...,X,] — B eines Polynomrings in end-
lich vielen Variablen iiber A nach B gibt, der ¢ fortsetzt. Jeder endliche
Ringhomomorphismus ist insbesondere auch von endlichem Typ. Dass
ein Homomorphismus ¢: A — B von endlichem Typ ist, kénnen wir

auch dadurch charakterisieren, dass es Elemente zq,...,z, € B mit
B = p(A)[z1,...,x,] gibt. Dabei ist ¢(A)[x1,...,z,] C B, wie in
2.5 erklért, der Unterring aller Ausdriicke f(z1,...,x,) zu Polynomen

fep(A)[Xy,...,X,]. Wir werden diesen Ring der Einfachheit halber

auch mit A[xy,...,x,] bezeichnen.

In der vorstehenden Situation wird héufig die Terminologie der Al-
gebren benutzt. Eine Algebra B {iber einem Ring A ist nichts anderes
als ein Ringhomomorphismus A — B. Insbesondere kann man also
von (modul-)endlichen A-Algebren sprechen oder auch von A-Algebren
von endlichem Typ. Am Rande sei noch erwdhnt, dass man unter ei-
nem Homomorphismus zwischen zwei A-Algebren B und C' nicht ledig-
lich einen beliebigen Ringhomomorphismus B — C' versteht, sondern
einen solchen, der mit den definierenden Homomorphismen A — B
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und A — C vertréglich ist, so dass also das Diagramm

NS

A

kommutiert.

Es ist klar, dass eine Korpererweiterung K C L genau dann endlich
ist, wenn sie als Ringerweiterung endlich ist. Man beachte allerdings,
dass eine entsprechende Aussage fiir endlich erzeugte Korpererweite-
rungen bzw. Ringerweiterungen von endlichem Typ nicht gilt. Es ist
K C L zwar als Korpererweiterung endlich erzeugt, sofern K C L als
Ringerweiterung von endlichem Typ ist. Die Umkehrung hierzu ist je-
doch nicht allgemein richtig, wie wir am Ende dieses Abschnittes noch
erlautern werden. Wir wollen nun zunéchst den Begriff der algebrai-
schen Korpererweiterung auf Ringerweiterungen iibertragen.

Lemma 1. Man betrachte einen Ringhomomorphismus ¢: A — B
sowie ein Element b € B. Dann ist dquivalent:
(i) Es existiert eine ganze Gleichung von b uber A, d. h. eine Glei-
chung der Form f(b) = 0 mit einem normierten Polynom f € A[X].
(ii) Der Unterring A[b] C B ist als A-Modul endlich erzeugt.

(iii) In B, aufgefasst als A-Modul, existiert ein endlich erzeugter
A-Untermodul M =>"7"  Am; mit 1 € M und bM C M.

Beweis. Wir beginnen mit der Implikation (i) = (ii). Es existiere also
eine Gleichung f(b) = 0 mit einem normierten Polynom f € A[X],
etwa

b+ a bt + .. 4 a, =0.

Damit ist " ein Element des A-Moduls M = Z?;(} Ab', und es folgt
per Induktion b € M fiir alle i € N, also A[b] C M bzw. A[b] = M.
Es ist dann A[b] ein endlich erzeugter A-Modul, d. h. es gilt (ii).

Die Implikation (ii) = (iii) ist trivial, es bleibt also nur noch die
Implikation (iii) = (i) zu verifizieren. Sei M = """  Am; C B ein
endlich erzeugter A-Untermodul von B mit 1 € M und bM C M.
Aufgrund letzterer Inklusion existiert dann ein Gleichungssystem
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bmi = ayymy + ...+ a,my,

bm, = a,1mi+ ...+ GpuMy,

mit Koeffizienten a;; € A. Dieses lasst sich in Matrixform zusammen-

fassen zu
my

Al 1] =0,
My
mit der Matrix A = ((wa - aij)i,jzlymjn € ann7 wobei 61’]’ das
Kronecker-Symbol bezeichnet; ¢;; = 1 fiir i = j sowie d;; = 0 fiir ¢ # 7.
Wir verwenden nun die “Cramersche Regel”, d. h. die Beziehung

(*) A* A= (det A) - E;

vgl. etwa [4], Satz 4.4/3. Dabei ist A* € B™™ die zu A adjungierte
Matrix sowie £ € B™*" die Einheitsmatrix. Diese Gleichung wird in
der Linearen Algebra fiir Matrizen mit Koeffizienten aus einem Koérper
bewiesen und gilt aber auch in der hier benotigten allgemeineren Ver-
sion iiber einem Ring B. Es stellt (x) namlich, wenn man links und
rechts etwa die Koeffizienten der auftauchenden Matrizen betrachtet,
ein System polynomialer Identitéiten zwischen den Koeffizienten von A
dar. Diese Identitdaten lassen sich allgemein, indem man die Koeffizien-
ten ¢;; von A als Variablen ansieht, iber dem Ring Z[¢;;] formulieren
und aus dem bekannten, in der Linearen Algebra behandelten Korper-
fall ableiten, wenn man zum Quotientenkorper Q(¢;;) tibergeht.
Unter Benutzung von () ergibt sich

mi my
(detA)- [ @ | =4%-A-| 1 |=0,
my my
d. h. (det A)-m; =0 fiir i = 1,...,n. Dasich das neutrale Element der

Multiplikation 1 € B als Linearkombination der m; mit Koeffizienten
aus A darstellen lasst, folgt det A = (det A) - 1 = 0. Damit ist

det((SUX - aij)
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ein normiertes Polynom in A[ X ], welches wie gewiinscht b als Nullstelle
hat. 0

Definition 2. Sei ¢: A — B ein Ringhomomorphismus. Fin Element
b € B heifit ganz tiber A beziiglich ¢, wenn b und ¢ die dquivalenten
Bedingungen von Lemma 1 erfiillen. Weiter sagt man, B sei ganz tber
A bzw. ¢ sei ganz, wenn jedes b € B ganz tiber A in dem vorstehend
beschriebenen Sinne ist.

Es ist offensichtlich, dass Ganzheit im Falle einer Korpererweite-
rung dem Begriff “algebraisch” entspricht. Durch den Beweis der in
Lemma 1 genannten Aquivalenzen haben wir bereits die wesentlichen
Zusammenhénge zwischen ganzen und endlichen Ringerweiterungen
gekliart. Wir wollen einige spezielle Folgerungen explizit formulieren,
und zwar handelt es sich um die Verallgemeinerung der Resultate 3.2/7,
3.2/9 und 3.2/12.

Korollar 3. Jeder endliche Ringhomomorphismus A — B ist ganz.

Beweis. Man benutze die Bedingung (iii) mit M = B aus Lemma 1
zur Charakterisierung der Ganzheit von A — B. 0

Korollar 4. Es sei p: A — B ein Ringhomomorphismus von endli-
chem Typ, so dass etwa B = A[by,...,b,] gelte. Sind dann die Elemen-
te by,...,b. € B ganz tiber A, so ist A — B endlich und insbesondere
ganz.

Beweis. Man betrachte die Kette von Ringerweiterungen
0(A) C p(A)[b1] C ... Cp(A)[by,...,b] =B.

Jede Teilerweiterung ist nach Lemma 1 endlich, und man schlief3t
hieraus per Induktion leicht, dass dann auch B iiber A endlich ist.
Fiir den Induktionsschritt multipliziere man die Elemente eines Mo-
dulerzeugendensystems von B iiber ¢(A)[by,...,b,—1] mit denen ei-
nes entsprechenden Systems von ¢(A)[by,...,b._1] iiber A. Insgesamt
erhélt man dann ein Modulerzeugendensystem von B iiber A; man
vergleiche hierzu auch die Argumentation im Beweis zu 3.2/2. 0
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Korollar 5. Sind A — B, B — C zwei endliche (bzw. ganze)
Ringhomomorphismen, so ist auch deren Komposition A — C' endlich
(bzw. ganz).

Beweis. Der Fall “endlich” ergibt sich mit derselben Argumentation
wie im Beweis zu Korollar 4. Seien nun A — B und B — (' ganz,
und sei ¢ € C. Dann erfiillt ¢ eine ganze Gleichung iiber B:

b+ +b, =0, bi,...,b, € B.

Hieraus folgt, dass ¢ € C ganz iiber A[by,...,b,] ist. Nach Korol-
lar 4 ist also die Erweiterung A[by,...,b,] — A[b1,...,b,,c] end-
lich. Ebenfalls nach Korollar 4 ist A — A[by,...,b,] endlich, so dass
insgesamt A — A[by, ..., by, c] endlich ist. Dann ist dieser Homomor-
phismus aber auch ganz, vgl. Korollar 3, so dass insbesondere ¢ ganz
iiber A ist. Indem man ¢ in C' variieren lésst, sieht man, dass A — C
ganz, ist. O

Wir wollen noch einen Satz beweisen, der von fundamentaler
Bedeutung fiir das Studium von Algebren von endlichem Typ iiber
Korpern ist. Ein analoges Resultat fiir Kérpererweiterungen, ndmlich
die Aufspaltung einer beliebigen Korpererweiterung in einen rein trans-
zendenten und einen algebraischen Teil, werden wir erst in 7.1 behan-

deln.

Theorem 6 (Noetherscher Normalisierungssatz). Es sei K ein Korper
und K < B eine von Null verschiedene K-Algebra von endlichem
Typ. Dann existiert ein tiber K algebraisch unabhdngiges System von
Elementen xy,...,x, € B (vgl. 2.5/6), so dass B endlich tiber dem
Unterring K|[z1,...,x.] C B ist.

Mt anderen Worten, es existiert ein endlicher und injektiver Ho-
momorphismus K[Xy,...,X,] — B, wobei K[Xy,...,X,] ein Poly-
nomring in endlich vielen Variablen tiber K ist.

Beweis. Es sei B = K[by,...,b,] fiir gewisse Elemente by,...,b, € B.
Sind by, ..., b, algebraisch unabhéngig iiber K, so ist nichts zu zeigen.
Seien also by, ..., b, algebraisch abhéngig iiber K. Dann existiert eine
nicht-triviale Relation der Form
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(%) > B b =0
(vi..vm)€el

mit Koeffizienten a,, _,, € K™, wobei sich die Summation iiber eine
endliche Menge I von n-Tupeln (v, ...,v,) € N erstreckt. Man fiihre

nun neue Elemente x1,...,2,_1 € B ein, und zwar
S Sn—
ry=b1 =0, ..., Tp1=bp1 b,
mit gewissen Exponenten si,...,s,_1 € N— {0}, deren Wahl noch zu

prézisieren ist. Es gilt dann
B= K[bl,,bn] = K[‘Tl?...,(ﬂn_l,bn].

Indem man b; = x;+b%, 7 = 1,...,n—1, in die Relation (*) einsetzt und
Potenzen b;* = (z; + b5)" aufspaltet in 05" sowie Terme niedrigeren
Grades in b, ergibt sich eine neue Relation der Form

(**) Z al/l“'VnbfllV1+-..+Snfll/n71+l/n + f(xla e T, bn> =0.
(vi..vn)€l

Dabei ist f(xy,...,2,—1,b,) ein polynomialer Ausdruck in b, mit Ko-
effizienten in K[zi,...,2,_1], wobei der zugehorige Grad in b, echt
kleiner ist als das Maximum aller Zahlen sjvq + ... 4+ Sp—1Vp—1 + Uy
mit (v1,...,v,) € I. Wie man leicht einsehen kann, lassen sich die
Zahlen sq,...,s,_1 € N so wéhlen, dass die in (%) auftauchenden Ex-
ponenten s1v1 +. ..+ 8,1V, 1+, zu Indextupeln (v, ... ,v,) € I alle
verschieden sind. Man wéhle nédmlich ¢ € N grofler als das Maximum
aller vy, ..., v, mit (v1,...,v,) € I und setze

n—1 1
Slzt ,...,Sn_lzt.

Fasst man nun (%) als polynomiale Gleichung in b,, mit Koeffizienten
aus K [xy,..., 1, 1] auf, so iiberwiegt ein Term der Form ab® mit ei-
nem Koeffizienten a € K* dem Grade nach alle anderen Terme. Wir
erhalten daher nach Multiplikation mit @' aus (*x) eine ganze Glei-
chung von b,, iiber K [z1, ..., x,_1], und es folgt mit Korollar 4, dass die
Erweiterung K[x1,...,2,_1] < B endlich ist. Sind nun zy,..., 2,1
algebraisch unabhéingig iiber K, so ist man fertig. Ansonsten wendet
man das beschriebene Verfahren erneut an, und zwar nunmehr auf den
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Ring K[z1,...,2,-1]. In dieser Weise fahrt man fort, bis man schlief-
lich zu einem iiber K algebraisch unabhéngigen System x1,...,z, ge-
langt. Dass die Erweiterung K [z1, ..., x,] < B endlich ist, ergibt sich
mit Korollar 5. O

Man kann zeigen, dass die Zahl r in der Aussage des Noetherschen
Normalisierungssatzes eindeutig bestimmt ist; es ist r die so genannte
Dimension des Ringes B. Fiir den Fall, dass B ein Integritatsring ist,
ldsst sich die Eindeutigkeit von r leicht auf eine entsprechende Eindeu-
tigkeitsaussage iiber den Transzendenzgrad von Korpererweiterungen,
vgl. 7.1/5, zuriickfithren. Wir wollen dies im Vorgriff auf 7.1 hier kurz
erkldren. Ist namlich fiir iiber K algebraisch unabhéngige Elemente
x1,...,2x, € B die Erweiterung K[x1,...,2,] < B endlich, so ist der
Quotientenkorper Q(B) algebraisch iiber der rein transzendenten Er-
weiterung K (zy,...,x,) von K. Folglich bilden zy, ..., z, eine Trans-
zendenzbasis von Q(B)/ K, vgl. 7.1/2, und es gilt transgrad ,Q(B) = r.

Wir wollen als Anwendung des Noetherschen Normalisierungssat-
zes noch zeigen, dass, wie bereits eingangs erwahnt, eine endlich er-
zeugte Korpererweiterung nicht unbedingt eine Ringerweiterung von
endlichem Typ zu sein braucht. Wir beginnen mit einem Hilfsresultat.

Lemma 7. Fs sei A — B eine ganze Erweiterung von Integritdts-
ringen. Ist dann einer der Ringe A oder B ein Kérper, so auch der
andere.

Beweis. Sei A ein Korper und b # 0 ein Element von B. Es erfiillt dann
b eine ganze Gleichung iiber A, etwa

"+ a b+ . +a, =0, ai,...,a, € A.

Indem wir im Quotientenkérper von B mit einer geeigneten Potenz
von b~! multiplizieren, kénnen wir a, # 0 voraussetzen. Dann folgt
wegen a, ! € A

b= —a,' (V" +ab" 7+ .. 4 a,1) € B,

und B ist Korper.
Ist umgekehrt B ein Korper, so betrachte man ein Element a € A,
a # 0. Dann erfiillt a=! € B eine ganze Gleichung iiber A, etwa
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a"+aa "+, +a,=0, ay,...,a, € A,

und es folgt

al=—a1 —aa—...—aa”t € A,

d. h. A ist ein Korper. [

Korollar 8. Man betrachte eine Kérpererweiterung K C L, derart
dass L = Klzy,...,x,] fir gewisse Elemente x1,...,x, € L gilt,
d. h. die Ringerweiterung K C L sei von endlichem Typ. Dann ist die
Erweiterung K C L bereits endlich.

Beweis. Aufgrund des Noetherschen Normalisierungssatzes gibt es iiber
K algebraisch unabhéngige Elemente y1, ..., ¥, in L, so dass die Ring-
erweiterung K [yi,...,y,] < L endlich ist. Mit L ist nach Lemma 7
auch K[yi,...,y,] ein Koérper. Ein Polynomring {iber K in r Varia-
blen kann fiir » > 0 aber niemals ein Korper sein. Also folgt notwendig
r =0, und es ist die Erweiterung K < L bereits endlich. [

Eine Situation wie in Korollar 8 lédsst sich leicht herstellen, wenn
man Polynomringe modulo maximaler Ideale betrachtet.

Korollar 9. Es sei K[X,...,X,] der Polynomring in n Variablen
iiber einem Korper K und m C K[X3,...,X,] ein maximales Ideal.
Dann ist die kanonische Abbildung K — K[Xy,...,X,]/m = L
endlich und folglich L/ K eine endliche Kdrpererweiterung.

Beweis. Es gilt L = K[z1,...,x,], wobei x; € L jeweils die Restklasse
der Variablen X; bezeichne. Weiter ist L ein Korper, da m ein maxi-
males Ideal in K[Xy,...,X,] ist. Daher kénnen wir mit Korollar 8
schliefen, dass L/K eine endliche Koérpererweiterung ist. 0

Betrachten wir zu einem Koérper K den Funktionenkorper K (X)
in einer Variablen X iiber K, so ist die Korpererweiterung K (X)/K
zwar endlich erzeugt, nédmlich von der Variablen X, aber nach Ko-
rollar 8 als Ringerweiterung nicht von endlichem Typ, da der Grad
[K(X) : K] unendlich ist. Damit haben wir eingesehen, dass, wie
eingangs bemerkt, die Eigenschaften “endlich erzeugt” und “von end-
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lichem Typ” bei Korpererweiterungen im Allgemeinen nicht d4quivalent
sind.

Aufgaben

1. Es sei A C B eine ganze Ringerweiterung. Man diskutiere die Frage, ob
man zu einem Element b € B “das” Minimalpolynom tber A erkliren
kann. Als Beispiel betrachte man die Erweiterung

A={> X' € K[X]; 1 =0} C K[X] =B,

wobei K[X] der Polynomring einer Variablen tber einem Kérper K
set.

2. Fiir einen Ringhomomorphismus A — B bezeichne A die Menge der-
jenigen Elemente aus B, die ganz iiber A sind. Man zeige, dass A ein
Unterring von B ist, mit der Eigenschaft, dass A — B sich zu einem
ganzen Homomorphismus A — A beschrinkt. Es heifit A der ganze
Abschluss von A in B.

3. Es sei A ein faktorieller Ring. Man zeige, dass A ganz abgeschlossen in
seinem Quotientenkorper ist, d. h. dass der ganze Abschluss von A in
Q(A) im Sinne von Aufgabe 2 mit A {ibereinstimmt.

4. Essei p: A — A’ eine ganze Ringerweiterung. Man zeige, dass fiir jedes
maximale Ideal m’ C A’ auch das Ideal ¢~ !(m’) C A maximal ist und
dass es umgekehrt zu jedem maximalen Ideal m C A ein maximales
Ideal m’ C A’ mit ¢~ '(m’) = m gibt. (Hinweis: Zu einem maximalen
Ideal m C A betrachte man das multiplikative System S = A — m, so-
wie die zugehérigen Bruchringe S~'A und S~'A’ gem&B Abschnitt 2.7.
Man darf zudem benutzen, dass jeder von Null verschiedene Ring ein
maximales Ideal besitzt; vgl. 3.4/6.)

3.4 Algebraischer Abschluss eines Korpers

Ziel dieses Abschnittes ist es, zu einem Korper K einen algebraischen
Abschluss, d. h. einen minimalen algebraischen Erweiterungskorper K
zu konstruieren, so dass jedes nicht-konstante Polynom aus K [X] eine
Nullstelle in K besitzt. Wir beginnen mit dem bereits verschiedent-
lich erwahnten Verfahren von Kronecker, welches es erlaubt, zu einem
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nicht-konstanten Polynom f € K[X] einen endlich algebraischen Er-
weiterungskorper L/ K zu konstruieren, derart dass f eine Nullstelle in
L besitzt.

Satz 1. Sei K ein Korper und f € K[X] ein Polynom vom Grad > 1.
Dann existiert eine endliche algebraische Korpererweiterung K C L,
so dass f eine Nullstelle in L besitzt. Ist f irreduzibel, so kann man

L:=K[X]/(f) setzen.

Beweis. Man kann f als irreduzibel annehmen; ansonsten betrachte
man eine Primfaktorzerlegung von f und ersetze f durch einen seiner
irreduziblen Faktoren. Es ist dann (f) gemé$ 2.4/6 ein maximales Ideal
in K[X] und folglich L := K[X]/(f) ein Korper. Man bilde nun die
Komposition

K < K[X] " K[X1/(f) = L.

wobei 7 der kanonische Epimorphismus sei. Der resultierende Homo-
morphismus K — L ist als Homomorphismus zwischen Korpern in-
jektiv, und wir konnen L als Erweiterungskoérper von K auffassen,
indem wir K mit seinem Bild unter K\ — L identifizieren. Man setze
nun z ;= 7(X). Mit f =" X" folgt dann

fla) = icw — i am(X)i = w(i cin) — 7(f) =0,

d. h. z ist Nullstelle von f. Somit ist = algebraisch iiber K, und es
gilt L = K(x). Nimmt man f als normiert an, so erkennt man f als
das Minimalpolynom von z iiber K, und es ergibt sich mit 3.2/6, dass
L/K eine endliche Kérpererweiterung vom Grad n = grad f ist. OJ

Bei dem Verfahren von Kronecker sagt man, dass L aus K durch
Adjunktion einer Nullstelle z von f konstruiert wird. Die Nullstel-
le x von f wird sozusagen “erzwungen”, indem man ausgehend von
K[X] den Restklassenring L = K[X]/(f) bildet. Man kann dann
iitber L einen Linearfaktor von f abspalten und das Verfahren wieder-
holen. Nach endlich vielen Schritten gelangt man so zu einem Erweite-
rungskorper K’ von K, iiber dem f komplett in Linearfaktoren zerfillt.
Im Prinzip miisste man dieses Verfahren fiir alle nicht-konstanten Po-
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lynome in K[X] gleichzeitig anwenden, um einen algebraischen Ab-
schluss von K zu konstruieren.

Definition 2. Ein Kérper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls
jedes nicht-konstante Polynom f aus K|[X] eine Nullstelle in K
besitzt oder, mit anderen Worten, falls f in K[X] wollstandig in
Linearfaktoren zerfillt. Letzteres bedeutet, dass f eine Darstellung
f = cl;(X — ;) mit einer Konstanten ¢ € K* sowie Nullstellen
a; € K besitzt.

Bemerkung 3. Fin Kérper K ist genau dann algebraisch abgeschlos-
sen, wenn er keine echten algebraischen Korpererweiterungen L/K
zuldsst.

Beweis. Sei K algebraisch abgeschlossen und K C L eine algebrai-
sche Korpererweiterung. Ist dann o € L mit zugehorigem Minimal-
polynom f € K[X], so zerfillt f iiber K in Linearfaktoren, ist also
linear, da irreduzibel. Dies ergibt a € K und somit L. = K. Es sei nun
umgekehrt bekannt, dass K keine echten algebraischen Erweiterungen
zuldsst. Man betrachte dann ein Polynom f € K[X] mit grad f > 1.
Nach dem Verfahren von Kronecker kann man eine algebraische Erwei-
terung L/K konstruieren, so dass f eine Nullstelle in L hat. Aufgrund
unserer Annahme gilt dann L = K, so dass f schon eine Nullstelle in
K hat. Damit sieht man, dass K algebraisch abgeschlossen ist. [

Theorem 4. Zu jedem Korper K gibt es einen algebraisch abgeschlos-
senen Erweiterungskorper L.

Zum Beweis bendtigen wir die Existenz maximaler Ideale in Ringen
R # 0. Wir wollen diese aus dem Zornschen Lemma ableiten, dessen
Aussage wir im Folgenden erldutern.

Es sei M eine Menge. Eine (partielle) Ordnung auf M ist eine
Relation <,! so dass gilt:

! Eine Relation auf M ist eine Teilmenge R C M x M, wobei wir im vorliegenden
Fall < y anstelle von (x,y) € R schreiben.
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r <z fir allex € M (Reflexivitét)
r<y,y<z = x<z (Transitivitét)
r<y,y<r = x=y (Antisymmetrie)

Die Ordnung heift total, wenn fiir je zwei Elemente x,y € M stets
xr <y oder y < x gilt, d. h. wenn alle Elemente aus M miteinander
vergleichbar sind.

Die gewohnliche Groflenrelation < zwischen reellen Zahlen stellt
eine totale Ordnung auf R dar. Man kann aber auch von einer Menge
X ausgehen und M als Potenzmenge von X definieren. Dann ist die
Inklusion von Teilmengen in X eine partielle Ordnung auf M. Diese
ist im Allgemeinen nicht total, da fiir U, U" C X weder U C U’ noch
U’ C U zu gelten braucht. In dhnlicher Weise kann man fiir einen Ring
R die Menge M aller echten Ideale a C R mit der Inklusion als Ord-
nung betrachten. Es ist a genau dann ein maximales Ideal in R, wenn
a maximales Element von M ist. Wir wollen diese Sprechweise prézi-
sieren, indem wir fiir eine Menge M mit partieller Ordnung < und ein
Element a € M erklaren:

a heilt grifites Element von M, wenn z < a fiir alle x € M gilt.

a heiflt mazrimales Element von M, wenn aus a < x mit x € M
stets a = x folgt.

a heifit obere Schranke fiir eine Teilmenge N C M, wenn x < a fiir
alle r € N gilt.

Gibt es in M ein grofites Element a, so ist a das einzige maxi-
male Element in M; es ist a als grofites Element eindeutig bestimmt.
Im Allgemeinen gibt es jedoch in einer partiell geordneten Menge M
verschiedene maximale Elemente und damit kein grofites Element.

Lemma 5 (Zorn). Es sei M eine partiell geordnete Menge. Jede
(beziiglich der induzierten Ordnung) total geordnete Teilmenge von M
habe eine obere Schranke in M. Dann besitzt M ein maximales FEle-
ment.>

2 Man beachte: Die leere Teilmenge in M ist streng geordnet und besitzt daher
aufgrund der Voraussetzung des Lemmas eine obere Schranke in M. Insbesondere
wird auf diese Weise M # () gefordert.
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Beziiglich einer elementaren Herleitung der Aussage sei auf [12],
Appendix 2, §2, verwiesen. Man muss allerdings hinzufiigen, dass das
Lemma von Zorn axiomatischen Charakter hat. Es ist dquivalent zum
so genannten Auswahlaxiom, welches besagt, dass das Produkt einer
nicht-leeren Familie nicht-leerer Mengen nicht leer ist. Als Anwendung
wollen wir zeigen:

Satz 6. Es sei R ein Ring und a C R ein echtes Ideal. Dann besitzt R
ein mazimales Ideal m mit a C m. Insbesondere besitzt also jeder Ring
R # 0 ein mazimales Ideal.

Beweis. Es sei M die Menge der echten Ideale b C R, welche a umfas-
sen. Dann ist M partiell geordnet beziiglich der Inklusion von Idealen.
Das Ideal a gehort zu M, also gilt M # (). Des Weiteren besitzt je-
de total geordnete Teilmenge N C M eine obere Schranke in M. Sei
niamlich N eine solche Teilmenge, wobei wir N # () annehmen diirfen.
Dann ist ¢ = [,y b ein echtes Ideal in R, welches a umfasst, wie man
leicht unter Benutzung der totalen Ordnung auf N verifiziert, also als
Element von M obere Schranke zu N. Folglich besitzt M nach dem
Lemma von Zorn ein maximales Element und somit R ein maximales
Ideal m mit a C m. O]

Beweis zu Theorem 4. Wir sind nun in der Lage, zu einem Korper K
die Existenz eines algebraisch abgeschlossenen Oberkorpers L nachzu-
weisen. Das Verfahren, welches wir benutzen, verwendet den Polynom-
ring in unendlich vielen Variablen iiber K und geht zuriick auf E. Artin.
In einem ersten Schritt konstruieren wir einen Erweiterungskorper L,
von K, so dass jedes Polynom f € K[X] mit grad f > 1 eine Nullstel-
le in L besitzt. Hierzu betrachten wir ein System X = (Xy)se; von
Variablen, indiziert durch die Indexmenge

I={feK[X]; grad f > 1},
sowie den Polynomring K [X]. In K[X] liegt das Ideal
a=(f(Xyp); fel),

erzeugt von der Familie der Polynome f(X), wobei die Variable X in
f jeweils durch X ersetzt ist. Wir behaupten, dass a ein echtes Ideal
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in K[X] ist. Angenommen, dies ist nicht der Fall. Dann gilt 1 € a, und
es gibt eine Gleichung

Zgz'fz‘(Xfi) =1

mit fi,...,fn € I und ¢y,...,9, € K[X]. Nun existiert aber, wenn
wir etwa das Verfahren von Kronecker auf die Polynome f; anwen-
den, ein Erweiterungskorper K’ von K, so dass jedes f; eine Nullstelle
«; in K" hat. Wir diirfen dann in obiger Gleichung «; fiir Xy, sub-
stituieren, 1 = 1,...,n, indem wir den Einsetzungshomomorphismus
K[X] — K’ betrachten, der fiir Xy, jeweils «; einsetzt und fiir die
restlichen Variablen einen beliebigen Wert aus K’, etwa 0. Dann ergibt
sich 0 auf der linken Seite der Gleichung im Widerspruch zu 1 auf der
rechten. Es ist somit a ein echtes Ideal in K [X] wie behauptet.

Man wéhle nun geméf Satz 6 ein maximales Ideal m C K[X],
welches das Ideal a enthélt. Dann ist L; = K[X]/m ein Korper. Fasst
man L; beziiglich der kanonischen Abbildungen

K— K[X] — K[X]/m =L,

als Erweiterungskorper von K auf, so sieht man dhnlich wie beim Ver-
fahren von Kronecker, dass fiir f € I die zu X; € K[X] gehorige
Restklasse X ; in K [X]/m eine Nullstelle von f € K[X] ist. Die Null-
stellen sind formal bei der Restklassenbildung modulo a bzw. m er-
zwungen worden.

Um den Beweis von Theorem 4 zu beenden, verfahren wir fol-
gendermaflen. Durch Iteration der gerade beschriebenen Konstruktion
erhélt man eine Korperkette

K=LyCcLiCL,C...,

so dass jedes Polynom f € L,[X] mit grad f > 1 eine Nullstelle in
L,1 hat. Es ist dann
L=|JL.
n=0

als Vereinigung einer aufsteigenden Kette von Koérpern selbst wieder
ein Korper, und wir behaupten, dass L algebraisch abgeschlossen ist.
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Sei namlich f € L[X] mit grad f > 1. Dann gibt es, da f nur endlich
viele von 0 verschiedene Koeflizienten hat, ein n € N mit f € L, [X].
Es folgt, dass f eine Nullstelle in L,,,; und damit in L hat. Somit ist L

algebraisch abgeschlossen, die Aussage von Theorem 4 also bewiesen.
O

Es soll hier vermerkt werden, dass in der Situation des vorstehen-
den Beweises bereits L = Ly gilt; vgl. Aufgabe 10 in Abschnitt 3.7.
Um dies einzusehen, sind allerdings Hilfsmittel erforderlich, die uns im
Moment noch nicht zur Verfiigung stehen.

Korollar 7. Es sei K ein Korper. Dann gibl es einen algebraisch
abgeschlossenen Oberkdrper K von K, so dass K algebraisch iber K
ist; man nennt K einen algebraischen Abschluss von K.

Beweis. Wenn man die soeben durchgefiihrte Konstruktion eines alge-
braisch abgeschlossenen Erweiterungskorpers L zu K verfolgt, so kann
man leicht feststellen, dass L algebraisch iiber K ist und somit die
Eigenschaften eines algebraischen Abschlusses von K besitzt. Es wird
namlich die Erweiterung L, /L,_; nach Konstruktion jeweils von ei-
ner Familie algebraischer Elemente erzeugt, so dass L, /L, 1 gemif
3.2/11 algebraisch ist. Dann folgt auf induktive Weise mit 3.2/12, dass
alle L,, algebraisch iiber K sind, d. h. es ist L als Vereinigung der L,
algebraisch {iber K.

Man kann fiir einen beliebigen algebraisch abgeschlossenen Erwei-
terungskorper L von K aber auch folgendermafien vorgehen. Man setze

K= {a € L; « ist algebraisch iiber K}.

Es ist dann K ein Korper, also ein algebraischer Erweiterungskorper
von K, da mit o, 3 € K auch K(a,8) C K gilt. Weiter ist K alge-
braisch abgeschlossen, denn ist f € K[X] mit grad f > 1, so hat f
eine Nullstelle « in L. Letztere ist algebraisch iiber K und mit 3.2/12
algebraisch iiber K, so dass sich v € K ergibt. [

Als Beispiel kénnen wir hier die (noch nicht bewiesene) Tatsache
anfiihren, dass C ein algebraischer Abschluss von R ist. Weiter konnen
wir einen algebraischen Abschluss Q von Q erkldren durch
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Q= {a € C; « ist algebraisch iiber Q}

Es gilt dann Q # C, da C auch Elemente wie e oder 7 besitzt, die
transzendent, also nicht algebraisch iiber @Q sind. Die Ungleichung
Q # C lisst sich andererseits auch durch ein Méchtigkeitsargument
begriinden, wenn man benutzt, dass der algebraische Abschluss eines
Korpers bis auf (nicht-kanonische) Isomorphie eindeutig ist (siehe Ko-
rollar 10). Es ist ndmlich C von iiberabzidhlbarer Méachtigkeit, wihrend
die explizite Konstruktion eines algebraischen Abschlusses von QQ mit
dem Beweis zu Theorem 4 zeigt, dass Q abzihlbar ist.

Wir wollen abschlielend noch zeigen, dass je zwei algebraische Ab-
schliisse eines Korpers K isomorph sind (wobei es im Allgemeinen ver-
schiedene solcher Isomorphismen gibt). Hierzu miissen wir das Problem
der Fortsetzbarkeit von Kérperhomomorphismen K — L auf alge-
braische Erweiterungen K'/K studieren. Wir wollen aber bereits an
dieser Stelle darauf hinweisen, dass die nachstehend in Lemma 8 und
Satz 9 bewiesenen Resultate nicht nur fiir die Frage der Eindeutigkeit
des algebraischen Abschlusses von Interesse sind, sondern beispielswei-
se bei der Charakterisierung separabler Erweiterungen in 3.6 sowie fiir
die Galois-Theorie in 4.1 eine fundamentale Rolle spielen.

Wir benétigen noch eine bequeme Notation fiir den Transport von
Polynomen mittels Homomorphismen. Ist 0: K — L ein Korperho-
momorphismus und K[ X ] — L[X] der induzierte Homomorphismus
der Polynomringe, so bezeichnen wir fiir f € K[X] das Bild in L[X]
mit f?. Es folgt unmittelbar, dass fiir jede Nullstelle « € K von f
deren Bild o(«) eine Nullstelle von f7 ist.

Lemma 8. FEs sei K ein Korper und K' = K(«) eine einfache alge-
braische Kérpererweiterung von K mit Minimalpolynom f € K[X] zu
a. Weiter sei 0: K — L ein Kdrperhomomorphismus.

(i) Ist 0’2 K" — L ein Kdrperhomomorphismus, welcher o fort-
setzt, so ist o'(a) Nullstelle von f°.

(ii) Umgekehrt gibt es zu jeder Nullstelle f € L von f° € L[X]
genau eine Fortsetzung o' : K' — L von o mit o'(a) = f.

Insbesondere ist die Anzahl der verschiedenen Fortsetzungen o’ von

o gleich der Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f? in L, also
< grad f.
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Beweis. Fir jede Fortsetzung o’': K’ — L von o folgt aus f(a) = 0
notwendig f?(o’(a)) = o'(f(«)) = 0. Da weiter K/ = K [a] nach 3.2/9
gilt, ist eine Fortsetzung o’: K’ — L von ¢ schon eindeutig durch das
Bild ¢’(«) bestimmt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass zu gegebener Nullstelle 5§ € L von
f7 eine Fortsetzung o’: K’ — L zu o existiert mit o’(«) = /5. Hierzu
betrachte man die Substitutionshomomorphismen

p: K[X] — Kla], g+ g(a),
Y K[X] — L, g+— 9°(8).

Es gilt (f) = ker ¢ nach 3.2/5 sowie (f) C ker wegen f7(5) = 0. Be-
zeichnet m: K[X] — K[X]/(f) die kanonische Projektion, so erhélt
man aufgrund des Homomorphiesatzes 2.3/4 ein kommutatives Dia-
gramm

K[X]

K[a]~Z K[X]/(f) 2~ L

mit eindeutig bestimmten Homomorphismen ¥ und 1. Da @ ein Iso-
morphismus ist, erkennt man o’ := 1) o o ! als Fortsetzung von ¢ mit

o'(a) = . O

Satz 9. Es sei K C K' eine algebraische Korpererweiterung und
o: K — L ein Korperhomomorphismus mit Bild in einem algebra-
1sch abgeschlossenen Korper L. Dann gibt es zu o eine Fortsetzung
o' K' — L. Ist zusdtzlich K' algebraisch abgeschlossen und L alge-
braisch iber o(K), so ist jede Fortsetzung o’ von o ein Isomorphismus.

Beweis. Die wesentliche Arbeit wurde bereits in Lemma 8 geleistet,
wir miissen lediglich noch das Lemma von Zorn anwenden. Sei also M
die Menge aller Paare (F, 7), bestehend aus einem Zwischenkorper F,
K C F C K’ und einer Fortsetzung 7: F — L von o. Es ist dann M
partiell geordnet unter der Groflenrelation <, wenn wir (F,7) < (F',7')
setzen, falls F C F' und 7'|p = 7 gilt. Da (K,0) zu M gehort, ist M
nicht leer. Auflerdem folgt mit dem iiblichen Vereinigungsargument,
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dass jede total geordnete Teilmenge von M eine obere Schranke be-
sitzt. Somit sind die Voraussetzungen zum Lemma von Zorn erfiillt,
also enthélt M ein maximales Element (F, 7). Es gilt dann notwendig
F = K’ denn sonst konnte man ein Element o« € K’ — F wihlen und 7
mit Hilfe von Lemma 8 fortsetzen zu 7: F'(a) — L, im Widerspruch
zur Maximalitdt von (F,7). Damit ist die Existenz der gewiinschten
Fortsetzung o’: K/ — L von o nachgewiesen.

Ist nun zusétzlich K’ algebraisch abgeschlossen, so ist auch o’ (K")
algebraisch abgeschlossen. Ist weiter L algebraisch iiber o(K), so ins-
besondere auch tiber ¢’'(K”), und es folgt ¢/(K’) = L mit Bemerkung 3.
Da Korperhomomorphismem stets injektiv sind, ist ¢’ ein Isomorphis-
mus. OJ

Korollar 10. Es seien K, und Ko zwei algebraische Abschliisse eines
Kérpers K. Dann existiert ein (im Allgemeinen nicht-kanonischer)
Isomorphismus K1 =% Ko, welcher die Identitit K — K fortsetzt.

Aufgaben

1. Es sei f € Q[X] ein Polynom vom Grad > 1. Warum ist es leichter,
eine Nullstelle von f im “Sinne der Algebra” zu konstruieren als im
“Sinne der Analysis”?

2. Warum lisst sich die Erxistenz eines algebraischen Abschlusses K zu
einem Kérper K nicht auf folgende Weise begriinden: Man betrachte
samtliche algebraischen Erweiterungen von K. Da fiir eine beztiglich der
Inklusion total geordnete Familie (K;);c; algebraischer Erweiterungen
von K auch deren Vereinigung \J,c; K; eine algebraische Erweiterung
von K ist, liefert das Lemma von Zorn die Existenz einer mazimalen
algebraischen Erweiterung, also eines algebraischen Abschlusses von K.

3. Warum sollte man verschiedene algebraische Abschliisse eines Kéorpers
K unterscheiden und nicht von “dem” algebraischen Abschluss von K
reden?

4. Sei K ein Korper und f € K[X] ein Polynom vom Grad > 0. Man
zeige: Ist m C K[X] ein maximales Ideal mit f € m, so kann man
L = K[X]/m als algebraischen Erweiterungskoérper von K auffassen,
wobei f eine Nullstelle in L hat. Es stimmt L iiberein mit demje-
nigen Erweiterungskorper, den man bei Anwendung des Verfahrens
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von Kronecker auf einen geeigneten irreduziblen Faktor von f erhal-
ten wiirde.

5. Sei K ein algebraischer Abschluss eines Korpers K. Man zeige: Ist K
abzihlbar, so auch K.

6. Man zeige, dass jeder algebraisch abgeschlossene Kérper unendlich viele
Elemente besitzt.

7. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung vom Grad [L : K| = n. Fiir
ein Element « € L gebe es Automorphismen o;: L — L, i=1,...,n,
mit 0;|x = idg und o;(a) # oj(e) fiir i # j. Man beweise: L = K(«).

8. Sei Q ein algebraischer ‘Abschluss von Q. Man bestimme alle Homomor-
phismen Q(v/2,i) — Q sowie deren Bilder.

3.5 Zerfillungskorper

Wir beginnen in diesem Abschnitt mit einigen Vorbereitungen zur
Galois-Theorie. Als Hilfsmittel verwenden wir dabei die im vorigen
Abschnitt bewiesene Existenz algebraisch abgeschlossener Korper so-
wie die Resultate 3.4/8 und 3.4/9 iiber die Fortsetzung von Korper-
homomorphismen. Sind L/K und L'/K zwei Korpererweiterungen
und ist 0: L — L’ ein Homomorphismus, so nennen wir o einen
K-Homomorphismus, wenn o eine Fortsetzung der Identitdt K — K
ist.

Definition 1. Es sei § = (fi)icr, fi € K[X], eine Familie nicht-
konstanter Polynome mit Koeffizienten aus einem Korper K. Fin Fr-
weiterungskorper L von K heifit Zerfallungskorper (iber K) der Fa-
milie §, wenn gilt:

(i) Jedes f; zerfdllt iber L wvollstindig in Linearfaktoren.

(ii) Die Korpererweiterung L/K wird von den Nullstellen der f;
erzeugt.

Im einfachsten Fall besteht § nur aus einem einzigen Polynom
f € K[X]. Ist K ein algebraischer Abschluss von K und sind
ai,...,a, die Nullstellen von f in K, so ist L = K(ai,...,a,) ein
Zerfallungskorper von f iiber K. In gleicher Weise zeigt man, dass
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Zerfallungskorper fiir beliebige Familien § von nicht-konstanten Poly-
nomen f; € K[X] existieren: Man wéhle einen algebraischen Abschluss
K von K und definiere L als denjenigen Teilkorper von K, welcher iiber
K von allen Nullstellen der f; erzeugt wird. Besteht die Familie § nur
aus endlich vielen Polynomen fi, ..., f,, so ist jeder Zerfallungskorper
des Produktes f;-...- f,, auch Zerfallungskorper von § und umgekehrt.

Satz 2. Es seien Ly, Ly zwei Zerfillungskorper einer Familie § nicht-
konstanter Polynome f; € K[X]| mit Koeffizienten aus einem Korper
K. Dann beschrinkt sich jeder K-Homomorphismus @: Ly — Lo, wo-
bei Lo ein algebraischer Abschluss von Lo sei, zu einem Isomorphismus
o: L1 = L.

Da sich die Inklusion K < Ly gemiB 3.4/9 zu einem K-Homo-
morphismus ¢: L1 —> Ly fortsetzen lasst, folgt insbesondere, dass L
und Ly K-isomorph sind. Somit ergibt sich als direkte Folgerung:

Korollar 3. Je zwei Zerfillungskorper einer Familie nicht-konstanter
Polynome aus K[X] sind iber K (im Allgemeinen nicht-kanonisch)
1somorph.

Beweis von Satz 2. Wir nehmen zunéchst an, dass § nur aus einem
einzigen Polynom f besteht, wobei wir f als normiert voraussetzen
diirfen. Sind ay,...,a, die Nullstellen von f in L; und by,...,b, die
Nullstellen von f in Ly C Lo, so gilt

FF=11(X =) = [[(X - b).

Daher bildet & die Menge der a; bijektiv auf die Menge der b; ab, und
es folgt

Ly=K(by,...,b,) = K(o(a),...,5(a,)) =7(Ly),

d. h. @ beschrinkt sich wie behauptet zu einem K-Isomorphismus
o: L1 — Lo.

Mit dem soeben bewiesenen Spezialfall folgt die Behauptung des
Satzes auch fiir endliche Familien §, indem wir L; und Lo als Zer-
fallungskorper des Produkts aller Polynome aus § auffassen. Hieraus
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wiederum ergibt sich der Allgemeinfall unmittelbar, da L; und Lo als
Vereinigung von Zerfiallungskérpern zu endlichen Teilfamilien von §
darstellbar sind. OJ

Wir wollen die Eigenschaft eines Korpers, Zerfillungskorper einer
Familie von Polynomen aus K [X] zu sein, durch dquivalente Bedin-
gungen charakterisieren und im Anschluss hieran den Begriff normaler
Korpererweiterungen einfiihren.

Theorem 4. Es sei K ein Korper, L ein algebraischer Erweite-
rungskorper von K. Dann ist dquivalent:

(i) Jeder K-Homomorphismus L — L in einen algebraischen Ab-
schluss L von L beschrinkt sich zu einem Automorphismus von L.

(ii) Fs ist L Zerfallungskorper einer Familie von Polynomen aus
K[X].

(iii) Jedes irreduzible Polynom aus K[X], welches in L eine Null-
stelle besitzt, zerfallt iber L wvollstindig in Linearfaktoren.

Definition 5. Eine algebraische Korpererweiterung K C L heifst nor-
mal, wenn die dquivalenten Bedingungen von Theorem 4 erfillt sind.

Beweis von Theorem 4. Wir beginnen mit der Implikation von (i) nach
(iii). Sei also f € K[X] irreduzibel und a € L eine Nullstelle von f. Ist
b € L eine weitere Nullstelle von f, so erhalten wir unter Benutzung von
3.4/8 einen K-Homomorphismus o: K (a) — L mit o(a) = b. Es lisst
sich dann o gemif 3.4/9 zu einem K-Homomorphismus ¢’: L — L
fortsetzen. Ist nun Bedingung (i) gegeben, so gilt ¢’(L) = L und so-
mit b = o'(a) € L. Folglich sind alle Nullstellen von f bereits in L
enthalten, und f zerfillt {iber L in Linearfaktoren.

Als Néchstes zeigen wir, dass (iii) die Bedingung (ii) impliziert. Sei
(a;)iesr eine Familie von Elementen aus L, so dass die a; die Korper-
erweiterung L/K erzeugen. Sei jeweils f; das Minimalpolynom von q;
iiber K. Da alle f; gemaf (iii) tiber L vollstdndig in Linearfaktoren
zerfallen, ist L Zerfallungskorper der Familie § = (f;)ies-

Sei schlielich Bedingung (ii) gegeben, also L Zerfillungskorper
einer Familie § von Polynomen aus K[X], und sei 0: L — L ein
K-Homomorphismus. Dann ist mit L auch o (L) Zerfallungskoérper von
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T, und es folgt o(L) = L, da beide Korper Teilkérper von L sind; vgl.
hierzu auch Satz 2. 0

Jedes Polynom von Grad 2 zerfillt {iber einem gegebenen Korper in
Linearfaktoren, sofern es dort eine Nullstelle besitzt. Man sieht daher
mittels Bedingung (ii) (oder auch (iii)) von Theorem 4, dass Korper-
erweiterungen vom Grad 2 stets normal sind. Weiter folgt aus dieser
Bedingung:

Bemerkung 6. /st K C L C M eine Kette algebraischer Kdrper-
erweiterungen und ist M /K normal, so auch M/ L.

Der Begriff der normalen Koérpererweiterung verhélt sich jedoch
nicht transitiv. Obwohl Q(v/2)/Q und Q(v/2)/Q(+/2) normal sind, da
vom Grad 2, ist die Korpererweiterung Q(+/2)/Q nicht normal. Das
Polynom X* — 2 etwa ist irreduzibel iiber Q und hat in Q(v/2) die
Nullstelle v/2. Es kann aber iiber @(\‘75) nicht vollsténdig in Linear-
faktoren zerfallen, da die komplexe Nullstelle - /2 nicht zu Q({l/ﬁ) CcR
gehort.

Fiir Anwendungen ist es oft niitzlich, zu wissen, dass man zu ei-
ner algebraischen Korpererweiterung L/K eine normale Hiille bilden
kann. Hierunter versteht man einen Erweiterungskorper L' von L, wo-
bei L'/L algebraisch und L'/K normal ist mit der Eigenschaft, dass
kein echter Teilkorper von L’ diese Bedingungen erfiillt. Es ist also L'
ein “minimaler” Erweiterungskorper von L, so dass L'/ K normal ist.

Satz 7. Es sei L/K eine algebraische Korpererweiterunyg.
(i) Zu L/K gibt es eine normale Hiille L'/ K. Dabei ist L' bis auf

(im Allgemeinen nicht-kanonische) Isomorphie iber L eindeutig be-
sttmmi.

(ii) Es ist L'/ K endlich, falls L/ K endlich ist.

(iii) Ist M/L eine algebraische Kérpererweiterung mit der FEigen-
schaft, dass M /K normal ist, so kann man L' mit L C L' C M wdihlen.
Als Teilkérper von M ist L' eindeutig bestimmt. Ist (0;);cr das System
aller K-Homomorphismen von L nach M, so gilt L' = K (o;(L);i € I).
Man bezeichnet L' auch als die normale Hiille von L in M.
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Beweis. Es gelte L = K(2), wobei A = (a;);es eine Familie von Ele-
menten aus L sei. Sei f; jeweils das Minimalpolynom von a; iiber K.
Ist dann M ein algebraischer Erweiterungskorper von L, so dass M /K
normal ist (man kann fiir M etwa einen algebraischen Abschluss von L
wihlen), so zerfallen die Polynome f; geméf Theorem 4 (iii) in M [X]
vollsténdig in Linearfaktoren. Sei L’ der von den Nullstellen der f; iiber
K erzeugte Teilkorper von M, d. h. es ist L ein Zerfallungskorper der
fj-Dann gilt L C L' C M, und esist L'/ K offenbar eine normale Hiille
von L/K. Nach Konstruktion ist L'/K endlich, falls L/K endlich ist.
Umgekehrt iiberlegt man, dass fiir eine normale Hiille L'/ K zu L/ K der
Korper L' notwendigerweise einen Zerfallungskérper der f; enthélt, al-
so wegen der Minimalitatsforderung selbst schon ein Zerfallungskorper
der f; iiber K ist.

Zum Nachweis der Eindeutigkeitsaussage betrachte man nun zwei
normale Hiillen L} /K und L,/ K zu L/K. Es sind dann L} und L, Zer-
fallungskorper der f; iiber K mit L C L}, also auch Zerféllungskorper
der f; iiber L. Aus Korollar 3 folgt die Existenz eines L-Isomorphismus
L} — L). Dies impliziert die Eindeutigkeitsaussage in (i) und mit
Theorem 4 (i) auch die Eindeutigkeitsaussage in (iii).

Um schliellich die in (iii) behauptete spezielle Gestalt von L' zu
verifizieren, betrachte man einen K-Homomorphismus o: L — M.
Dieser iiberfiihrt die Nullstellen der f; wiederum in Nullstellen der
fj, vel. 3.4/8. Da L’ iiber K von diesen Nullstellen erzeugt wird,
ergibt sich K(o;(L);i € I) C L'. Umgekehrt kénnen wir zu jeder
Nullstelle @ € L' eines Polynoms f; ebenfalls gemafl 3.4/8 einen
K-Homomorphismus K (a;) — L' durch a; — a definieren, diesen
mittels 3.4/9 zu einem K-Automorphismus eines algebraischen Ab-
schlusses von L’ fortsetzen sowie anschlieend aufgrund der Normalitét
von L'/K zu einem K-Homomorphismus o: L — L’ beschrénken.
Somit gilt a € K(o;(L);i € I), woraus sich insgesamt die gewiinschte
Beziehung L' = K(o;(L);i € I) ergibt. O

Aufgaben

1. Man gebe eine genaue Begrindung dafir, dass Korpererweiterungen
vom Grad 2 stets normal sind.
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Es sei L ein Erweiterungskorper eines Korpers K, so dass L Zerfdl-
lungskdorper eines nicht-konstanten Polynoms f € K[X] ist. Man ma-
che sich nochmals klar, warum jedes in K[X ] irreduzible Polynom, wel-
ches in L eine Nullstelle besitzt, iber L schon vollstindig in Linearfak-
toren zerfallt.

Es sei K ein Kérper und L ein Zerfillungskorper der Familie aller
nicht-konstanten Polynome in K[X]. Man mache sich klar, dass L ein
algebraischer Abschluss von K ist.

Fiir eine endliche Korpererweiterung L/K zeige man, dass die Bedin-
gung (i) aus Theorem 4 dquivalent zu folgender Bedingung ist:

(") Jeder K-Homomorphismus L — L' in eine endliche Koérpererwei-
terung L’ von L beschrinkt sich zu einem Automorphismus von L.

Man ersetze in Theorem 4 Bedingung (i) durch (i’) und skizziere fiir
endliche Erweiterungen L/K einen Beweis dieses Theorems, der auf die
Benutzung der Existenz eines algebraischen Abschlusses von K verzich-
tet.

Man betrachte L = Q(v/2, i) als Erweiterungskorper von Q.
(i) Man zeige, dass L ein Zerfillungskérper des Polynoms X* —2 iiber
Q ist.
(ii) Man bestimme den Grad von L iiber Q sowie alle Q-Automorphis-
men von L.
(iii) Man zeige L = Q(+/2 + i) unter Verwendung von Aufgabe 7 aus
Abschnitt 3.4.

Man bestimme einen Zerfillungskorper L des Polynoms X4 +2X?2 — 2
iiber Q sowie den Grad [L : Q].

Ist die Koérpererweiterung Q (\/ 2+ \/5) /Q normal?
Es sei K ein Korper und f € K[X] ein Polynom vom Grad n > 0. Sei

L ein Zerfallungskorper von f iiber K. Man zeige:

(i) [L: K] ist ein Teiler von n!.

(ii) Gilt [L: K] =nl, so ist f irreduzibel.
Man bestimme einen Zerfillungskorper L der Familie { X4 + 1, X° + 2}
iiber Q sowie den Grad [L : Q].

Man betrachte das Polynom f = X6 — 7X% 4+ 3X2 + 3 in Q[X] und
in F13[X]. Man zerlege f jeweils in seine irreduziblen Faktoren und
bestimme einen Zerfallungskorper von f iiber Q bzw. Fys.
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11. Esseien K(a)/K und K(f)/K einfache algebraische Kérpererweiterun-
gen mit den Minimalpolynomen f von « bzw. g von f iiber K. Man
zeige: f ist genau dann irreduzibel iiber K (), wenn g irreduzibel iiber
K () ist. Die Irreduzibilitéit ist gegeben, wenn grad f und grad g teiler-
fremd sind.

12. Sei L/K eine normale algebraische Korpererweiterung und f € K[X]
ein normiertes irreduzibles Polynom. In L[ X ] sei f = fy ... f, die Prim-
faktorzerlegung von f, wobei die f; normiert seien. Man zeige, dass es zu
je zwei Faktoren f;, fj, i # j, dieser Zerlegung einen K-Automorphismus
o: L — L gibt mit f; = f7.

13. Seien L/K und L'/K normale algebraische Kérpererweiterungen, und
sei L ein Korper, der L und L’ als Teilkorper enthilt.

(i) Man zeige, dass (L N L')/K eine normale algebraische Korper-
erweiterung ist.

(ii) Man benutze (i), um einen alternativen Beweis zu Satz 7 zu geben.

3.6 Separable Korpererweiterungen

Ist K ein Korper, so ist es zweckméfig, die Nullstellen von Polynomen
f € K[X] in einem algebraischen Abschluss K von K zu betrachten.
Da K bis auf K-Isomorphie eindeutig ist, kénnen viele Aussagen iiber
Nullstellen von Polynomen f unabhingig von der Wahl von K for-
muliert werden; z. B. macht es Sinn, zu sagen, f habe nur einfache
Nullstellen oder f habe mehrfache Nullstellen. Nicht-konstante Poly-
nome, deren Nullstellen sémtlich einfach sind, nennen wir separabel.

Lemma 1. Es sei K ein Korper und f € K[X] ein nicht-konstantes
Polynom.

(i) Die mehrfachen Nullstellen von f (in einem algebraischen Ab-
schluss K von K) stimmen iiberein mit den gemeinsamen Nullstellen
von [ und seiner Ableitung [’ oder, dquivalent hierzu, mit den Null-
stellen von ggT(f, ).

(i) Ist f irreduzibel, so hat f genau dann mehrfache Nullstellen,
wenn die Ableitung f’ verschwindet.
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Beweis. Aussage (i) ist eine Konsequenz von 2.6/3, zumindest wenn
K bereits algebraisch abgeschlossen ist (in Abschnitt 2.6 wurden Null-
stellen von Polynomen f € K[X] stets in K, noch nicht in einem alge-
braischen Abschluss von K betrachtet). Fiir den Allgemeinfall geniigt
es dann, zu bemerken, dass ein in K|[X] gebildeter grofiter gemein-
samer Teiler d = ggT(f, f') zugleich auch grofiter gemeinsamer Teiler
von f und f'in K[X] ist. Um letzteres einzusehen, benutze man die
idealtheoretische Charakterisierung des grofiten gemeinsamen Teilers
in Hauptidealringen 2.4/13. Aus der Gleichung

d-K[X]=[f-K[X]+ [ K[X]

ergibt sich nimlich d - K[X] = f- K[X] + f' - K[X], d. h. es gilt
d = ggT(f, f) auch in K[X].

Zum Nachweis von (ii) wéhle man f irreduzibel, auflerdem sei f
normiert. Ist dann a € K eine Nullstelle von f, so erkennt man f als
das Minimalpolynom von a iiber K. Nach Teil (i) ist a genau dann eine
mehrfache Nullstelle von f, wenn a auch Nullstelle von f’ ist. Da aber
grad ' < grad f gilt und f das Minimalpolynom von a ist, kann a nur
dann eine Nullstelle von f’ sein, wenn f’ das Nullpolynom ist. OJ

Im Falle char K = 0 gilt fiir nicht-konstante Polynome f € K[X]
stets f’ # 0. Daher zeigt Aussage (ii) des Lemmas, dass irreduzible Po-
lynome in Charakteristik 0 immer separabel sind. Andererseits gibt es
in Charakteristik > 0 irreduzible Polynome, die nicht separabel sind.
Es sei etwa p eine Primzahl, ¢ eine Variable und K = F,(t) = Q(F,[t]).
Dann ist X? —¢ als Polynom in K [X ] aufgrund des Eisensteinschen Ir-
reduzibilitéitskriteriums 2.8/1 irreduzibel, wegen f' = pX?~! = 0 aber
nicht separabel. Wir wollen insbesondere den Fall positiver Charakte-
ristik etwas genauer untersuchen.

Satz 2. Es sei K ein Kéorper und f € K[X] irreduzibel.

(i) Falls char K = 0, so ist f separabel.

(ii) Falls char K = p > 0, so wdhle man r € N mazimal mit der
Eigenschaft, dass f ein Polynom in X?" ist, d. h. dass es ein g € K[X]
mit f(X) = g(X?") gibt. Dann hat jede Nullstelle von f die Vielfachheit

p", und es ist g ein irreduzibles Polynom, welches separabel ist. Die
Nullstellen von [ sind gerade die p"-ten Wurzeln der Nullstellen von g.
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Bewets. Der Fall char K = 0 wurde bereits diskutiert, gelte also
char K = p > 0. Weiter sei

f:zn:CiXi, f':iiciXi_l.
=0 i—1

Dann ist f/ = 0 gleichbedeutend mit i¢c; = 0,7 =1,...,n. Da ic; genau
dann verschwindet, wenn p|i oder ¢; = 0 gilt, ist f’ genau dann das
Nullpolynom, wenn es ein h € K[X] mit f(X) = h(X?) gibt.

Es sei nun f(X) = g(X?"), wie in Aussage (ii) beschrieben. Wenden
wir obige Uberlegung auf ¢ anstelle von f an, so folgt ¢’ # 0 aus der
Maximalitdt von r. Aulerdem ist mit f auch g irreduzibel, so dass g
nach Lemma 1 (ii) separabel ist. Sei nun K ein algebraischer Abschluss
von K und

g:H(X—ai), a; € K,
wobei wir f und somit auch ¢ als normiert angenommen haben. Sind
dann ¢; € K mit cfr = a;, so folgt unter Benutzung von 3.1/3

F=TIe =) =TI =)

%

d. h. alle Nullstellen von f haben die Ordnung p". OJ

Wir wollen nun den Separabilititsbegriff allgemeiner fiir algebrai-
sche Korpererweiterungen erkléren.

Definition 3. FEs sei K C L eine algebraische Kérpererweiterung.
Ein Element o € L heifst separabel diber K, wenn o Nullstelle eines
separablen Polynoms aus K|[X] ist oder, was hierzu dquivalent ist,
wenn das Minimalpolynom von « tiber K separabel ist. Es heifit L
separabel tber K, wenn jedes Element o € L im vorstehenden Sinne
separabel iber K ist.

Ein Korper K heifit vollkommen oder perfekt, wenn jede algebrai-
sche Erweiterung von K separabel ist. Als direkte Folgerung kénnen
wir aus Satz 2 (i) ableiten:

Bemerkung 4. In Charakteristik 0 ist jede algebraische Kdérpererwei-
terung separabel, d.h. Korper der Charakteristik 0 sind vollkommen.
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Wir haben bereits gesehen, dass fiir p prim und ¢ eine Variable das
Polynom X?—t € [F,(¢)[ X ] irreduzibel, aber nicht separabel ist. Somit
ist der Korper F,(¢)[X]/(X? — t) nicht separabel tiber F,(¢). In dqui-
valenter Weise kénnen wir sagen, dass die algebraische Korpererweite-
rung F,(t)/F,(t*) nicht separabel ist, denn X? — ¥ ist als irreduzibles
Polynom in F,(#*)[X ] das Minimalpolynom von ¢ iiber F,(t?).

Wir wollen im Folgenden separable algebraische Korpererweiterun-
gen genauer charakterisieren. Insbesondere wollen wir zeigen, dass ei-
ne algebraische Korpererweiterung bereits dann separabel ist, wenn
sie von separablen Elementen erzeugt wird. Als technisches Hilfsmittel
bendtigen wir die Notation des Separabilitdtsgrades, in Analogie zum
“gewoOhnlichen” Grad einer Kérpererweiterung.

Definition 5. Fir eine algebraische Korpererweiterung K C L be-
zeichne Hompg (L, K) die Menge der K-Homomorphismen von L in
einen algebraischen Abschluss K von K. Dann erkldrt man den Se-

parabilitdtsgrad von L dber K als die Anzahl der Elemente von
Homg (L, K); in Zeichen:

[L:K],:=#Homg(L,K).

Es folgt mit 3.4/10, dass die Definition des Separabilitéitsgrades
unabhiingig von der Wahl des algebraischen Abschlusses K von K ist.
Zunachst wollen wir den Separabilitéitsgrad fiir einfache algebraische
Korpererweiterungen berechnen.

Lemma 6. Es sei K C L = K(«) eine einfache algebraische Korper-
erweiterung, [ € K[X] sei das Minimalpolynom von « iber K.

(i) Der Separabilititsgrad [L : K] ist gleich der Anzahl der ver-
schiedenen Nullstellen von f in einem algebraischen Abschluss von K.

(i) Fsist a genau dann separabel iber K, wenn [L : K] = [L: K],
gilt.

(iii) Gilt char K = p > 0, und ist p" die Vielfachheit der Nullstelle
a von f (vgl. Satz 2 (ii)), so folgt [L: K] =p"[L: K]s.

Beweis. Aussage (i) ist eine Umformulierung von 3.4/8. Zum Nachweis
von (ii) sei n = grad f. Es ist @ genau dann separabel, wenn f keine
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mehrfachen Nullstellen, also insgesamt n verschiedene Nullstellen hat,
bzw. gemif (i), wenn n = [L : K], gilt. Mit 3.2/6 hat man aber

[L : K] = grad f = n, so dass « genau dann separabel ist, wenn
[L : K] = [L : K] gilt. Aussage (iii) schliefllich ist eine direkte
Konsequenz von Satz 2 (ii). O

Um den Separabilitéitsgrad fiir beliebige algebraische Erweiterun-
gen handhaben zu kénnen, brauchen wir ein Analogon zum Gradsatz
3.2/2.

Satz 7. Fs seien K C L C M algebraische Kérpererweiterungen. Dann
qilt
(M :K]s=[M:L]s-[L:K]s.

Beweis. Man wihle einen algebraischen Abschluss K von M; dann gilt
K C L C M C K,und K ist zugleich auch ein algebraischer Abschluss
von K und L. Weiter gelte

Homg (L, K) = {o;; i € I}, Hom (M, K) = {rj; 7€ J},

wobei die o; sowie die 7; jeweils paarweise verschieden seien. Man
setze nun die K-Homomorphismen o;: L — K mittels 3.4/9 zu
K-Automorphismen @,: K — K fort. Die behauptete Gradformel
ist dann eine Konsequenz aus den beiden folgenden Aussagen, die wir
nachweisen werden:

1) Die Abbildungen 7;o7;: M — K,i € I, j € J, sind paarweise
J
verschieden.

(2) Homg (M, K) ={G,01;;i€1,j € J}.

Um Behauptung (1) zu verifizieren, betrachte man eine Gleichung

des Typs 0; o 7; = 0y o 7j. Dann folgt, da 7; und 7; sich auf L
zur Identitdt beschrianken, o; = oy bzw. ¢ = ¢'. Hieraus ergibt sich
7, = Tj wegen o; = oy und somit j = j'. Die in (1) genannten

Abbildungen sind daher paarweise verschieden. Da es sich aulerdem
um K-Homomorphismen handelt, bleibt zum Nachweis von (2) ledig-
lich noch zu zeigen, dass jeder K-Homomorphismus 7: M — K
von der in (1) beschriebenen Form ist. Fiir 7 € Homg (M, K) gilt
7|, € Homg (L, K), also gibt es ein i € I mit 7|, = ;. Dann ist
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;o7 € Homy(M, K), d. h. es gibt ein j € J mit 7, ' o7 = 7;. Somit

2

gilt 7 =3, o7;, und (2) ist klar. O

Da algebraische Korpererweiterungen in Charakteristik 0 stets se-
parabel sind (Bemerkung 4), 1dsst sich durch induktive Anwendung der
in 3.2/2 und Satz 7 angegebenen Gradformeln folgendes Resultat aus
Lemma 6 gewinnen:

Satz 8. Es sei K C L eine endliche Kérpererweiterung.

(i) Falls char K =0, so folgt [L: K] =[L: K]s,.

(ii) Falls char K = p > 0, so existiert ein Exponent r € N, derart
dass [L: K] =p"[L: K].

Insbesondere gilt 1 < [L : K|y < [L: K], und es ist [L : K],
stets ein Teiler von [L : K].

Wir kénnen nun endliche separable Korpererweiterungen mit Hilfe
des Separabilitidtsgrades charakterisieren.

Theorem 9. FEs sei K C L eine endliche Kiorpererweiterung. Dann
18t daquivalent:
(i) L/K ist separabel.
(ii) Es gibt iber K separable Elemente ay, ..., a,, die L/K erzeu-
gen, so dass also L = K(ay,...,a,) gilt.
(ii) [L:K]s=[L:K].

Beweis. Die Implikation von (i) nach (ii) ist trivial. Ist @ € L sepa-
rabel iiber K, so auch iiber jedem Zwischenkorper zu L/K. Somit
lasst sich die Implikation von (ii) nach (iii) mit Hilfe der Gradformeln
aus 3.2/2 und Satz 7 auf den Fall einer einfachen Korpererweiterung
zuriickfithren. Diesen Fall haben wir aber in Lemma 6 (ii) bereits be-
handelt.

Nun zur Implikation von (iii) nach (i). Seia € L, und sei f € K[X]
das Minimalpolynom von a iiber K. Um zu zeigen, dass a separabel
iitber K ist, dass also f separabel ist, bleibt wegen Bemerkung 4 nur
der Fall char K = p > 0 zu betrachten. Nach Satz 2 (ii) gibt es ein
r € N| so dass jede Nullstelle von f die Vielfachheit p” besitzt. Es folgt

[K(a): K] =p"- [K(a) : K]

s
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mit Lemma 6. Unter Benutzung der Gradformeln aus 3.2/2 und Satz 7
sowie der Abschiatzung zwischen Grad und Separabilitdtsgrad in Satz
8 ergibt sich dann

[L:K]=[L:K(a)] [K(a): K]
>[L:K(a)],-p' - [K(a): K] =p"-[L: K]

s s”

Gilt nun [L : K], = [L : K], so folgt notwendig » = 0, d. h. alle
Nullstellen von f sind einfach. Mithin ist a separabel iiber K. Dies
zeigt, dass (iii) Bedingung (i) impliziert. O

Korollar 10. Es sei K C L eine algebraische Korpererweiterung und
2 eine Familie von Elementen aus L, so dass die Korpererweiterung
L/K von 2 erzeugt wird. Dann ist dquivalent:

(i) L/K ist separabel.

(i) Jedes a € 2 ist separabel iber K.

Ist eine der beiden Bedingungen erfillt, so gilt [L : K] = [L : K]s.

Beweis. Jedes a € L ist enthalten in einem Teilkorper der Form
K(ay,...,a,) mit ay,...,a, € A. Damit ist die Aquivalenz von (i)
und (ii) eine direkte Konsequenz aus Theorem 9. Ist weiter L/K
separabel, so gilt im Falle der Endlichkeit von [L : K] die Glei-
chung [L : K] = [L : K]s, ebenfalls aufgrund von Theorem 9. Sei
nun L/K separabel mit [L : K] = oo. Dann ist auch jeder Zwi-
schenkérper E von L/K separabel iiber K, und fir [F : K] < o
folgt [E: K] =[F: K], so dass man unter Benutzung des Grad-
satzes 7 die Abschitzung [L : K]y > [E : K] erhilt. Da es zu
L/K Zwischenkorper E beliebig grofien Grades iiber K gibt, hat man
[L:K]s=00=[L:K]. O

Korollar 11. Es seien K C L C M algebraische Korpererweiterungen.
FEsist M/K genau dann separabel, wenn M /L und LK separabel sind.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass aus der Separabilitdt von M /L und
L/K die Separabilitét von M/ K folgt. Sei a € M mit Minimalpolynom
f € L[X] tuber L. Sei L’ derjenige Zwischenkorper zu L/K, der {iber
K von den Koeffizienten von [ erzeugt wird. Da M/L separabel ist,
ist f separabel. Somit ist L'(a)/L’ separabel und ebenfalls L'/ K, da
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L/K separabel ist. Im Ubrigen sind L/(a)/L’ und L'/K endlich, und
es folgt unter Benutzung der Gradformeln

[L'(a): K] =[L'(a):L'] - [L': K],
= [L’(a) : L/] . [L’ : K} = [L’(a) : K],

d. h. L'(a) ist separabel iiber K. Insbesondere ist dann a separabel
iiber K. OJ

Abschlieend wollen wir noch den so genannten Satz vom pri-
mitiven Element beweisen, der eine Aussage iiber endliche separable
Korpererweiterungen macht.

Satz 12. Es sei L/ K eine endliche Korpererweiterung, etwa der Form
L = K(ay,...,a,). Sind dann die Elemente as,...,a, separabel iber
K, so existiert ein primitives Element zu L/K, d. h. ein Element a € L
mit L = K(a). Insbesondere besitzt jede endliche separable Korper-
erweiterung ein primitives Element.

Beweis. Wir wollen zunéchst annehmen, dass K nur endlich viele Ele-
mente besitzt. Dann ist wegen [L : K] < oo auch L endlich. Insbe-
sondere ist die multiplikative Gruppe L™ endlich und folglich zyklisch,
wie wir weiter unten in Satz 14 zeigen werden. Ein Element a € L,
welches L™ als zyklische Gruppe erzeugt, erzeugt auch L als Erweite-
rungskorper von K. Bei diesem Argument wird keine Separabilitéts-
voraussetzung benutzt; es ist allerdings L/K automatisch separabel,
wenn K ein endlicher Kérper ist, wie wir in 3.8/4 sehen werden.

Es bleibt noch der Fall zu betrachten, wo K unendlich viele Ele-
mente besitzt. Mit Hilfe eines Induktionsarguments reduziert man die
Behauptung auf den Fall L = K(a,b); wir diirfen also annehmen, dass
L von zwei Elementen a, b {iber K erzeugt wird, wobei b separabel
iiber K ist. Sei dann n = [L : K], und seien oy, ...,0, die paarweise
verschiedenen Elemente von Homg (L, K), wobei wie iiblich K einen
algebraischen Abschluss von K bezeichne. Man betrachte dann das
Polynom

P = H[(ai(a) —oj(a)) + (0i(b) — (b)) -X].

i#]
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Es ist P € K[X] nicht das Nullpolynom; denn fiir i # j hat man
notwendig o;(a) # o;(a) oder o;(b) # o;(b), da ansonsten o; wegen
L = Kla,b] mit o; iibereinstimmen miisste. Weil K unendlich viele
Elemente besitzt, P aber nur endlich viele Nullstellen haben kann, gibt
es ein ¢ € K mit P(c) # 0. Letzteres impliziert, dass die Elemente

oi(a) + co;(b) = o5(a+cb) € K, i=1,...,n,

paarweise verschieden sind. Es ist dann L' = K(a + ¢b) eine einfache
Korpererweiterung von K mit Separabilitéitsgrad

[L':K]s>n=[L:K],.

Wegen L' C L hat man [L' : K], < [L : K], und somit notwendig
[L' : K]s = [L : K],. Wir wollen zeigen, dass sogar L' = L gilt,
woraus sich die Einfachheit der Erweiterung L/K ergibt. Das Element
b € L ist nach Voraussetzung separabel iiber K, also auch iiber L', so
dass [L'(b) : L']s = [L'(b) : L'] gilt. Weiter liefert die Gradformel in
Satz 7 die Abschiatzung

[L:K] >[L'(b): K] =[L®):L] [L:K]=[L(0):L][L: K]

aus der sich [L'(b) : L'] = 1 ergibt. Das bedeutet aber L'(b) = L' und
somit b € L' = K(a+c¢b). Dann hat man aber auch a € K (a + ¢b), also

L = K(a,b) = L', d. h. L ist einfache Korpererweiterung von K. [

Es bleibt noch nachzutragen, dass die multiplikative Gruppe eines
endlichen Korpers zyklisch ist. Wir beginnen mit einem gruppentheo-
retischen Hilfsresultat.

Lemma 13. Es seien a,b Elemente endlicher Ordnung in einer abel-
schen Gruppe G. Sei orda = m und ordb = n. Dann existiert in G
ein Element der Ordnung kgV(m,n).

Genauer, wahlt man ganzzahlige Zerlegungen m = mom/, n. = ngn’
mit kgV (m, n) = mong und ggT(mg,no) = 1, s0 ist a™ 0" ein Element
der Ordnung kgV (m,n). Insbesondere besitzt also ab die Ordnung mn,
falls m und n teilerfremd sind.

Beweis. Wir nehmen zunéchst m, n als teilerfremd an und zeigen, dass
ab die Ordnung mn besitzt. Natiirlich gilt (ab)™" = (a™)"(b™)™ = 1.
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Andererseits erhilt man aus (ab)! = 1 die Beziehung a™ = ™" = 1,
und es folgt m |t wegen ggT(m,n) = 1. Ebenso ergibt sich n |t und
damit mn |t, also insgesamt ord(ab) = mn.

Im Allgemeinfall wahle man Zerlegungen m = mom/, n = ngn’
mit kgV(m,n) = mong und ggT(mg,ng) = 1. Hierzu betrachte man
etwa eine Primfaktorzerlegung pi*-...-p% von kgV(m,n) und definiere
my als das Produkt aller Primpotenzen p;*, welche m teilen, sowie ng
als das Produkt aller Primpotenzen p.*, die m nicht teilen. Es folgt
mo | m sowie ng | n, und die resultierenden Zerlegungen m = mqom/,
n = non’ erfiillen offenbar die Bedingungen kgV(m,n) = mgne und
ggT(mo, ng) = 1.

Da nun a™ die Ordnung mo und 5" die Ordnung no hat, berech-
net sich die Ordnung von a™'b" aufgrund des eingangs behandelten
Spezialfalls wie gewiinscht zu mgny. O

Satz 14. Es ser K ein Korper und H eine endliche Untergruppe der
multiplikativen Gruppe K*. Dann ist H zyklisch.

Beweis. Es sei a € H ein Element maximaler Ordnung m und H,, die
Untergruppe aller Elemente aus H, deren Ordnung ein Teiler von m ist.
Alle Elemente von H,, sind dann Nullstellen des Polynoms X™ — 1, so
dass H,, hochstens m Elemente enthalten kann. Andererseits enthélt
H,, die von a erzeugte zyklische Gruppe (a), und deren Ordnung ist
m. Somit folgt H,, = (a), und H,, ist zyklisch. Wir behaupten, dass
bereits H = H,, gilt. Gibt es namlich ein Element b € H, welches nicht
zu H,, gehort, dessen Ordnung n also kein Teiler von m ist, so besitzt
H aufgrund von Lemma 13 ein Element der Ordnung kgV(m,n) > m.
Dies aber widerspricht der Wahl von a. [

Aufgaben

1. Man mache sich nochmals klar, dass fiir eine algebraische Kérpererwei-
terung L/K und zwei iiber K separable Elemente a,b € L auch deren
Summe a + b separabel iber K ist. Genauer kann man zeigen, dass
die iiber K separablen Elemente von L einen Zwischenkirper zu LK
bilden. Es handelt sich um die so genannte separable Hiille von K in L.
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2. Es sei K ein Kéorper und f € K[X] ein nicht-konstantes Polynom.
Warum hingt die Aussage, f habe mehrfache Nullstellen in einem al-
gebraischen Abschluss K von K, nicht von der Wahl von K ab?

3. Der Beweis zu Satz 12 beinhaltet ein praktisches Verfahren zur Bestim-
mung primitiver Elemente bei endlichen separablen Kérpererweiterun-
gen. Man skizziere dieses Verfahren.

4. Es seien K C L C M algebraische Korpererweiterungen, wobei M/K
normal sei. Man zeige: [L : K|s = # Hompg (L, M).

5. Fiir eine gegebene Primzahl p betrachte man den Funktionenkorper
L = F,(X,Y) in zwei Variablen iiber F,, sowie den Frobenius-Homo-
morphismus o: L — L, a — aP. Sei K = o(L) das Bild unter o.
Man berechne die Grade [L : K] sowie [L : K]s und zeige, dass die
Korpererweiterung L/K nicht einfach ist.

(@)

. Sei L/K eine Korpererweiterung in Charakteristik p > 0. Man zeige,
dass ein iiber K algebraisches Element o € L genau dann separabel
iiber K ist, wenn K () = K(aP) gilt.

7. Eine algebraische Korpererweiterung L/ K ist genau dann einfach, wenn
sie nur endlich viele Zwischenkorper zulésst. Man beweise diese Aussage
in folgenden Schritten:

(i) Man diskutiere zunéchst den Fall, wo K endlich ist, so dass man
im Folgenden K als unendlich annehmen darf.

(ii) Sei L = K(«) und sei f € K[X] das Minimalpolynom von « iiber
K. Die Menge der Zwischenkorper von L/K lésst sich identifizie-
ren mit einer Teilmenge der Teiler von f, aufgefasst als Polynom

in L[X].

(iii) Es moge L/K nur endlich viele Zwischenkorper zulassen. Um zu
zeigen, dass L/ K einfach ist, reduziere man auf den Fall, wo L {iber
K von zwei Elementen «, 3 erzeugt wird. Fiir L = K («, ) schlief3-
lich betrachte man zu Konstanten ¢ € K die Koérper K (a + ¢f3).

8. Sei K ein endlicher Kérper. Man zeige, dass das Produkt aller Elemente
aus K* den Wert —1 ergibt. Als Anwendung folgere man fiir Primzahlen
p die Teilbarkeitsrelation p|((p — 1)! 4+ 1).
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3.7 Rein inseparable Korpererweiterungen

Im vorigen Abschnitt haben wir fiir algebraische Korpererweiterungen
L/K den Separabilitdtsgrad [L : K], eingefithrt. Insbesondere gilt
1<[L:K]s<[L:K];vgl 3.6/8. Ist L/K endlich, so ist die Erwei-
terung genau dann separabel, wenn [L : K], = [L : K] gilt. In diesem
Abschnitt betrachten wir als anderes Extrem Korpererweiterungen mit
der Eigenschaft [L : K]y = 1. Da Korpererweiterungen in Charakte-
ristik O stets separabel sind, setzen wir in diesem Abschnitt generell
voraus, dass K ein Korper der Charakteristik p > 0 ist.

Wir nennen ein Polynom f € K[X] rein inseparabel, wenn es
(in einem algebraischen Abschluss K von K) genau eine Nullstelle
a hat. Da das Minimalpolynom m, € K|[X] zu « ein Teiler von f
ist, sieht man per Induktion nach dem Grad von f, dass f abgesehen
von einem Faktor aus K™* eine Potenz von m, ist, also eine Potenz
eines irreduziblen rein inseparablen Polynoms. Ist weiter h € K[X]
ein normiertes irreduzibles Polynom, welches rein inseparabel ist, so
siecht man unter Benutzung von 3.1/3 und 3.6/2 (ii), dass h von der
Form X?" —cmit n € N und ¢ € K ist. Umgekehrt ist klar, dass
alle Polynome dieses Typs rein inseparabel sind. Die normierten rein
inseparablen Polynome in K [X] sind daher gerade die Potenzen von
Polynomen des Typs X?" — c.

Definition 1. Es set K C L eine algebraische Kdérpererweiterung. Ein
Element o« € L heif$t rein inseparabel tber K, wenn o Nullstelle eines
rein inseparablen Polynoms aus K[X] ist oder, was hierzu dquivalent
ist, wenn das Minimalpolynom von o diber K von der Form XP" — ¢
mit n € N und ¢ € K ist. Es heifst L rein inseparabel diber K, wenn
jedes o € L rein inseparabel iber K in dem vorstehenden Sinne ist.

Es folgt unmittelbar aus der Definition, dass rein inseparable Er-
weiterungen stets normal sind. Die triviale Erweiterung K /K ist die
einzige Korpererweiterung, welche separabel und rein inseparabel zu-
gleich ist. Die Erweiterung F,(t)/F,(#’) aus dem vorigen Abschnitt ist
ein Beispiel fiir eine nicht-triviale rein inseparable Korpererweiterung.
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Satz 2. Fs set K C L eine algebraische Korpererweiterung. Dann ist
dquivalent:
(i) L ist rein inseparabel iber K.
(i) FEs existiert eine Familie A = (a;);e; tber K rein inseparabler
Elemente aus L mit L = K(2).
(iii) [L: K], = 1.
(iv) Zu jedem a € L gibt es ein n € N mit a?" € K.

Beweis. Die Implikation von (i) nach (ii) ist trivial. Ist Bedingung (ii)
gegeben, so geniigt es zum Nachweis von (iii), zu zeigen, dass fiir i € T
stets [K(a;) : K], = 1 gilt; denn ein K-Homomorphismus L — K in
einen algebraischen Abschluss K von K ist bereits durch die Bilder der
a; festgelegt. Das Minimalpolynom eines jeden Elementes a; ist aber
von der Form X?" — ¢, hat also lediglich eine Nullstelle in K, so dass
mit 3.4/8 wie gewiinscht [K(a;) : K] =1 folgt.

Wir nehmen nun Bedingung (iii) an und leiten (iv) hieraus ab. Sei
a € L. Dann gilt

[L: K(a)]s~ [K(a): K]

und somit [K(a) : K]s = 1. Dies bedeutet, dass das Minimalpolynom
von a iiber K nur eine einzige Nullstelle besitzt, also nach 3.6/2 von
der Form XP?" — c ist. Daher gilt a?" € K. Umgekehrt ergibt sich
aus a?" € K, dass a Nullstelle eines rein inseparablen Polynoms der
Form X?" — ¢ € K[X] ist, also eines Polynoms mit einer einzigen
Nullstelle. Dann hat aber das Minimalpolynom von a auch lediglich
eine Nullstelle, und «a ist rein inseparabel iiber K. Dies zeigt, dass aus
(iv) Bedingung (i) folgt. O

[L:K] =1

5_

Korollar 3. Es seien K C L C M algebraische Kdrpererweiterungen.
Dann sind M/L und L/K genau dann rein inseparabel, wenn M /K
rein inseparabel ist.

Beweis. [M : K]y =[M : L] [L: K], vgl. 3.6/7. O

Wir wollen nun noch beweisen, dass man eine algebraische Kor-
pererweiterung stets in einen separablen und einen rein inseparablen
Anteil zerlegen kann, wobei dies im Falle normaler Erweiterungen auf
zwei Weisen geschehen kann.
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Satz 4. Es sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Dann exis-
tiert eindeutig ein Zwischenkorper Ky zu L/K, so dass L/K rein
inseparabel und K/ K separabel ist. Es ist K, die separable Hiille von
K in L, d. h.

K, = {a € L; a separabel iiber K},
und es gilt [L: K]s; = [Ks: K]. Ist L/K normal, so auch K;/K.

Satz 5. FEs sei L/K eine normale algebraische Korpererweiterung.
Dann ezxistiert eindeutig ein Zwischenkorper K; zu L/ K, so dass L/ K;
separabel und K;/K rein inseparabel ist.

Beweis zu Satz 4. Wir setzen
K, = {a € L; a separabel iiber K}.

Dann ist K ein Korper, denn fir a,b € K ist K(a,b) nach 3.6/9
eine separable Erweiterung von K, so dass K(a,b) C K. Es ist also
K, die grofite in L enthaltene separable Erweiterung von K. Sei nun
a € L und f € K,[X] das Minimalpolynom von a iiber K,. Dann
gibt es nach 3.6/2 aufgrund der Irreduzibilitdt von f ein r € N sowie
ein irreduzibles separables Polynom g € K,[X] mit f(X) = g(X?").
Insbesondere ist g das Minimalpolynom von ¢ = a*" iiber K,, und c
ist separabel iiber Ky, also nach 3.6/11 auch iiber K. Dann muss aber
c € K, gelten, d. h. g ist linear, und es folgt f = X?" — c. Somit ist a
rein inseparabel iiber K und daher L/K| rein inseparabel.

Aus der reinen Inseparabilitiat von L/ K, und der Separabilitéit von
K,/ K folgt die behauptete Gradgleichung:

[L:K|s=[L:K]s [Ks: K]s=[Ks: K].

Um die Eindeutigkeit von K nachzuweisen, betrachte man einen Zwi-
schenkérper K’ zu L/K, so dass L/K’ rein inseparabel und K'/K
separabel ist. Dann gilt K/ C K, nach Definition von K, und die
Erweiterung K,/ K’ ist separabel. Sie ist zugleich aber auch rein inse-
parabel, da L/K’ rein inseparabel ist. Daher folgt K; = K’ d. h. K
ist eindeutig bestimmt.

Es bleibt noch nachzuweisen, dass mit L/K auch K,/K normal
ist. Man betrachte einen K-Homomorphismus o: K, — L in einen
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algebraischen Abschluss L von L hinein, wobei wir L auch als alge-
braischen Abschluss von K auffassen kénnen. Es setzt sich dann o
gemiB 3.4/9 zu einem K-Homomorphismus o’: L — L fort. Wenn
L/K normal ist, beschrénkt sich ¢’ zu einem K-Automorphismus von
L. Die Eindeutigkeitsaussage fiir K zeigt dann, dass sich ¢ zu einem
K-Automorphismus von K, beschriankt, d. h. K,/K ist normal. O

Beweis zu Satz 5. Da L/ K normal ist, konnen wir K-Homomorphismen
von L in einen algebraischen Abschluss L von L mit den K-Automor-
phismen von L identifizieren. Die K-Automorphismen von L bilden
eine Gruppe G. Es sei

K;={a€ L;o(a)=afiralle c € G}

die Fixmenge unter GG; man priift unmittelbar nach, dass K; ein Kérper
ist. Da sich jeder K-Homomorphismus K; — L nach 3.4/9 zu einem
K-Homomorphismus L — L fortsetzt und die Fortsetzung K; defini-
tionsgeméis festlisst, folgt # Homg (K;, L) = 1. Indem man L als alge-
braischen Abschluss von K auffasst, schlieBt man hieraus, dass K;/K
rein inseparabel ist. Genauer sieht man aufgrund der Aquivalenz von
(i) und (iii) in Satz 2, dass K; die groBte rein inseparable Erweiterung
von K ist, die in L enthalten ist. Um zu sehen, dass L/K; separabel
ist, betrachte man ein Element a € L sowie ein maximales System von
Elementen o4, ...,0, € G mit der Eigenschaft, dass oi(a),...,o0.(a)
paarweise verschieden sind. Ein solches endliches System existiert stets,
auch dann, wenn G nicht endlich ist; denn fiir o € G ist o(a) jeweils
Nullstelle des Minimalpolynoms von a iiber K. Im Ubrigen bemerke
man, dass das Element a notwendigerweise unter den o;(a) vorkommt.
Jedes o € (G induziert eine bijektive Selbstabbildung auf der Menge
{o1(a),...,0.(a)}, und es folgt, dass das Polynom

=11 = 0i(a))

Koeffizienten in K; hat, da diese unter G festgelassen werden. Es ist
also a Nullstelle eines separablen Polynoms aus K;[X] und damit a
separabel iiber K;, so dass insgesamt L/K; separabel ist. Die Eindeu-
tigkeitsaussage fiir K; folgt dhnlich wie in Satz 4 aus der Tatsache, dass
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K; der grofite Zwischenkorper zu L/ K ist, der rein inseparabel iiber K

1st.

OJ

Aufgaben

1.

Es sei L/K eine Kérpererweiterung, und es seien a,b € L rein insepa-
rabel iiber K. Man zeige in expliziter Weise, dass dann auch a + b und
a - b rein inseparabel iber K sind.

Fir eine endliche Korpererweiterung L/ K definiert man den Insepara-
bilititsgrad durch [L : K]; = [L : K] -[L : K];'. Welcher Nachteil
ergibt sich, wenn man die Resultate dieses Abschnitts iber rein insepa-
rable Korpererweiterungen mit Hilfe des Inseparabilititsgrads anstelle
des Separabilititsgrads formulieren und beweisen mdochte?

Man begriinde fiir eine einfache algebraische Korpererweiterung LK
in direkter Weise den aus Satz 4 bekannten Sachverhalt, dass es einen
Zwischenkirper Ks mit LKy rein inseparabel und K/ K separabel gibt.

. Es sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Man zeige, dass der

Frobenius-Homomorphismus ¢: K — K, a — a?, genau dann sur-
jektiv ist, wenn K vollkommen ist.

Sei L/K eine Korpererweiterung, sei o € L separabel iiber K sowie
B € L rein inseparabel iiber K. Man zeige:

(i) K(a,B) = K(a+p),
(ii) K(o,B) = K(a-B), falls a # 0 # (.

Es sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Man zeige:

(i) Zu n € N existiert ein Erweiterungskérper K" von K mit fol-
genden Eigenschaften: Fiir a € KP " gilt " € K, und zu jedem
be K gibt es ein a € KP~ " mit a?" = b.

(ii) Esist K P™" eindeutig bis auf kanonische Isomorphie, und man hat
kanonische Einbettungen K ¢ KP' C KP"° C ...

(iil) Esist K7~ =, K?™" vollkommen.
Man nennt KP~ auch den rein inseparablen Abschluss von K.
Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Man zeige:

(i) Mit K ist auch L vollkommen.
(ii) Ist L vollkommen und L/K endlich, so ist auch K vollkommen.
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Man gebe ein Beispiel an, welches zeigt, dass Aussage (ii) im Allgemei-
nen nicht richtig ist, wenn man auf die Endlichkeit von L/K verzichtet.

8. Es sei L/K eine separable algebraische Korpererweiterung. Man zeige
die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Jedes nicht-konstante separable Polynom in L[X] zerfillt voll-
stindig in Linearfaktoren.

(ii) Bei Wahl eines algebraischen Abschlusses_? von K und einer
K-Einbettung L — K ist die Erweiterung K /L rein inseparabel.

Man zeige, dass es zu einem Korper K stets einen Erweiterungskorper
L = Kp mit den vorstehenden Eigenschaften gibt und dass dieser bis
auf (nicht-kanonische) Isomorphie iiber K eindeutig ist. Man nennt Ky,
einen separabel algebraischen Abschluss von K.

9. Es sei L/K eine normale algebraische Korpererweiterung der Charak-
teristik > 0. Man betrachte die Zwischenkorper K; und K; aus den
Sétzen 4 und 5 und zeige: L = K (K;) = K;(K5).

10. Es sei L/K eine algebraische Korpererweiterung mit der Eigenschaft,
dass jedes irreduzible Polynom aus K [X ] mindestens eine Nullstelle in
L habe. Man zeige, dass L ein algebraischer Abschluss von K ist.

3.8 Endliche Korper

Die endlichen Korper F,, = Z/pZ, wobei p eine Primzahl ist, sind uns
bereits geldufig. Es sind dies gerade die Primkorper der Charakteris-
tik > 0; vgl. 3.1/2. Wir wollen im Folgenden fiir jede echte Potenz ¢
von p, also fiir ¢ = p™ mit n > 0, einen Korper F, mit ¢ Elementen
konstruieren. Dabei beachte man, dass ein solcher Korper fiir n > 1
grundverschieden von dem Restklassenring Z/p"Z sein muss, da Z/p"Z
fiir n > 1 Nullteiler besitzt und somit kein Korper ist.

Lemma 1. Es sei F ein endlicher Korper. Dann gilt p = charF > 0,
und I enthdlt F), als Primkorper. Weiter besteht F aus genau q = p"
Elementen, wobei n = [F : F,]. Es ist F Zerfillungskirper des Poly-
noms X — X dber Fy; die Erweiterung F/F, ist daher normal.

Beweis. Mit [F ist auch der zugehorige Primkorper endlich, also von der
Form [F, mit p = charF > 0. Weiter ergibt sich aus der Endlichkeit von
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IF, dass der Grad n = [IF : IF,] endlich ist, und man sieht, etwa durch
Ausnutzung eines Isomorphismus von F,-Vektorraumen F = (F,)",
dass F aus ¢ = p" Elementen besteht. Die multiplikative Gruppe F*
hat dann die Ordnung ¢ — 1, und jedes Element aus F* ist Nullstelle
des Polynoms X! — 1, jedes Element aus F folglich Nullstelle des
Polynoms X9— X. Es besteht daher [F aus insgesamt ¢ = p™ Nullstellen
von X? — X, d. h. aus sdmtlichen Nullstellen dieses Polynoms. Somit
zerfallt X9 — X iiber F vollstéandig in Linearfaktoren, und man erkennt,
dass F Zerféllungskorper des Polynoms X9 — X € F,[ X] ist. O

Theorem 2. Es sei p eine Primzahl. Zu jedem n € N — {0} existiert
ein Erweiterungskorper F,/F, mit ¢ = p™ Elementen. Es ist F, bis
auf Isomorphie eindeutig charakterisiert als Zerfallungskorper des Po-
lynoms X9 — X diber F); es besteht I, gerade aus den q Nullstellen von
X9—-X.

Jeder endliche Korper der Charakteristik p ist isomorph zu genau
einem endlichen Korper des Typs F,.

Beweis. Man setze f = X7 — X. Wegen f' = —1 hat das Polynom f
keine mehrfachen Nullstellen, also insgesamt ¢ einfache Nullstellen in
einem algebraischen Abschluss E, von F,. Sind dann a,b € Fp zwei
Nullstellen von f, so gilt aufgrund der binomischen Formel 3.1/3

(at£b)?!=a’+b?=a=xb,
so dass a + b wiederum Nullstelle von f ist. Aulerdem folgt fiir b # 0
(ab™ M7 =a?(b?) ' =ab?,

d. h. die ¢ Nullstellen von f in Fp bilden einen Korper mit ¢ Elemen-
ten, nidmlich den (in F, gebildeten) Zerfillungskérper von f iiber F,.
Dies zeigt die Existenz eines Korpers der Charakteristik p mit ¢ = p”
Elementen. Die Eindeutigkeitsaussagen folgen mit Lemma 1. O

Im Folgenden sei p stets eine Primzahl. Wenn man mit endlichen
Korpern der Charakteristik p > 0 arbeitet, so wiahlt man meist einen
algebraischen Abschluss Fp von [F), und stellt sich vor, dass die Kérper
F,» fiir n € N—{0} mittels 3.4/9 in F, eingebettet sind. Als normale
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Erweiterung von I, gibt Fj. dann aufgrund von 3.5/4 (i) Anlass zu
einem eindeutig bestimmten Teilkérper von [F,,.

Korollar 3. Man bette die Korper F, mit ¢ = p", n € N — {0}, in
einen algebraischen Abschluss Fp von ), ein. Es ist dann F, C Fy fir
q=7p" und ¢ = p" dquivalent zu n|n'. Die Erweiterungen des Typs
F, C Fy sind bis auf Isomorphie die einzigen Erweiterungen zwischen
endlichen Korpern der Charakteristik p.

Beweis. Es gelte F, C Fy und m = [F, : F,]. Dann hat man
pn/ _ #Fq/ — (#Fq)m — pT)’LTL7

also n|n'. Gilt umgekehrt n’ = mn, so folgt fiir a € F,, also fiir a € F,
mit a? = a, in rekursiver Weise a¢ = a(") = (a9)@"™") = ™)
d. h. F, C Fy. Dass es bis auf Isomorphie keine anderen Erweiterun-
gen zwischen endlichen Korpern der Charakteristik p gibt, folgt aus
dem Fortsetzungssatz 3.4/9. Ist etwa F C F’ eine Erweiterung endli-
cher Korper der Charakteristik p, so kann man die Inklusion F, C F,
fortsetzen zu einem Homomorphismus F — Fp und diesen wiederum
zu einem Homomorphismus F' — F,, so dass man sich modulo Iso-
morphie auf den Fall F C F’ C Fp beschranken kann. l

:a7

Korollar 4. Jede algebraische Erweiterung eines endlichen Kérpers ist
normal und separabel. Insbesondere sind endliche Korper vollkommen.

Beweis. Sei F C K eine algebraische Korpererweiterung, F endlich.
Ist zundchst K ebenfalls endlich, etwa K = [F, mit ¢ = p", so ist K
als Zerfallungskorper des separablen Polynoms X9 — X normal und
separabel iiber I, bzw. [F. Im Allgemeinfall ldsst sich K durch endliche
Erweiterungen von [F ausschopfen. 0

Wir haben bereits in 3.6/14 gesehen, dass die multiplikative Grup-
pe eines endlichen Korpers zyklisch ist; wir konnen also vermerken:

Satz 5. Es sei q eine Potenz einer Primzahl. Dann ist die multiplika-
tive Gruppe von Fy zyklisch von der Ordnung q — 1.
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Zum Abschluss wollen wir fiir eine endliche Erweiterung F, /F,
vom Grad n die Automorphismengruppe Autg, (F,) bestimmen, also
deren Galois-Gruppe, wie wir im néchsten Kapitel sagen werden; es sei
q=7p", ¢ = ¢ = p™ Wihlen wir einen algebraischen Abschluss F,
von Fy, so gilt aufgrund der Normalitédt von Fy /F,

Auty, (Fy) = Homg, (Fy,F,)
sowie aufgrund der Separabilitét von Fy /F,
# Autp, (Fy) = [Fy : Fols = [Fy : Fy] = n.
Man betrachte nun den aus 3.1 bekannten Frobenius-Homomorphismus
o:Fy — Fy, a+— aP,

von [Fy; beziiglich der Vertriglichkeit von o mit der Addition siehe
3.1/3. Die r-te Potenz o lésst F, invariant und wird der relative
Frobenius-Homomorphismus iiber Fy genannt. Es hat 0" € Autg, (Fy)
eine Ordnung < n, denn a?™) = q fiir alle a € Fy,. Wére nun
ordo” < mn, bzw. e := ordo < rn, so wéren alle a € I bereits Null-
stelle des Polynoms X®*) — X, im Widerspruch zu #Fy =p™ > p°.
Somit haben wir gezeigt, dass Autg, (Fy) zyklisch von der Ordnung
n ist und vom relativen Frobenius-Homomorphismus ¢” erzeugt wird.
Mit Korollar 3 ergibt sich deshalb:

Satz 6. Es sei F, endlicher Korper, ¢ = p", sowie F/FF, eine endliche
Korpererweiterung vom Grad n. Dann ist Autg, (F) zyklisch von der
Ordnung n und wird erzeugt vom relativen Frobenius-Homomorphismus
F—TF, a+— al.

Aufgaben

1. Man tberlege, warum die Erweiterungen Fy(t)/Fy,(t?) fir p prim und t
eine Variable die “einfachsten” Beispiele von nicht-separablen Kdrper-
erweiterungen darstellen.

2. Es seien F,F’ Teilkérper eines Korpers L. Man iiberlege, warum F = F’
gilt, wenn F und F' endlich sind und gleich viele Elemente besitzen.
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3. Fiir p prim und n € N—{0} zeige man:

(i) Ein irreduzibles Polynom f € F,,[X] ist genau dann ein Teiler von
XP" — X, wenn grad f ein Teiler von n ist.

(ii) XP" — X € F,[X] ist das Produkt iiber alle irreduziblen normier-
ten Polynome f € F,[X]| mit der Eigenschaft, dass grad f ein
Teiler von n ist.

4. Man zeige, dass Fpe = [J;2, F,n ein algebraischer Abschluss von F),
ist.

5. Sei Fp ein algebraischer Abschluss von F,. Man zeige, dass es aufler
den Potenzen des Frobenius-Homomorphismus noch weitere Automor-
phismen von F, gibt. (Hinweis: Fiir eine Primzahl ¢ untersuche man
zunéchst die Automorphismen von | J;7 ,F,, , wobei ¢, = ")

3.9 Anfinge der Algebraischen Geometrie*

Bisher haben wir uns nur fiir Nullstellen von Polynomen einer Varia-
blen interessiert. Im Folgenden wollen wir Nullstellen von Polynomen
in mehreren Variablen mit Koeffizienten aus einem Korper K unter-
suchen und damit einen kleinen Ausblick auf das umfangreiche Gebiet
der Algebraischen Geometrie geben; vgl. hierzu auch [3]. Wie der Name
schon andeutet, kommen in der Algebraischen Geometrie zusétzlich zu
der abstrakt algebraischen Seite geometrische Argumente mit ins Spiel.
Dies hiangt damit zusammen, dass Nullstellenmengen von Polynomen
in mehreren Variablen im Allgemeinen eine komplizierte Struktur tra-
gen und nicht mehr endlich sind.

Es sei im Folgenden X = (Xji,...,X,,) ein System von Variablen
sowie K ein algebraischer Abschluss des betrachteten Korpers K. Fiir
eine beliebige Teilmenge F des Polynomrings K [X] = K[Xy,...,X,]
bezeichne dann

V(E)={z € K"; f(z) =0fiir alle f € E}

die Menge der gemeinsamen Nullstellen in K™ aller Polynome aus E;
wir nennen V(FE) eine iber K definierte algebraische Teilmenge von
K". Umgekehrt kann man zu einer Teilmenge U C K™ das zugehorige
Ideal
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—{f € KIX]: £() =0}

aller Polynome f betrachten, die auf U verschwinden. Es ist I(U) ein
Ideal in K[X], wie man leicht nachpriift. Auch gilt stets V(E) = V(a),
wenn a das von E in K[X] erzeugte Ideal bezeichnet, denn a besteht
aus allen endlichen Summen der Form ) fie; mit f; € K[X], e; € E.
Die Bildungen V(-) und I(-) erfiillen einige elementare Eigenschaften:

Lemma 1. Fir Ideale ay,ay bzw. eine Familie (a;);c; von Idealen in
K[X] sowie Teilmengen U,,Uy C K" gilt:
(1) a C ay — V(al) D) V(GQ).
(11) U, CcUy —= I(U1> D) I(UQ)
(iii) (Z a;) = ﬂz V(a;).
(iv) V(ag-a9) =V(ap Nag) = V(a) UV(ag).

Beweis. Die Aussagen (i) bis (iii) sind einfach nachzurechnen; wir zei-
gen nur, wie man (iv) erhélt. Wegen

Cl1'Cl2CCl1ﬂCl2CCli, i:1,2,
schlieft man mit (i) sofort
V(Cll . GQ) D) V(Cll N Clg) D) V(Cll> U V(ag).

Sei andererseits x € K™ — (V(a1) UV (ay)). Fiir i = 1,2 gibt es dann
wegen © &€ V(a;) jeweils ein f; € a; mit f;(x) # 0. Da fify zu a1 - as
gehort, aber (f1fs)(z) = fi(x) - fo(x) nicht verschwindet, ergibt sich
X ¢ V(Cll . Cl2) bzw.

Viay-az) C V(ay) UV(as)
und damit Aussage (iv). O

Hauptziel dieses Abschnitts ist die Herleitung einiger tieferliegen-
der Eigenschaften der Bildungen V/(-) und (). Zunéchst wollen wir
zeigen, dass es zu jeder Teilmenge F C K[X] endlich viele Elemente
fi,-., fr € Emit V(E) =V(f1,..., f.) gibt. Jede iiber K definierte
algebraische Teilmenge von K™ ist also als Nullstellengebilde endlich
vieler Polynome aus K[X] darstellbar. Zur Begriindung reicht es, zu



170 3. Algebraische Korpererweiterungen

zeigen, dass das von E in K[X] erzeugte Ideal a bereits endlich er-
zeugt ist. Ein Ring, in dem jedes Ideal endlich erzeugt ist, wird als
noetherscher Ring bezeichnet.

Satz 2 (Hilbertscher Basissatz). Es sei R ein noetherscher Ring. Dann
ist auch der Polynomring R[Y'] in einer Variablen Y noethersch. Ins-
besondere ist der Polynomring K[X] = K[Xi,...,X,] in endlich
vielen Variablen tiber einem Kdrper K noethersch.

In 2.4/8 hatten wir einen Ring R als noethersch bezeichnet, wenn
jede aufsteigende Kette von Idealen a; C a; C ... C R nach endlich
vielen Schritten stationér wird. Wir wollen zunéchst zeigen, dass diese
Bedingung dquivalent dazu ist, dass jedes Ideal in R endlich erzeugt
ist. Zu einer Kette der genannten Art betrachte man ndamlich das Ideal
a = |J, a;. Besitzt dieses ein endliches Erzeugendensystem fi,..., f,,
so sind alle f, und damit a bereits in einem der a; enthalten. Die
Idealkette ist daher ab dieser Stelle stationér. Ist umgekehrt a C R
ein Ideal, welches nicht endlich erzeugt ist, so gilt fiir endlich viele
Elemente f1,..., f, € a stets (f1,..., fr) # a, d. h. man kann in a mit
einer induktiven Konstruktion eine unendliche echt aufsteigende Kette
von Idealen finden.

Beweis zu Satz 2. Es sei R ein noetherscher Ring und a C R[Y] ein
Ideal. Fiir ¢ € N definiere man a; C R als Menge aller Elemente a € R,
so dass es ein Polynom der Form

aY"’ + Terme niedrigeren Grades in Y’

in a gibt. Man verifiziert ohne Schwierigkeiten, dass jedes a; ein Ideal
in R ist und dass man eine aufsteigende Kette

awCa C...CR

erhélt; fiir f € a gilt ndmlich auch Y f € a. Da der Ring R noethersch
ist, wird diese Kette stationér, etwa an der Stelle des Ideals a;,. Fiir
t=0,...,7 wihle man nun Polynome f;; € a mit grad f;; = 7, so dass
fiir festes 7 die hochsten Koeffizienten a;; der f;; jeweils das Ideal a;
erzeugen. Wir behaupten, dass die Polynome f;; das Ideal a erzeugen.
Sei also g € a, wobei wir g # 0 annehmen diirfen. Weiter sei d = grad g
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und a € R der hochste Koeffizient von ¢g; man setze i = min{d, ip}. Es
gilt dann a € a;, und man hat folglich eine Darstellung

a = E C;Qijg, Gy € R.
J

Das Polynom

G=g-Y""> cify

J

gehort wieder zu a, sein Grad ist aber kleiner als der Grad d von g, da
der Koeffizient von Y4 nunmehr verschwindet. Fiir g; # 0 liisst sich das
Verfahren mit g; anstelle von g fortsetzen usw. Auf diese Weise gelangt
man nach endlich vielen Schritten zu einem Polynom ¢, mit g, = 0. Es
folgt, dass g eine Linearkombination der f;; mit Koeffizienten in R[Y]
ist. Also erzeugen die f;; das Ideal a. O

Zu einem Ideal a eines Ringes R kann man stets sein Radikal
rada = {a € R; es existiert ein n € N mit a" € a}

bilden. Unter Anwendung der binomischen Formel sieht man leicht,
dass das Radikal von a wieder ein Ideal in R ist. Ideale mit der Ei-
genschaft a = rada heifilen reduziert. Fiir jede Teilmenge U C K"
ist das Ideal I(U) C K[X] reduziert; denn ein Polynom f € K[X]
verschwindet genau dann in einem Punkt x € K", wenn irgendeine
Potenz f" mit r > 0 dort verschwindet. Wir wollen etwas genauer die
Korrespondenz zwischen Idealen in K[X] und algebraischen Mengen
in K™ untersuchen.

Satz 3. Die Zuordnungen I(-) und V (-) definieren zueinander inverse,
inklustonsumkehrende Bijektionen

— I
{algebraische Teilmengen C K "} P { reduzierte Ideale C K[X] },
%

wobet auf der linken Seite genauer iber K definierte algebraische Teil-
mengen von K™ gemeint sind.

Zum Beweis sind die beiden Beziehungen

V(IU)=U  I(V(a)) =a,
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fiir algebraische Teilmengen U C K™ bzw. reduzierte Ideale a C K[X]
zu zeigen. Die erste Gleichung ist elementarer Natur. Gelte etwa
U = V(a) fur ein Ideal a C K[X]. Zu zeigen ist V(I(V(a))) = V(a).
Da alle Polynome aus a auf V(a) verschwinden, folgt a C I(V(a))
und somit V(a) D V(I(V(a))). Andererseits verschwinden alle Poly-
nome aus I(V(a)) auf V(a), man hat also V(a) C V(I(V(a))) bzw.
V(I(V(a))) = V(a). Die Gleichung I(V(a)) = a schliefflich ist Konse-
quenz des so genannten Hilbertschen Nullstellensatzes:

Theorem 4 (Hilbertscher Nullstellensatz). Es sei a ein Ideal des Po-
lynomrings K[X] = K[X1,...,X,] und V(a) die Menge der Nullstel-
len von a in K™. Dann gilt 1(V(a)) = rad a. Mit anderen Worten, ein
Polynom f € K[X] verschwindet genau dann auf V(a), wenn eine
Potenz " zu a gehort.

Wir leiten zunéchst ein Lemma her, das man auch als schwache
Form des Hilbertschen Nullstellensatzes bezeichnet.

Lemma 5. Es sei A = K[z1,...,2,] # 0 ein Ring von endlichem
Typ dber einem Korper K. Dann setzt sich die Inklusion K — K zu
einem K-Homomorphismus A — K fort.

Beweis. Man wahle ein maximales Ideal m C A und betrachte die ka-
nonische Abbildung K — A/m. Da es sich bei A/m um einen Korper
handelt, der iiber K im ringtheoretischen Sinne von endlichem Typ ist,
sieht man mit 3.3/8, dass A/m eine endliche Kérpererweiterung von K
ist. Nach 3.4/9 gibt es dann einen K-Homomorphismus A/m — K,
und die Komposition der Projektion A — A/m mit dieser Abbildung
ergibt den gewiinschten K-Homomorphismus von A nach K. [

Nun zum Beweis von Theorem 4. Da alle Polynome aus a auf V' (a)
verschwinden, gilt a C I(V(a)), und es folgt sogar rada C I(V(a)),
da Ideale des Typs I(U) reduziert sind. Wir nehmen an, dass es ein
f € 1(V(a)) gibt mit f" ¢ a fiir alle r € N. Dann hat das multiplikative
System S = {1, f, f2,...} einen leeren Schnitt mit a. Aufgrund des
Zornschen Lemmas 3.4/5 (oder, alternativ, da K [X ] noethersch ist)
existiert ein Ideal p C K[X], welches maximal unter allen Idealen
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q C K[X] ist, fir die a C g und qN.S = () gilt. Es ist p ein Primideal.
Seien namlich a,b € K[X] — p. Nach Definition von p miissen die
Ideale (a,p) und (b, p), die von a und p bzw. b und p in K[X] erzeugt
werden, jeweils einen nicht-leeren Schnitt mit S haben, so dass

SN (ab,p) D SN ((a,p) - (bp)) #0

gilt. Es folgt ab & p, d. h. p ist ein Primideal.

Wir betrachten nun A = K[X]/p als Ringerweiterung von end-
lichem Typ iiber K. Es sei f € A die Restklasse von f. Da f Zp
nach Wahl von p und da A ein Integritdtsring ist, konnen wir im
Quotientenkorper Q(A) den Unterring A[ f‘l} definieren. Nach Lem-
ma 5 gibt es einen K-Homomorphismus A[f!] — K, so dass
wir durch Komposition mit kanonischen Abbildungen insgesamt einen
K-Homomorphismus

o: K[X] — A= A[f '] — K

erhalten. Wir konnen ¢ als denjenigen Homomorphismus ansehen, der
Polynome aus K[X] im Punkt z = (¢o(X1),...,9(X,)) € K" aus-
wertet. Da nach Konstruktion a C p C ker ¢ gilt, hat man = € V(a).
Andererseits kann aber f(z) = ¢(f) als Bild der Einheit f € A[f!]
nicht verschwinden, im Widerspruch zu f € I(V(a)). Folglich ist die
Annahme, dass keine Potenz von f zu a gehort, nicht haltbar. OJ

Im Falle eines algebraisch abgeschlossenen Korpers K besitzen die
durch maximale Ideale m C K[X] definierten algebraischen Teilmen-
gen von K™ eine besonders einfache Gestalt:

Korollar 6. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kdrper. Ein Ideal
m des Polynomrings K[X] = K[Xq,...,X,] ist genau dann mazimal,

wenn es von der Form m = (X — z1,...,X,, — x,) mit einem Punkt
r = (x1,...,2,) € K" ist. Insbesondere gilt dann V(m) = {z} und
I(z) =m.

Ist K also algebraisch abgeschlossen, so entsprechen die maximalen
Ideale in K[ X] unter der in Satz 3 beschriebenen Korrespondenz genau
den Punkten von K™.

Beweis. Es ist (X1,...,X,) C K[X] ein maximales Ideal, da der
Restklassenring K[X]/(Xy, ..., X,) isomorph zu K ist. Mit einer Va-
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riablentransformation erkennt man, dass auch jedes Ideal des Typs
(X1 —21,...,Xp —2,) C K[X] mit x = (24,...,2,) € K" maxi-
mal ist. Sei nun umgekehrt ein maximales Ideal m C K[X] gegeben.
Nach Lemma 5 gibt es einen K-Homomorphismus K[X]/m — K|
der dann notwendig ein Isomorphismus ist, da K[X]/m bereits eine
Korpererweiterung von K ist. Wir erhalten also einen Epimorphismus
K[X] — K mit Kern m. Sei jeweils z; € K das Bild von X;. Dann gilt
X; —x; € m fiir alle 7, und es folgt, da (X; — 21, ..., X,, — z,) maximal
in K[X] ist, dass dieses Ideal mit m tibereinstimmt. Die restlichen
Behauptungen ergeben sich nun leicht aus der gerade beschriebenen
Charakterisierung der maximalen Ideale in K[X]. O

Fiir einen nicht notwendig algebraisch abgeschlossenen Kérper K
kann man zeigen, dass ein Ideal in K[ X ] genau dann maximal ist, wenn
es die Gestalt I({z}) mit einem Punkt z € K" hat, vgl. Aufgabe 2.
Allerdings ist {x} nicht notwendig eine iiber K definierte algebrai-
sche Menge in K™. Auch ist 2 im Allgemeinen nicht eindeutig durch
das zugehorige maximale Ideal I({z}) C K[X] bestimmt. Beispiels-
weise iiberfithrt jeder K-Automorphismus o: K — K den Punkt
r = (x1,...,%,) in einen Punkt o(x) := (o(21),...,0(x,)), fiir den
dann I({z}) = I({o(z)}) gilt. Die kleinste iiber K definierte algebrai-
sche Menge in K", die x enthilt, ist V(I{z}), und man kann zeigen,
dass dies die Menge aller o(z) ist, wobei o die K-Automorphismen von

K durchliuft.

Betrachtet man die Polynome aus K [X] als K-wertige Funktionen
auf K", so kann man diese bei Vorgabe eines Ideals a C K[X] ein-
schranken auf die algebraische Menge V' (a). Dieser Einschrankungspro-
zess definiert einen Ringhomomorphismus K[X] — Abb(V(a), K),
dessen Kern das Ideal a enthilt. Somit lassen sich die Elemente
des Restklassenrings K[X]/a in kanonischer Weise als “Funktionen”
auf V(a) auffassen; man nennt K[X]/a auch den zu a gehorigen
Ring polynomialer Funktionen auf der algebraischen Menge V' (a). Bei
dieser Sicht ist jedoch etwas Vorsicht geboten, denn die Abbildung
K[X]/a — Abb(V(a), K) wird im Allgemeinen nicht injektiv sein.
Nilpotente Elemente aus K[X]/a induzieren beispielsweise stets die
Nullfunktion auf V(a), und man folgert aus dem Hilbertschen Null-
stellensatz, dass dies auch die einzigen Elemente in K [X]/a mit dieser
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Eigenschaft sind. Der Kern der Abbildung K[X] — Abb(V(a), K)
ist ndmlich das Ideal rad a, womit sich der Kern der induzierten Ab-
bildung K[X]/a — Abb(V(a), K) als das Radikal des Nullideals in
K[ X]/a ergibt. Letzteres besteht aus allen nilpotenten Elementen von
K[X]/a.

Aufgaben

K sei ein Kérper, K ein algebraischer Abschluss und X = (X1,..., X,,)
ein System von Variablen.

1. Fir Teilmengen E C K[ X] und U C K" setze man
Vk(E) ={z € K"; f(z) =0 fiir alle f € E},
IU) = {f € K[X]; f(U) =0}.

Man iiberlege, welche der Resultate aus diesem Abschnitt giiltig bleiben
und welche nicht, wenn man Nullstellen von Polynomen f € K[X] le-
diglich in K™ und nicht in K™ betrachtet, also die Bildung Vi () anstelle
von V (-) benutzt.

2. Zu Punkten z € K™ betrachte man jeweils den Einsetzungshomomor-
phismus h,: K[X] — K, f — f(x). Man zeige, dass die Ideale des
Typs ker h, gerade die maximalen Ideale in K[X] sind.

3. Seim C K[X] ein maximales Ideal. Man zeige: Es gilt m = (f1,..., fn)
mit Polynomen fi,..., f,, wobei f; jeweils ein normiertes Polynom in
X; mit Koeffizienten in K[X7,...,X;_1] ist.

4. BEs sei U C K" eine iiber K definierte algebraische Teilmenge. Man
nennt U irreduzibel iiber K, wenn es keine Zerlegung U = U; U Us
mit iber K definierten algebraischen Teilmengen Uy, Us C U gibt. Man
zeige:

(i) U Cc K" ist genau dann irreduzibel iiber K, wenn das zugehéorige
Ideal I(U) C K[X] prim ist.

(ii) Es existiert eine Zerlegung U = U; U ... U U, von U in irreduzi-
ble iiber K definierte algebraische Teilmengen. Fiir unverkiirzbare
Zerlegungen sind die Uy, ...,U, eindeutig bestimmt, abgesehen
von der Reihenfolge.

5. Es sei A eine K-Algebra von endlichem Typ. Man zeige, dass A ein
Jacobson-Ring ist, d. h. dass jedes reduzierte Ideal a C A Durchschnitt
maximaler Ideale ist.



4. Galois-Theorie

Uberblick und Hintergrund

In Kapitel 3 haben wir gesehen, dass zu einem Korper K stets ein alge-
braischer Abschluss K existiert und dass dieser bis auf K-Isomorphie
eindeutig bestimmt ist. Gehen wir daher von einer algebraischen Glei-
chung f(x) = 0 mit einem nicht-konstanten Polynom f € K[X] aus, so
zerfillt f iiber K vollstindig in Linearfaktoren, und man kann sagen,
dass K “siamtliche” Losungen der algebraischen Gleichung f(z) = 0
enthélt. Der Teilkorper L C K, der iiber K von allen diesen Losun-
gen erzeugt wird, ist ein Zerféllungskorper von f, wobei die Erweite-
rung L/K endlich sowie geméf 3.5/5 normal ist. Ersatzweise konnen
wir einen Zerfallungskorper L zu f auch mit Hilfe des Verfahrens
von Kronecker konstruieren, indem wir sukzessive alle Losungen von
f(z) = 0 zu K adjungieren. Die Struktur der Erweiterung L/K ist
zu kldren, wenn man Aussagen iiber die “Natur” der Losungen von
f(z) = 0 machen méchte, z. B. wenn man die Gleichung durch Radi-
kale auflésen mochte.

An dieser Stelle setzt nun die Galois-Theorie mit ihren grup-
pentheoretischen Begriffsbildungen ein. Und zwar betrachtet man die
Gruppe Autg (L) aller K-Automorphismen von L. Ist L/K separa-
bel und damit eine Galois-Erweiterung, so bezeichnet man Auty (L)
auch als Galois-Gruppe zu L/K und schreibt hierfur Gal(L/K). Je-
der K-Automorphismus L — L induziert eine bijektive Selbstab-
bildung auf der Menge der Nullstellen von f und ist durch die Bil-
der dieser Nullstellen auch eindeutig bestimmt. Man kann daher die
Elemente von Autg(L) mit den entsprechenden Permutationen der
Nullstellen von f identifizieren. Fasst man K als algebraischen Ab-
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schluss von L auf, so wird mit 3.5/4 klar, dass man Autg (L) auch als
Menge aller K-Homomorphismen L — K interpretieren kann, wobei
sich diese Homomorphismen mit Hilfe der Resultate 3.4/8 und 3.4/9
in konkreter Weise beschreiben lassen. Man nehme beispielsweise an,
dass f keine mehrfachen Nullstellen hat oder, allgemeiner, dass L als
Zerfallungskorper von f separabel {iber K ist. Dann ist die Erweiterung
L/K aufgrund des Satzes vom primitiven Element 3.6/12 einfach, et-
wa L = K(«), und das Minimalpolynom g € K[X] zu « zerfillt nach
3.5/4 iiber L vollstéindig in Linearfaktoren. Fiir die zugehorigen Null-
stellen oy, ..., a, € L gilt jeweils L = K(«;), und es gibt nach 3.4/8 zu
jedem i einen eindeutig bestimmten Automorphismus o; € Autg (L)
mit 0;() = o, den wir durch h(a)) — h(q;) fiir Polynome h € K[X]
beschreiben kénnen. Die Galois-Gruppe Gal(L/K) besteht dann aus
den Elementen o4, ..., 0,, wobei deren Anzahl n gleich dem Grad von
g bzw. dem Grad der Erweiterung L/K ist. In dieser konkreten Weise
hat bereits Galois die nach ihm benannten Gruppen eingefiihrt.

Als erstes grundlegendes Resultat der Galois-Theorie beweisen wir
in Abschnitt 4.1 den so genannten Hauptsatz der Galois-Theorie. Er
besagt fiir eine endliche Galois-Erweiterung L/K, dass die Untergrup-
pen H der zugehoérigen Galois-Gruppe Gal(L/K) mittels H — L
bzw. E —— Autg(L) in bijektiver Weise den Zwischenkérpern E von
L/K entsprechen; dabei sei L C L der Teilkorper derjenigen Elemen-
te, die unter allen Automorphismen aus H invariant sind. Weiter ist ein
Zwischenkorper F zu L/K genau dann normal iiber K, wenn Autg (L)
als Untergruppe von Gal(L/K) ein Normalteiler ist. Man kann daher
die Galois-Gruppe Gal(L/K) in gewisser Weise als ein Abbild der Er-
weiterung L /K ansehen. Insbesondere reduziert sich das Problem, alle
Zwischenkorper zu L/K zu bestimmen, auf das prinzipiell einfachere
Problem, die Untergruppen von Gal(L/K) zu bestimmen.

In Abschnitt 4.2 verallgemeinern wir den Hauptsatz der Galois-
Theorie auf nicht notwendig endliche Galois-Erweiterungen, indem wir
Galois-Gruppen nach W. Krull als topologische Gruppen interpretie-
ren und hier speziell die abgeschlossenen Untergruppen betrachten.
Insbesondere bestimmen wir in diesem Abschnitt die absolute Galois-
Gruppe Gal(FF/F) eines endlichen Kérpers IF, wobei F ein algebraischer
Abschluss zu F sei. In 4.3 schlieBllich zeigen wir an einigen Beispie-
len, wie die Galois-Gruppe einer algebraischen Gleichung in konkre-
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ten Féllen bestimmt werden kann. Hier beweisen wir auch, dass die
allgemeine Gleichung n-ten Grades die volle Permutationsgruppe &,
als Galois-Gruppe besitzt. Die zugehorige Problemstellung leitet iiber
zum Hauptsatz {iber symmetrische Polynome, den wir in allgemeiner
Version in 4.4 erhalten. Als Anwendung gehen wir auf die Diskrimi-
nante eines Polynoms f ein, deren Wert anzeigt, ob f eine mehrfache
Nullstelle hat oder nicht. In diesem Zusammenhang behandeln wir als
mogliches Hilfsmittel zur Berechnung der Diskriminante auch die Re-
sultante zweier Polynome.

Die Abschnitte 4.5 — 4.8 dienen im Wesentlichen dazu, die Charak-
terisierung der Auflosbarkeit algebraischer Gleichungen vorzubereiten,
wobei eine abschlieBende Behandlung allerdings erst in Kapitel 6 er-
folgen wird. Wir untersuchen in 4.5 und 4.8 so genannte Radikalerwei-
terungen, d. h. Erweiterungen, die durch Adjunktion von Losungen
reiner Gleichungen des Typs 2" — ¢ = 0 entstehen. Im Falle ¢ = 1 han-
delt es sich um die Adjunktion von n-ten FEinheitswurzeln, also n-ter
Wurzeln der 1, sowie ansonsten, wenn man voraussetzt, dass der Ko-
effizientenkorper K die n-ten Einheitswurzeln bereits enthélt, um das
Studium zyklischer Erweiterungen, d. h. von Galois-Erweiterungen mit
zyklischer Galois-Gruppe. Gewisse Modifikationen sind zu beriicksich-
tigen, wenn die Charakteristik des betrachteten Korpers K ein Teiler
von n ist. Als Hilfsmittel beweisen wir in 4.6 den Satz iiber die linea-
re Unabhdngigkeit von Charakteren und studieren anschliefend in 4.7
die Norm und Spur von endlichen Korpererweiterungen. E. Artin hat
diese Techniken aus der Linearen Algebra zur Grundlage seines Auf-
baus der Galois-Theorie gemacht, vgl. [1] und [2], wohingegen wir in
Abschnitt 4.1 einen mehr konventionellen Zugang gewéhlt haben.

In den Abschnitten 4.9 und 4.10 verallgemeinern wir die Charak-
terisierung zyklischer Erweiterungen auf gewisse Klassen abelscher Er-
weiterungen. Es handelt sich um die nach E. Kummer benannte Theo-
rie der Kummer-Erweiterungen zu einem gegebenen Exponenten n.
In 4.9 nehmen wir zunéchst an, dass die Charakteristik des betrach-
teten Korpers kein Teiler von n ist; dies ist der einfachste Fall. An-
schlieend entwickeln wir in 4.10 die Kummer-Theorie mehr von ei-
nem axiomatischen Standpunkt aus und wenden sie insbesondere an,
um fiir p = char K > 0 Kummer-Erweiterungen zu einem Exponenten
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der Form p" zu studieren. Als wesentliches Hilfsmittel fithren wir dazu
den auf E. Witt zuriickgehenden Kalkiil der Witt- Vektoren ein.

Wir beschlieen das Kapitel in 4.11 mit einem Beispiel aus der
Descent-Theorie. Es geht hier fiir eine endliche Galois-Erweiterung
L/K darum, in der Art des Hauptsatzes der Galois-Theorie K-Vektor-
rdume mittels Invariantenbildung durch L-Vektorrdume mit zugehori-
gen “Galois-Automorphismen” zu beschreiben.

4.1 Galois-Erweiterungen

In 3.5 hatten wir eine algebraische Korpererweiterung L/K normal
genannt, wenn L Zerfallungskorper einer Familie von Polynomen aus
K[X] ist oder, in dquivalenter Weise, wenn jedes irreduzible Polynom
aus K[X], welches in L eine Nullstelle besitzt, iiber L vollstindig in
Linearfaktoren zerfillt, vgl. 3.5/4 (ii) und (iii). Im Weiteren wird die
noch verbleibende charakterisierende Eigenschaft 3.5/4 (i) fiir normale
Erweiterungen eine tragende Rolle spielen: Nach Wahl eines algebrai-
schen Abschlusses L von L beschrinkt sich jeder K-Homomorphismus
L — L zu einem Automorphismus von L. Indem wir L als alge-
braischen Abschluss K von K auffassen, konnen wir also die Menge
Homg (L, K) aller K-Homomorphismen von L nach K mit der Grup-
pe Autg (L) der K-Automorphismen von L identifizieren. Vorab sei
erwéhnt, dass man iiblicherweise zwei Elemente a,b € L als (tiber K)
konjugiert bezeichnet, wenn es einen Automorphismus o € Autg (L)
mit o(a) = b gibt; wir werden diese Terminologie jedoch nur selten
benutzen.

Definition 1. FEine algebraische Korpererweiterung L/K heifst ga-
loissch, wenn sie normal und separabel ist. Die Automorphismengruppe
Gal(L/K) := Autg (L) wird dann als die Galois-Gruppe der Galois-
Erweiterung L/ K bezeichnet.

Normale Korpererweiterungen werden in der Literatur teilweise
auch als quasi-galoissche Erweiterungen bezeichnet. Bildet man iiber
einem Korper K den Zerfallungskorper eines separablen Polynoms mit
Koeffizienten aus K, so erhélt man ein Beispiel fiir eine endliche Galois-
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Erweiterung. Weiter haben wir in 3.8/4 gesehen, dass jede algebraische
Erweiterung F/F, eines endlichen Korpers F, eine Galois-Erweiterung
ist; ¢ sei eine Primpotenz. Fiir eine endliche Erweiterung F/F, ist
die zugehorige Galois-Gruppe Gal(F/F,) zyklisch von der Ordnung
n = [F:F,] und wird von dem relativen Frobenius-Homomorphismus
F — F, a — a? erzeugt; vgl. 3.8/6.

Bemerkung 2. Es sei L/K eine Galois-Erweiterung und E ein Zwi-
schenkorper zu L/K. Dann gilt:

(i) Die Erweiterung L/E st galoissch, und die Galois-Gruppe
Gal(L/FE) ist in natirlicher Weise eine Untergruppe von Gal(L/K).

(i) Ist auch E/K galoissch, so beschrankt sich jeder K-Automor-
phismus von L zu einem K-Automorphismus von E, und die Abbildung
Gal(L/K) — Gal(E/K), 0 — o|g, ist ein surjektiver Gruppenho-
momorphismus.

Beweis. Es folgt mit 3.5/6 und 3.6/11, dass die Erweiterung L/E
galoissch ist. Da jeder F-Automorphismus von L insbesondere ein
K-Automorphismus ist, erkennt man Gal(L/F) als Untergruppe von
Gal(L/K). Ist nun auch E/K galoissch, so beschriankt sich jeder
K-Automorphismus von L nach 3.5/4 (i) zu einem K-Automorphismus
von F. Auf diese Weise erhélt man einen Gruppenhomomorphismus
Gal(L/K) — Gal(F/K), der gemaf 3.4/9 surjektiv ist. Man benutze
dabei, dass L /K normal ist. O

Mit den definierenden Eigenschaften des Separabilititsgrades sowie
unter Ausnutzung von 3.6/8 und 3.6/9 ergibt sich unmittelbar:

Bemerkung 3. Es sei L/ K eine endliche normale Korpererweiterung.
Dann folgt
ord Autg (L) = [L: K], < [L: K].

Insbesondere gilt genau dann ord Auty (L) = [L : K], wenn L/K
separabel ist.

Eine wichtige Eigenschaft von Galois-Erweiterungen L/K ist in der
Tatsache begriindet, dass K jeweils der Invarianten- oder Fixkorper zur
Galois-Gruppe Gal(L/K) ist, d. h. dass K aus allen denjenigen Ele-
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menten von L besteht, die unter allen Automorphismen aus Gal(L/K)
invariant sind. Um diese Aussage, die auch Teil des Hauptsatzes der
Galois-Theorie ist, beweisen zu kénnen, studieren wir zunéchst einmal
Fixkorper, die mit Hilfe von Automorphismengruppen gebildet werden.

Satz 4. Es sei L ein Kéorper und G eine Untergruppe von Aut(L), der
Automorphismengruppe von L. Weiter setze man

K=L%={a€L;o(a)=afiraleoceG};

dies ist der so genannte Fixkorper unter G.

(i) Ist G endlich, so ist L/K eine endliche Galois-Erweiterung
vom Grad [L: K] = ord G mit Galois-Gruppe Gal(L/K) = G.

(ii) Ist G nicht endlich, L/ K aber algebraisch, so ist L/ K eine un-
endliche Galois-Erweiterung mit einer Galois-Gruppe Gal(L/K), wel-
che G als Untergruppe enthiilt.

Beweis. Man iiberlegt sich leicht, dass K = LY in der Tat ein Teilkorper
von L ist. Sei nun G endlich bzw. L/K algebraisch. Um zu sehen, dass
L/K separabel ist, betrachte man ein Element a € L sowie ein ma-
ximales System von Elementen o1,...,0, € G mit der Eigenschaft,
dass 01(a),. .., o0.(a) paarweise verschieden sind. Ein solches endliches
System existiert stets, auch dann, wenn G nicht endlich ist, die Erwei-
terung L/K aber algebraisch ist; im letzteren Falle ist ndmlich o(a)
fiir o € G jeweils Nullstelle des Minimalpolynoms von a iiber K. Im
Ubrigen bemerke man, dass das Element a notwendigerweise unter den
oi(a) vorkommt. Jedes 0 € G induziert eine Selbstabbildung auf der
Menge {o1(a),...,o0.(a)}, die notwendig bijektiv ist, und es folgt, dass
das Polynom

f= H(X —04(a))

Koeffizienten in K hat, da diese unter GG festgelassen werden. Es ist also
a Nullstelle eines separablen Polynoms aus K[X] und damit a sepa-
rabel iiber K, so dass insgesamt L /K separabel algebraisch ist. Weiter
ist L/K normal, da L Zerfallungskorper tiber K aller Polynome f des
obigen Typs ist. Damit sieht man, dass L/K eine Galois-Erweiterung
ist.
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Sei nun n = ord GG, wobei wir auch n = oo zulassen. Dann folgt mit
vorstehender Argumentation [K(a) : K] < n fiir jedes a € L. Hieraus
ergibt sich [L : K] < n, wenn man den Satz vom primitiven Element
3.6/12 auf Teilkorper von L anwendet, die endlich iiber K sind. Da
G offenbar auch Untergruppe von Autg (L) = Gal(L/K) ist, hat man
nach Bemerkung 3

n=ordG < ordGal(L/K) <[L:K]<n

und deshalb ordG = [L : K]. Fir n < oo ergibt sich aulerdem
G = Gal(L/K). O

Korollar 5. Es sei L/K eine normale algebraische Kérpererweiterung
mit Automorphismengruppe G = Auty(L). Dann gilt:
(i) L/LE ist eine Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe G.
(ii) Ist L/K separabel und damit galoissch, so hat man L = K.
(iii) Sei char K > 0. Dann ist LY rein inseparabel iiber K, und die
Kette K C LY C L stimmt tiberein mit der Kette K C K; C L aus
3.7/5.

Beweis. Wir kénnen mit Satz 4 schliefen, dass L/L® eine Galois-
Erweiterung ist. Die zugehorige Galois-Gruppe ist in diesem Falle G,
denn es gilt Autyc(L) = Autg(L). Weiter folgt aus der Definition von
L% die Gleichung [LY : K], = 1. Ist nimlich K ein algebraischer Ab-
schluss von K, der L enthilt, so setzt sich jeder K-Homomorphismus
L — K gemifl 3.4/9 zu einem K-Homomorphismus L — K fort
bzw. aufgrund der Normalitiat von L/K zu einem K-Automorphismus
von L; alle K-Automorphismen von L sind aber auf L¢ trivial. Ist
nun L/K separabel, so auch L%/K, und es folgt LY = K wegen
[L¢: K] =[LY: K], = 1. Ist andererseits L/K (im Falle char K > 0)
nicht separabel, so erkennt man LY/ K nach 3.7/2 als rein inseparabel.
Dass die Kette K C L C L mit derjenigen aus 3.7/5 iibereinstimmt,
ergibt sich aus der Konstruktion bzw. der Eindeutigkeitsaussage in

3.7/5. 0

Theorem 6 (Hauptsatz der Galois-Theorie). Es sei L/ K eine endliche
Galois-Erweiterung mit G = Gal(L/K) als Galois-Gruppe. Dann sind
die Zuordnungen
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@
{Untergruppen von GG } R {Zwischenkérper von L/ K },
w

H —+ [H

Gal(L/E) ~—— E,

)

welche einer Untergruppe H C G den Fizkérper L, bzw. einem Zuwi-
schenkorper E von L/K die Galois-Gruppe der Galois-Erweiterung
L/E zuordnen, bijektiv und invers zueinander.

Es ist L genau dann normal und damit galoissch iiber K, wenn
H ewn Normalteiler in G ist. Ist letztere Bedingung gegeben, so besitzt
der surjektive Gruppenhomomorphismus

G — Gal(L"/K),

oo,
H als Kern und induziert folglich einen Isomorphismus

G/H == Gal(L" /K).

Bemerkung 7. Ldsst man im Theorem die Endlichkeitsvoraussetzung
fiir die Galois-Erweiterung L/K fallen, so gilt noch ® oW = id; ins-
besondere ist @ surjektiv und ¥ injektiv. Im Allgemeinen ist aber fir
Untergruppen H C G das Bild (¥ o ®)(H) wverschieden von H; wvgl.
4.2/3 bzw. 4.2/4.

Fiir nicht-endliche Galois- Erweiterungen bleibt der zweite Teil des
Theorems giiltig, wenn man sich auf Untergruppen H C Gal(L/K) be-
schrinkt, welche der Bedingung (Wo®)(H) = H, d. h. H = Gal(L/L")
gentigen. Dies sind die so genannten abgeschlossenen Untergruppen
von Gal(L/K); vgl. Abschnitt 4.2.

Beweis zu Theorem 6 und Bemerkung 7. Wir gehen von einer nicht
notwendig endlichen Galois-Erweiterung L/K aus. Ist E ein Zwi-
schenkérper von L/K, so ist L/E galoissch, und die Galois-Gruppe
H = Gal(L/FE) ist eine Untergruppe von G = Gal(L/K); vgl. Bemer-
kung 2. Mit Korollar 5 (ii) folgt dann £ = L¥ | so dass fiir die in der Be-
hauptung genannten Zuordnungen @ o¥ = id gilt. Die Endlichkeit von
L/K wird bei diesem Argument nicht benotigt. Ist umgekehrt H C G
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eine Untergruppe, so betrachte man den Zwischenkérper E = L von
L/K.Ist G endlich, so auch H, und es gilt H = Gal(L/FE) nach Satz 4.
Somit ergibt sich ¥ o @ = id im Falle der Endlichkeit von L/K, d. h.
@ und ¥ sind dann bijektiv und invers zueinander.

Es sei nun H C G eine Untergruppe, wobei wir fiir die Zwecke
von Bemerkung 7 annehmen wollen, dass H = Gal(L /L") gilt; dies ist
bei einer endlichen Galois-Erweiterung stets gegeben, wie wir gerade
gesehen haben. Ist dann L /K normal, so hat man nach Bemerkung 2
einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

¢: G — Gal(L"/K),
o olpm.

Es besteht ker ¢ gerade aus allen K-Automorphismen von L, die L7
festlassen, also ker p = Gal(L/L") = H. Als Kern eines Gruppenho-
momorphismus ist H Normalteiler in GG, und ¢ induziert aufgrund des
Homomorphiesatzes 1.2/7 einen Isomorphismus G/H =% Gal(L" /K).

Ist umgekehrt H ein Normalteiler in (G, so wéhle man einen alge-
braischen Abschluss L von L; dies ist zugleich auch ein algebraischer
Abschluss von K und L#. Um die Normalitit von L / K nachzuweisen,
betrachte man einen K-Homomorphismus o: L7 — L. Es ist dann
(L") = L* zu zeigen. Um dies zu erreichen, setze man zunichst o
mittels 3.4/9 zu einem K-Homomorphismus ¢’: L — L fort. Da L/K
normal ist, beschrankt sich ¢’ zu einem Automorphismus von L, d. h.
wir kénnen o als K-Homomorphismus L — L interpretieren. Sei
nun b € o(L*), etwa b = o(a) mit a € L. Zum Nachweis von b € L
hat man zu zeigen, dass b von allen Automorphismen aus H festgelas-
sen wird. Sei also 7 € H. Dann gibt es wegen Ho = o H (der Normal-
teilereigenschaft von H) zu 7 ein Element 7/ € H mit Too = oo 7/,
und es gilt wegen a € LY

7(b) =7o00(a) =007 (a) =0(a) =0,

d. h. b e L". Somit folgt o(L") C L*. Indem wir o~ ": o(L") — LY
geméf 3.4/9 zu einem K-Homomorphismus p: LH — [ fortsetzen,
ergibt sich in gleicher Weise p(L#) C L und damit o(L) = LH. O

Wir wollen einige Folgerungen aus dem Hauptsatz der Galois-
Theorie ziehen.
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Korollar 8. Jede endliche separable Korpererweiterung L/K besitzt
nur endlich viele Zwischenkdrper.

Beweis. Indem wir zu einer normalen Hiille von L/K iibergehen, vgl.
3.5/7, konnen wir voraussetzen, dass L/K endlich und galoissch ist.
Dann korrespondieren die Zwischenkorper von L/ K in bijektiver Weise
zu den Untergruppen der endlichen Gruppe Gal(L/K). O

Um das néchste Resultat formulieren zu konnen, erkldren wir fiir
Teilkorper E, E' eines Korpers L das Kompositum E-E' als den kleins-
ten Teilkorper von L, der E und E’ enthélt. Man gewinnt £+ E’, indem
man alle Elemente von E’ zu F oder auch alle Elemente von F zu E’
adjungiert, d. h. F- E' = E(E') = E'(E).

Korollar 9. Es sei L/K eine endliche Galois-Erweiterung. Zu Zwi-
schenkorpern E, E' von L/K betrachte man H = Gal(L/E) und
= Gal(L/E") als Untergruppen von G = Gal(L/K). Dann gilt:

(i) ECE < HDH'.
( ) E-E = LHOH’
(iii) ENE' = ", wobei H" die von H und H' erzeugte Untergruppe
von G ist.

Beweis. (i) Gilt E C E', so ist jeder E’-Automorphismus von L auch ein
E-Automorphismus, d. h. es gilt H = Gal(L/E) D Gal(L/E") = H'.
Umgekehrt folgt aus H D H' die Inklusion £ = L¥ ¢ L' = F'.

(ii) Es gilt F - E' ¢ LA™ sowie Gal(L/E - E') ¢ HN H'. Aus
letzterer Inklusion folgt mit (i) sofort £ - E' > LHM,

(iii) Es gilt L#" = LN L" = ENE'". O

Definition 10. Eine Galois-Erweiterung L/ K heifst abelsch (bzw. zy-
klisch), wenn die Gruppe Gal(L/K) abelsch (bzw. zyklisch) ist.

Beispiele zyklischer und somit abelscher Galois-Erweiterungen las-
sen sich leicht angeben. Mit 3.8/4 und 3.8/6 sieht man, dass jede Erwei-
terung zwischen endlichen Korpern eine zyklische Galois-Erweiterung
darstellt.
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Korollar 11. Es sei L/K eine endliche abelsche (bzw. zyklische) Ga-
lois- Erweiterung. Dann ist fir jeden Zwischenkorper E von L/K auch
E/K eine endliche abelsche (bzw. zyklische) Galois-Erweiterung.

Beweis. Es ist Gal(L/E) ein Normalteiler in Gal(L/K), da zyklische
Gruppen insbesondere abelsch sind. Somit ist F/K galoissch. Weiter
ist die Galois-Gruppe Gal(E/K) = Gal(L/K)/ Gal(L/FE) abelsch bzw.
zyklisch, wenn die Gruppe Gal(L/K) die entsprechende Eigenschaft
hat. 0

Satz 12. Es sei L/K eine Korpererweiterung mit Zwischenkdrpern
E, F', so dass E/K und E'/K endliche Galois-Erweiterungen sind.
Dann gilt:

(i) E-E'ist endlich und galoissch iber K, und der Homomorphis-
mus

p: Gal(E - E'/E) — Gal(E'/EN E'),
or— o|p,
15t bijektiv.
(ii) Der Homomorphismus
¥ Gal(E- E'/K) — Gal(E/K) x Gal(E'/K),
o+ (0], olw),

ist injektiv. Gilt ENE' = K, so ist 1 auch surjektiv und damit bijektiv.

Beweis. Wir beginnen mit Aussage (i). Zunéchst folgt aus der Bezie-
hung F-E' = K(E, E'), dass E- E' normal, separabel und endlich iiber
K ist, da E/K und E'/K diese Eigenschaften besitzen. Weiter ist ¢ in-
jektiv, denn fiir o € Gal(E - E'/E) gilt o|g = id, und fiir o € ker ¢ gilt
zusatzlich o|p = id, also o = id. Fiir die Surjektivitdt von ¢ nutzen
wir den Hauptsatz und betrachten die Gleichung

(E)™¢ = (B E)®EEENE = ENE,

diese impliziert im ¢ = Gal(E'/E N E’), wie gewiinscht.
Die Injektivitdt von ¢ in Aussage (ii) ist leicht einzusehen, denn
jeder K-Automorphismus o € ker) ist trivial auf £ und E’, somit
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also auch auf E - E'. Zum Nachweis der Surjektivitit von ¢ nehmen
wir ENE" = K an. Sei (0,0") € Gal(E/K) x Gal(E'/K). Nach (i) ldsst
sich 0’ € Gal(E'/K) fortsetzen zu ¢’ € Gal(£ - E'/K) mit ¢'|p = id.
Entsprechend lisst sich auch o fortsetzen zu ¢ € Gal(£ - E'/K) mit
7|p = id. Es ist dann & o 6" ein Urbild zu (o, ') unter ¢, denn es gilt

(606)p=06lpod|r=0

und
(5’05'/)|E/ = 5'|E’ 05'/|E/ = O'/.

Aufgaben

1. Welche FEinsichten liefert der Hauptsatz der Galois-Theorie beziiglich
endlicher algebraischer Korpererweiterungen?

2. Wie miisste der Hauptsatz der Galois-Theorie lauten, wenn man thn fiir
endliche quasi-galoissche Korpererweiterungen formulieren wollte?

3. Man zeige, dass eine algebraische Kéorpererweiterung L/K genau dann
galoissch ist, wenn K der Fizkorper unter der Automorphismengruppe
Autg (L) ist.

4. Man konstruiere einen Koérper L mit einer Untergruppe G C Aut(L),
derart dass L/L% keine Galois-Erweiterung ist.

5. Es sei L/K eine endliche Galois-Erweiterung und H C Gal(L/K) eine
Untergruppe.
(i) Sei @« € L und sei fir o € Gal(L/K) die Gleichung o(a) = «
dquivalent zu o € H. Man zeige L = K(a).
(i) Man begriinde, dass es zu H stets ein a € L wie in (i) gibt.

6. Essei K ein Korper, f € K[X] ein irreduzibles separables Polynom und
L ein Zerféllungskorper von f iiber K, so dass also L/K eine endliche
Galois-Erweiterung ist. Man zeige: Ist L/K abelsch, so gilt L = K(«)
fiir jede Nullstelle « € L von f.

7. Sei L ein algebraisch abgeschlossener Korper und o € Aut(L). Sei K =
L? der Fixkorper unter o. Man zeige, dass jede endliche Kérpererwei-
terung von K eine zyklische Galois-Erweiterung ist.
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8. Zu einer Galois-Erweiterung L/ K betrachte man ein Element o € L—K
sowie einen Zwischenkoérper K', der maximal mit der Bedingung o ¢ K’
ist. Man zeige: Ist E ein Zwischenkorper zu L/K' mit [E : K'] < oo,
so ist E/K' eine zyklische Galois-Erweiterung.

9. Sei K ein Korper und K ein algebraischer Abschluss. Man zeige:

(i) Ist E;, i € I, eine Familie von Zwischenkorpern zu K /K mit der
Eigenschaft, dass F;/K jeweils eine abelsche Galois-Erweiterung
ist, so ist auch K(|J;c; Ei) eine abelsche Galois-Erweiterung von
K.

(ii) Es existiert eine maximale abelsche Galois-Erweiterung K,/ K.
Diese ist charakterisiert durch die folgenden Eigenschaften: (a) Es
ist K,/ K abelsche Galois-Erweiterung. (b) Fiir jede weitere abel-
sche Galois-Erweiterung L/K ist L isomorph iiber K zu einem
Zwischenkorper von K, /K.

(iii) Je zwel maximale abelsche Galois-Erweiterungen sind iiber K iso-
morph.

10. Es sei L/K eine endliche Galois-Erweiterung. Weiter seien Lj, Ly Zwi-
schenkorper zu L/ K, welche zu den Untergruppen Hy, Hy C Gal(L/K)
korrespondieren mogen. Man zeige: Fiir o € Gal(L/K) ist o(L1) = L»
dquivalent zu der Gleichung o Hio~ ! = H.

11. Man zeige, dass L = Q(/p1, - - ., \/Pn) fiir paarweise verschiedene Prim-
zahlen p1,...,p, eine abelsche Galois-Erweiterung von Q mit Galois-
Gruppe (Z/27)" ist. (Hinweis: Man beachte, dass fiir a € Q mit v/a € L
und fiir 0 € Gal(L/Q) stets o(v/a) = ++/a gilt. Allgemeiner werden
Erweiterungen des Typs L/Q im Rahmen der so genannten multipli-
kativen Kummer-Theorie behandelt; siehe 4.9. Fiir die von p1,...,pn
erzeugte multiplikative Untergruppe M C Q* lisst sich dann M /M?
als Untergruppe der Gruppe Hom(Gal(L/Q),7Z/27) aller Gruppenho-
momorphismen Gal(L/Q) — Z/2Z interpretieren.)

4.2 Proendliche Galois-Gruppen*®

Im vorigen Abschnitt hatten wir die Galois-Theorie im Wesentlichen
nur fiir endliche Galois-Erweiterungen formuliert. Wir wollen diese
Einschriankung hier fallen lassen und einige Zusatziiberlegungen an-
stellen, die insbesondere fiir nicht-endliche Galois-Erweiterungen von
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Interesse sind. Sei also L/K eine beliebige Galois-Erweiterung. Dann
konnen wir das System £ = (L;);er aller Zwischenkorper von L/K
betrachten, die endlich und galoissch iiber K sind. Es bezeichne
fi: Gal(L/K) — Gal(L;/K) jeweils den Restriktionshomomorphis-
mus gemaf 4.1/2. Jedes 0 € Gal(L/K) bestimmt dann eine Familie
von Galois-Automorphismen (0;);cr, indem wir o; = |z, = fi(o) set-
zen. Dabei gilt 0|1, = o; fiir L; C L;. Hat man umgekehrt eine Familie
(0i)ier € [1;e; Gal(Li/K), welche vorstehende Vertréglichkeitsrelation
erfiillt, so definiert diese eindeutig ein Element o € Gal(L/K). Hierfiir
sind zwei Gegebenheiten verantwortlich: Zum einen ist L die Vereini-
gung aller L; € £, denn fiir a € L ist die normale Hiille von K(a)
in L/K eine endliche Galois-Erweiterung, welche a enthilt; vgl. 3.5/7.
Insbesondere ist jedes o € Gal(L/K) eindeutig durch seine Restrik-
tionen auf die L; festgelegt. Zum anderen gibt es zu je zwei endlichen
Galois-Erweiterungen L;, L; € £ stets ein L, € £ mit L; U L; C Ly,
némlich das Kompositum L; - L; = K(L;, L;). Ist daher (o;) ein Sys-
tem von Galois-Automorphismen mit o,|,, = o; fiir L; C L;, so er-
geben die o; eine wohldefinierte Abbildung o: L — L. Diese ist ein
K-Automorphismus, da es zu a,b € L, etwa a € L;, b € L;, stets einen
Index k mit a,b € L; gibt und da o ein K-Automorphismus ist.

Es sei nun H C Gal(L/K) eine Untergruppe. Ahnlich wie oben be-
schrieben, kann man zu H die Restriktionen H; = f;(H) C Gal(L;/K),
1 € I, bilden. Ein Element a € L ist genau dann invariant unter H,
wenn es invariant unter einem (oder alternativ, unter allen) H; mit
a € L; ist. Allerdings ist H im Gegensatz zur obigen Situation im All-
gemeinen nicht eindeutig durch die Restriktionen H; bestimmt; man
betrachte als Beispiel etwa die absolute Galois-Gruppe eines endlichen
Korpers, welche wir am Ende dieses Abschnitts berechnen. Diese Un-
bestimmtheit von H ist der eigentliche Grund dafiir, dass sich der
Hauptsatz der Galois-Theorie 4.1/6 nur in modifizierter Form auf un-
endliche Galois-Erweiterungen iibertragen liasst. Eine gewisse Hiillen-
bildung von Untergruppen in Gal(L/K) ist erforderlich, und diese lasst
sich am einfachsten unter Zuhilfenahme topologischer Begriffsbildun-
gen beschreiben.

Es sei daran erinnert, dass eine Topologie auf einer Menge X aus
einem System T = (U;);e; von Teilmengen von X besteht, den so
genannten offenen Mengen, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:
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(i) 0, X sind offen.

(ii) Die Vereinigung beliebig vieler offener Teilmengen von X ist
offen.

(iii) Der Durchschnitt endlich vieler offener Teilmengen von X ist
offen.

Das Paar (X, ¥) (meist einfach mit X bezeichnet) heifit ein topolo-
gischer Raum. Fiir einen Punkt = € X bezeichnet man offene Mengen
U C X, die x enthalten, auch als offene Umgebungen von x. Komple-
mente offener Teilmengen von X werden abgeschlossene Teilmengen
von X genannt. Weiter kann man zu jeder Teilmenge S C X den Ab-
schluss S betrachten. Dies ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen
Teilmengen von X, die S enthalten, oder, mit anderen Worten, die
kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die S enthélt. Sie besteht
aus allen denjenigen Punkten z € X, so dass U NS # () fiir jede of-
fene Umgebung U von z gilt. Wie iiblich nennt man eine Abbildung
topologischer Raume (X', %) — (X, %) stetig, wenn das Urbild einer
T-offenen Teilmenge von X stets T'-offen in X' ist, oder in dquivalen-
ter Weise, wenn das Urbild einer ¥-abgeschlossenen Teilmenge von X
stets T'-abgeschlossen in X’ ist.

Um eine Topologie auf einer Menge X zu definieren, kann man von
einem beliebigen System 8 von Teilmengen von X ausgehen und die
hiervon erzeugte Topologie betrachten. Um diese zu konstruieren, ver-
groflert man B zunichst zu einem System B’ indem man die spezielle
Teilmenge X C X hinzunimmt sowie alle endlichen Durchschnitte von
Teilmengen von X, die zu B gehdren. Sodann bezeichnet man eine
Teilmenge U C X als offen, wenn sie Vereinigung von Mengen aus 8’
ist; mit anderen Worten, wenn es zu jedem x € U ein V' € B’ gibt mit
x € V C U. Man sieht leicht, dass man auf diese Weise eine Topologie
T auf X erhdlt. Man nennt T die von B erzeugte Topologie auf X.
Es ist ¥ die graobste Topologie auf X, beziiglich welcher die Elemente
von B offen in X sind; d. h. jede weitere Topologie " mit letzterer
Eigenschaft ist feiner als ¥ in dem Sinne, dass jede T-offene Teilmenge
von X auch T'-offen ist. Im Ubrigen priift man leicht nach, dass die
VergroBerung von B zu B’ iiberfliissig ist, wenn X bereits Vereinigung
aller Elemente aus 8 ist und wenn der Durchschnitt zweier Elemente
U,V € ‘B stets wieder eine Vereinigung von Teilmengen von X ist, die
zu ‘B gehoren.
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Als Anwendung des gerade beschriebenen Konstruktionsverfahrens
konnen wir das Produkt einer Familie topologischer Raume (X;);er
definieren. Man betrachte némlich auf dem gewohnlichen kartesischen
Produkt [,., X; diejenige Topologie, die von allen Teilmengen des
Typs HZ.GI U; erzeugt wird, wobei U; offen in X; ist und U; = X fiir fast
alle 7 € I gilt. Dies ist die grobste Topologie, fiir die alle Projektionen
auf die Faktoren X; stetig sind. Im Ubrigen bendtigen wir noch den
Begriff der Restriktion der Topologie eines topologischen Raumes X
auf eine Teilmenge V' C X. Hierunter versteht man die Topologie auf
V', deren offene Mengen gerade die Schnitte der offenen Mengen von X
mit V sind. Man spricht dann auch von der von X auf V' induzierten
Topologie.

Wir kehren nun zu der urspriinglich betrachteten Galois-Erweite-
rung L/K zuriick und betrachten wieder das System £ = (L;);es aller
in L gelegenen endlichen Galois-Erweiterungen von K sowie die zu-
gehorigen Restriktionen f;: Gal(L/K) — Gal(L;/K). Fiir jedes i € [
versehen wir die endliche Gruppe Gal(L;/K) mit der diskreten Topo-
logie; dies ist diejenige Topologie, beziiglich der alle Teilmengen von
Gal(L;/ K) offen sind. Sodann betrachten wir auf Gal(L/K) die grobs-
te Topologie, so dass alle Restriktionen f;: Gal(L/K) — Gal(L;/K)
stetig sind. Da Gal(L;/K) jeweils die diskrete Topologie trigt, ist dies
die von allen Fasern der Abbildungen f; erzeugte Topologie.!

Bemerkung 1. (i) Eine Teilmenge U C Gal(L/K) ist genau dann
offen, wenn es zu jedem Element o € U einen Index © € I gibt mit
[ (o)) C U

(i) Eine Teilmenge A C Gal(L/K) ist genau dann abgeschlossen,
wenn fiir jedes o € Gal(L/K)—A eini € I mit f7 (fi(c))NA =10
existiert.

(iii) Fiir eine Teilmenge S C Gal(L/K) besteht der Abschluss S aus
allen Elementen o € Gal(L/K), so dass f;*(fi(c)) NS # O fir alle
1€ 1.

Beweis. Wir begriinden nur Aussage (i), die restlichen beiden Behaup-
tungen sind formale Folgerungen hieraus. Sei 8 das System der Fa-

! Unter den Fasern einer Abbildung f: X — Y versteht man die Urbilder
“*(y) von Punkten y € Y.
[t Punk Y
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sern der Restriktionen f;, ¢ € I. Aufgrund der Beschreibung der von
einem System von Teilmengen einer Menge X erzeugten Topologie ha-
ben wir lediglich zu zeigen, dass wir B, wie oben ausgefiihrt, nicht
durch Hinzunahme endlicher Durchschnitte von Elementen aus 8 zu
einem System B’ zu vergrofern brauchen, d. h. dass fiir zwei Au-
tomorphismen o; € Gal(L;/K), 0; € Gal(L;/K) der Durchschnitt
o) N fj_l(aj) Vereinigung gewisser Fasern von Restriktionsabbil-
dungen fi: Gal(L/K) — Gal(Ly/K) ist. Um dies nachzuweisen,
wéhle man einen Index £ € I mit L; U L; C L. Da f; die Komposi-
tion von f mit der Restriktionsabbildung Gal(Ly/K) — Gal(L;/K)
ist, sieht man, dass f; '(0;) Vereinigung von Fasern der Restriktion
fr: Gal(L/K) — Gal(Ly/K) ist. Entsprechendes gilt fiir fj_l(aj),
und es folgt, dass auch f;'(o;) N f; ' (0;) Vereinigung von Fasern von
fk ist. O

Mit Hilfe von Bemerkung 1 kann man leicht sehen, dass Gal(L/K)
eine topologische Gruppe ist. Man versteht hierunter eine Gruppe G mit
einer Topologie, derart dass die Gruppenverkniipfung G x G — G
sowie die Inversenbildung G — G stetig sind. Dabei versieht man
G x G natiirlich mit der Produkttopologie. Zur weiteren Illustration
der Topologie auf Gal(L/K) wollen wir zeigen:

Bemerkung 2. Es ist Gal(L/K) als topologische Gruppe kompakt und
total unzusammenhdngend.

Bevor wir den Beweis beginnen, sei daran erinnert, dass ein topo-
logischer Raum X quasi-kompakt heifit, wenn jede offene Uberdeckung
von X eine endliche Teiliiberdeckung enthélt. Weiter heifit X kompakt,
wenn X quasi-kompakt und hausdorffsch ist. Letzteres bedeutet, dass
es zu x,y € X disjunkte offene Teilmengen U,V C X mit x € U,
y € V gibt. SchlieSlich heifit X total unzusammenhdingend, wenn fiir
jede Teilmenge A C X, die mehr als ein Element enthélt, zwei offene
Teilmengen U,V C X existieren mit A C UUV sowie UNA # 0 # VNA
und UN ANV = . Triagt X beispielsweise die diskrete Topologie, so
ist X hausdorffsch und total unzusammenhéngend. Ist X zusatzlich
endlich, so ist X auch kompakt.
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Beweis zu Bemerkung 2. Die zu betrachtenden Restriktionsabbil-
dungen f;: Gal(L/K) — Gal(L,;/K) induzieren einen injektiven Ho-
momorphismus

Gal(L/K) < [ [ Gal(Li/K),
il

den wir im Folgenden als Inklusion verstehen. Es ist [[ Gal(L;/K)
als Produkt endlicher diskreter, also kompakter topologischer Raume
aufgrund des Satzes von Tychonoff selbst wieder kompakt (eine Tat-
sache, die man in der hier vorliegenden speziellen Situation auch ele-
mentar nachpriifen kann). Da [[ Gal(L;/K) auf Gal(L/K) die gege-
bene Topologie induziert, haben wir zum Nachweis der Kompaktheit
von Gal(L/K) lediglich zu zeigen, dass diese Gruppe abgeschlossen
in [[Gal(L;/K) ist. Um dies einzusehen, betrachte man einen Punkt
(0;) € [[ Gal(L;/ K), der nicht zu Gal(L/K) gehort, fir den es also zwei
Indizes j,j" € I mit L; C Ly gibt, so dass oj|.; # 0;. Dann bildet
aber die Menge aller (0;) € [[ Gal(L;/K), fiir die ¢, = o; und o7, = o
gilt, eine offene Umgebung des Punktes (o;), welche Gal(L/K) nicht
trifft. Folglich ist Gal(L/K) abgeschlossen in [ [ Gal(L;/K).

Um zu sehen, dass Gal(L/K) total unzusammenhéngend ist, ge-
niigt es zu zeigen, dass [[ Gal(L;/K) als Produkt diskreter Gruppen
total unzusammenhéngend ist. Seien etwa (o;) und (o)) zwei verschie-
dene Elemente von [[ Gal(L;/K). Dann existiert ein Index j € I mit
oj # 0. Man definiere nun offene Teilmengen V' = [[V; und V' = [TV
in [[ Gal(L;/K) durch

v {Gal(Li/K) fiwitj |, {Gal(Li/K) fiir i # j

{o}} firi=; ' )|Gal(Lj/K)—{o;} firi=j
Dann gilt (0;) € V, (0f) € V' sowie [[Gal(L;/K) = V UV’ und

V' NV' = (. Hieraus sieht man unmittelbar, dass [[ Gal(L;/K) die
definierende Eigenschaft eines total unzusammenhéngenden topologi-

schen Raumes erfiillt. O

Wir wollen uns nun der Verallgemeinerung des Hauptsatzes der
Galois-Theorie 4.1/6 auf beliebige Galois-Erweiterungen zuwenden.

Satz 3. Es sei L/ K eine beliebige Galois-Erweiterung. Dann entspre-
chen die Zwischenkérper von L/K in bijektiver Weise den abgeschlos-
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senen Untergruppen von Gal(L/K). Genauer, die gesamte Aussage des
Hauptsatzes 4.1/6 bleibt giiltig, wenn man sich bei den Untergruppen
H C Gal(L/K) auf diejenigen beschrinkt, die abgeschlossen sind.

Die wesentliche Arbeit des Beweises wurde bereits in Abschnitt 4.1
geleistet, man vergleiche 4.1/7. Es bleibt lediglich noch nachzuweisen,
dass fiir Zwischenkorper E zu L/K die Galois-Gruppe Gal(L/FE) eine
abgeschlossene Untergruppe von Gal(L/K) darstellt und dass auf der
Menge der abgeschlossenen Untergruppen von Gal(L/K) die Kompo-
sition ¥ o® aus 4.1/6 die Identitét ist. Beides ergibt sich aus folgendem
Resultat:

Lemma 4. Sei H C Gal(L/K) eine Untergruppe und L der Fizkérper
unter H. Dann ist Gal(L/L") als Untergruppe von Gal(L/K) gerade
der Abschluss von H.

Beweis. Wir betrachten wieder das System (L; ) aller Zwischenkorper
von L/K mit der Eigenschaft, dass L;/K endlich und galoissch ist, so-
wie die Restriktionsabbildungen f;: Gal(L/K) — Gal(L;/K). Sei
H; = f;(H). Da ein Element a € L; genau dann invariant unter H ist,
wenn es invariant unter H; ist, gilt L NL; = L, also L = J,, L.
Ist H' C Gal(L/K) eine weitere Untergruppe von Gal(L/K) und setzt
man H! = f;(H'), so folgt mit 4.1/4 oder 4.1/6, dass L = L'
dquivalent ist zu den Gleichungen H; = H], i € I. Nun ist aber
H' = (e, fi'(H;) offenbar die grofte Untergruppe in Gal(L/K)
mit fi(H') = H; fiir alle i € I, also mit L#' = L. Folglich gilt
H' = Gal(L/L™).

Andererseits berechnet sich der Abschluss H von H geméif Bemer-
kung 1 (iii) zu

H = {0 Gal(L/K); £ (filo) N H # 0 fiix alle i € T}
- {g € Gal(L/K) ; fi(o) € H, fiir alle i € 1}
= mffl(HO

il

—H
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und es folgt, dass die Galois-Gruppe Gal(L/L*) mit dem Abschluss
der Untergruppe H C Gal(L/K) iibereinstimmt. O

In der Situation von Satz 3 konnen die offenen Untergruppen von
Gal(L/K) wie folgt charakterisiert werden:

Korollar 5. Es sei L/K eine Galois-Erweiterung und H eine Unter-
gruppe von Gal(L/K). Dann ist dquivalent:

(i) H ist offen in Gal(L/K).

(ii) H ist abgeschlossen in Gal(L/K), und der Fizkirper LY ist
endlich iber K.

Beweis. Sei zundchst H offen in Gal(L/K). Dann ist H auch abge-
schlossen in Gal(L/K), denn mit H sind alle Links- bzw. Rechtsneben-
klassen von H offen, also auch das Komplement von H in Gal(L/K).
Weiter existiert aufgrund von Bemerkung 1 (i) eine endliche Galois-
Erweiterung L'/ K in L, so dass H den Kern der Restriktionsabbildung
Gal(L/K) — Gal(L//K), also Gal(L/L’) enthélt. Unter Benutzung
von Satz 3 folgt dann LY < LG/L) = [/ und es ist L¥ endlich iiber
K, da dies fiir L gilt.

Ist umgekehrt H abgeschlossen und L¥ /K endlich, so kénnen wir
die normale Hiille ' C L zu L* / K betrachten. Diese ist ebenfalls end-
lich iiber K; vgl. 3.5/7. Es ist dann Gal(L/L") gemafl Bemerkung 1 (i)
offen in Gal(L/K), und es gilt Gal(L/L'") C Gal(L/L*) = H, wieder-
um mit Satz 3. Insbesondere ist H offen in Gal(L/K). O

Bei der konkreten Untersuchung unendlicher Galois-Erweiterungen
L/K ist es oftmals von Vorteil, die Galois-Gruppe Gal(L/K) als pro-
jektiven Limes iiber die endlichen Galois-Gruppen Gal(L;/K) anzuse-
hen, wobei wie stets (L;);c; das System aller Zwischenkorper zu L/K
bezeichne, die endlich und galoissch iiber K sind. Wir wollen den For-
malismus des projektiven Limes hier kurz erkléaren.

Wir gehen dazu von einer partiell geordneten Indexmenge [ mit
Ordnungsrelation < aus; vgl. Abschnitt 3.4. Fiir jedes Paar von Indizes
1,7 € I mit + < 5 habe man einen Homomorphismus von Gruppen
fij: G; — G, so dass gilt:

(i) fiu =idg, fir alle i € 1.
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Ein solches System (Gj, fi;):.jer heiBBt projektives System von Grup-
pen. In dhnlicher Weise definiert man auch projektive Systeme von
Mengen oder von Mengen mit speziellen Strukturen. Beispielsweise ver-
lange man fiir ein projektives System von topologischen Gruppen, dass
alle f;; stetige Homomorphismen sind. Eine Gruppe G zusammen mit
Homomorphismen f;: G — G, so dass f; = fi; o f; fiir ¢ < j gilt,
heiBt projektiver Limes des Systems (G;, f;;), wenn folgende universelle
Eigenschaft erfiillt ist:

Sind h;: H — Gy, i € I, Gruppenhomomorphismen, welche der
Bedingung h; = f;j o h; fir i < j geniigen, so existiert eindeutig ein
Gruppenhomomorphismus h: H — G mit h; = f; o h fiir alle © € I.

Die Bedingung wird durch folgendes kommutative Diagramm ver-
deutlicht:

Falls ein projektiver Limes G existiert, so ist er bis auf kanonische Iso-
morphie eindeutig bestimmt. Dies ist so wie bei jedem Objekt, das mit
Hilfe einer universellen Eigenschaft definiert wird. Die Begriindung ist
wie folgt: Ist in obiger Situation neben (G, f;) auch (H, h;) ein projekti-
ver Limes von (G;, fi;), so gibt es auBer h: H — G auch einen Homo-
morphismus g: G — H mit den in obigem Diagramm ausgedriickten
Vertraglichkeiten. Nutzt man die Eindeutigkeitsbedingung in der Defi-
nition aus, so erkennt man, dass die Abbildungen go h,idy: H — H
iibereinstimmen, sowie ebenfalls die Abbildungen ho g,idg: G — G.
Es sind also h und g invers zueinander. Man schreibt G = T&lie s G, fiir
den projektiven Limes des Systems (G}, fi;), wobei man die Homomor-
phismen f;, sofern diese in offensichtlicher Weise definiert sind, meist
nicht explizit angibt.

Ist (G, fij) ein projektives System topologischer Gruppen, und ist
(G, fi) ein projektiver Limes im Sinne gewohnlicher Gruppen, so ver-
sehe man G mit der grobsten Topologie, fiir die alle Homomorphismen
fi stetig sind. Dies ist diejenige Topologie, welche von allen Urbildern
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£ (U) offener Mengen U C G; erzeugt wird; man spricht auch von
dem projektiven Limes der Topologien auf den ;. Unter dieser Topo-
logie ist G ein projektiver Limes von (Gj, f;;) im Sinne topologischer
Gruppen.

Es sei am Rande erwéhnt, dass es zum projektiven Limes als dua-
le Notation den Begriff des induktiven (oder direkten) Limes hg gibt.
Man erhélt die Definition eines induktiven Systems, bzw. eines indukti-
ven Limes, indem man in den Definitionen fiir projektive Systeme bzw.
Limiten die Richtung sdmtlicher Abbildungspfeile dndert. Zusétzlich
verlangt man noch, dass die Indexmenge [ gerichtet ist in dem Sinne,
dass es zu i, j € I stets einen Index k € I gibt mit ¢, j < k. Projektive
und induktive Limiten von Gruppen (bzw. Mengen oder Ringen etc.)
existieren stets, wie man leicht nachpriift. Wir interessieren uns hier
nur fiir den projektiven Fall:

Bemerkung 6. Es sei (G, fi;) ein projektives System von Gruppen.
(i) Die Untergruppe

G = {(xi)ier; fij(x;) = a; fir i < j} C HGia

i€l

zusammen mit den von den Projektionen auf die einzelnen Faktoren
induzierten Gruppenhomomorphismen f;: G — G; bildet einen pro-
jektiven Limes zu (G, fij)-

Insbesondere definiert jedes System (v;)icr € [lie; Gis so dass
fij(x;) = x; fir i < j gilt, eindeutig ein Element x € lim, G;.

(ii) Ist (G, fi;) ein projektives System topologischer Gruppen, und
ist G wie in (i), so ist die Restriktion der Produkt-Topologie von
[Lic; Gi auf G gerade der projektive Limes der Topologien auf den

7.

Im konkreten Fall einer Galois-Erweiterung L/K mit £ = (L;)er
als System der Zwischenkorper, die endlich und galoissch iiber K sind,
fithre man auf I eine partielle Ordnung ein, indem man ¢ < j durch
L; C L; erkldre. Weiter setze man G; = Gal(L;/K) fiir ¢ € I, und es
sei fi;j: Gal(L;/K) — Gal(L;/K) fiir i < j jeweils die Restriktions-
abbildung. Dann ist (G}, f;;) ein projektives System von Gruppen bzw.
(diskreten) topologischen Gruppen, und es gilt:
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Satz 7. Die Restriktionsabbildungen f;: Gal(L/K) — Gal(L;/K)
definieren die Galois-Gruppe Gal(L/K) als projektiven Limes des Sys-
tems (Gal(L;/K), fi;), also

Gal(L/K) = lim Gal(L;/K).
iel
Dies gilt im Sinne gewdhnlicher Gruppen wie auch im Sinne topologi-
scher Gruppen.

Beweis. Es geniigt, die definierende universelle Eigenschaft eines pro-
jektiven Limes gewohnlicher Gruppen zu verifizieren; die Topologie
auf Gal(L/K) stimmt dann nédmlich per definitionem mit dem projek-
tiven Limes der Topologien der Gruppen Gal(L;/K) iiberein. Seien
also h;: H — Gal(L;/K) Gruppenhomomorphismen, die mit den
Einschrankungsabbildungen f;; vertriglich sind. Zum Nachweis der
Eindeutigkeitsaussage betrachten wir einen Gruppenhomomorphismus
h: H — Gal(L/K) mit h; = f; o h fiir alle i € I. Man wihle ein
Element © € H und schreibe abkiirzend o = h(x), o; = h;(z). Die
Relation h; = f; o h impliziert dann o; = o|r,. Da L die Vereinigung
der L; ist, sieht man, dass 0 = h(x) eindeutig durch die o; = h;(x) be-
stimmt ist. Andererseits ldsst sich diese Erkenntnis zur Konstruktion
eines Homomorphismus h: H — Gal(L/K) der gewiinschten Form
ausnutzen. Sind namlich die o; = h;(z) jeweils als Bild eines Elemen-
tes x € H gegeben, so zeigen die Relationen h; = f;; o h; fiir ¢ < j,
also fiir L; C Lj, dass o; = ojz, gilt. Da L = |J,c; L; und da es zu
i,7 € I stetsein bk € I mit 4,7 < k, d. h. mit L; U L; C L gibt,
sieht man, dass sich die 0; zu einem wohldefinierten Automorphismus
o € Gal(L/K) zusammensetzen. Indem wir jeweils x € H auf das
entsprechende o € Gal(L/K) abbilden, erhalten wir einen Gruppen-
homomorphismus h: H — Gal(L/K) der gewiinschten Art. Somit
erfiilllt Gal(L/K) die Eigenschaften eines projektiven Limes des Sys-
tems (Gal(L;/K))icr- O

Man sagt in der Situation von Satz 7, Gal(L/K) sei eine proendli-
che Gruppe, also projektiver Limes von endlichen (diskreten) Gruppen.
Es sei hier noch angemerkt, dass es zur Bestimmung des projektiven Li-
mes eines projektiven Systems (G, fi;)i jer mit gerichteter Indexmenge
I ausreicht, diesen Limes {iber ein so genanntes kofinales Teilsystem zu
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bilden. Dabei nennen wir ein Teilsystem (G;, fij)ijer von (G, fij)ijer
kofinal, wenn es zu i € [ stets ein i’ € I’ mit ¢ < i’ gibt. Ist also (L;)er
ein Teilsystem des Systems (L;);cr aller Zwischenkorper von L/K, die
endlich und galoissch {iber K sind, und gibt es zu jedem ¢ € [ ein
i" € I'mit L; C Ly, so ist Gal(L/K) bereits der projektive Limes iiber
die Galois-Gruppen Gal(L;/K), i € I'. Dabei benutze man, dass die
Indexmenge [ in diesem Fall gerichtet ist, denn zu Indizes i, 5 € I gibt
es stets einen Index k € I mit L; U L; C Ly,

Zum Abschluss wollen wir noch ein Beispiel fiir die Berechnung
einer unendlichen Galois-Gruppe geben. Es sei p eine Primzahl und
F ein algebraischer Abschluss des Kérpers F, mit p Elementen. Je-
de endliche Erweiterung von F, ist dann von der Form [F, mit einer
Potenz ¢ = p", vgl. 3.8/2, und wir konnen uns alle Kérper F, in F
eingebettet denken, vgl. 3.4/9 und 3.8/3. Fiir ein festes ¢ = p" soll
die Galois-Gruppe Gal(F/F,) berechnet werden, die so genannte ab-
solute Galois-Gruppe von F,. Hierzu betrachten wir das System aller
endlichen Galois-Erweiterungen von F, also nach 3.8/3 und 3.8/4 das
System (F,i)ien—{oy. Dann gilt nach Satz 7

Gal(F/F,) = lim Gal(F,,/F,).
1€N—{0}

Zur weiteren Berechnung studieren wir das projektive System von
Galois-Gruppen auf der rechten Seite vorstehender Gleichung genau-
er. Hierzu bezeichne o: F — F, a — (a?)" = a9, die n-te Potenz
des Frobenius-Homomorphismus von F; dhnlich wie in Abschnitt 3.8
nennt man o den relativen Frobenius-Homomorphismus iiber F,. Es
ist F, C F gerade der Zerfillungskérper des Polynoms X7 — X iiber
F,, vgl. 3.8/2, also der Fixkorper unter der von o erzeugten zyklischen
Untergruppe von Gal(F/F,). Die Restriktion von o auf eine endliche
Erweiterung [F,; von [, werde mit o; bezeichnet. Man sieht dann mit
3.8/3 bzw. 3.8/6:

Bemerkung 8. (i) Es ist Gal(F,: /IF,) zyklisch von der Ordnung i, er-
zeugt von der Restriktion o; des relativen Frobenius-Homomorphismus
tiber IFy.

(ii) Es gilt Fi C Fyi genau dann, wenn i ein Teiler von j ist. Ist
letzteres der Fall, so bildet die Restriktion Gal(F /F,) — Gal(F, /F,)

das erzeugende Element o; auf das erzeugende Element o; ab.
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Wir sehen also, dass wir zur Bestimmung von lim Gal(F,: /F,) den
projektiven Limes iiber das System (Z/iZ);en-— {0} bi%en miissen. Dabei
ist als Ordnungsrelation auf N—{0} die Teilbarkeitsrelation zu verwen-
den. Weiter betrachte man fiir i |j als verbindenden Homomorphismus
fij: Z)jZ —> Z/iZ denjenigen, der die Restklasse 1 € Z/jZ auf die
Restklasse 1 € Z/iZ iiberfiihrt. Somit folgt:

Satz 9. Es existiert ein eindeutig bestimmter Isomorphismus topologi-
scher Gruppen
Gal(F/Fq) ~ 1£1 Z/iZ,
ieN—{0}

unter welchem der relative Frobenius-Homomorphismus o € Gal(F/F,)
zu dem System der Restklassen 1 € Z/iZ, i € N—{0}, korrespondiert.

Wir schreiben Z = Hm,_ o Z/iZ (wobei wir diesen Limes auch

als einen projektiven Limes von Ringen bzw. topologischen Ringen?
auffassen konnen) und sehen, dass dies bis auf kanonische Isomorphie
die absolute Galois-Gruppe eines jeden endlichen Korpers ist. Weiter
ist Z in kanonischer Weise eine Untergruppe von Z, denn die Projektio-
nen Z —» 7 /iZ geben Anlass zu einem injektiven Homomorphismus
Z —s 7. Und zwar korrespondiert Z zu der vom relativen Frobenius-
Homomorphismus o € Gal(F/F,) erzeugten freien zyklischen Gruppe
(). Da die Projektionen Z — Z/iZ alle surjektiv sind, liegt Z dicht
in i, und es erzeugt o eine dichte Untergruppe in Gal(F/F,), d. h.
eine Untergruppe, deren Abschluss bereits ganz Gal(F/F,) ist. Dies
ergibt sich im Ubrigen auch aus der Aussage von Lemma 4, da F, als
Fixkorper F') interpretiert werden kann. Wir werden im Weiteren se-
hen, dass Z eine echte Untergruppe von Z darstellt, ja dass Z sogar
wesentlich “kleiner” als Z ist. Insbesondere folgt hieraus, dass der re-
lative Frobenius-Homomorphismus o eine Untergruppe in Gal(F/F,)
erzeugt, dieA nicht abgeschlossen ist.

Es ist Z, wie die Notation bereits andeutet, in gewisser Hinsicht
als ein Abschluss des Ringes Z anzusehen, wobei allerdings auch an-
dere Abschliisse von Z denkbar sind. Beispielsweise kann man sich bei

2 Fiir einen topologischen Ring verlangt man, dass dieser beziiglich der Addition
eine topologische Gruppe ist und dass auflerdem die Ringmultiplikation stetig ist.
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der Bildung des projektiven Limes der Z/iZ darauf beschrinken, die
Zahl ¢ nur in einer gewissen Teilmenge von N — {0} variieren zu las-
sen. Fiir eine Primzahl ¢ etwa bezeichnet man den projektiven Limes
topologischer Ringe
= 1&] YA/
veN

als Ring der ganzen (-adischen Zahlen. In unserer Situation sind diese
Ringe niitzlich, da ihre Struktur einfacher zu beschreiben ist als die-
jenige von Z andererseits Z aber mit Hilfe der Ringe Z, interpretiert
werden kann:

Satz 10. Es emistiert ein kanonischer Isomorphismus von topologi-
schen Ringen

Z= lm z)iL.~ |] Z-

1eN—{0} ¢ prim

Beweis. Wir zeigen, dass P :=[], prim Ze, Zusammen mit noch zu defi-
nierenden kanonischen Homomorphismen f;: P — Z/iZ, die Eigen-
schaften eines projektiven Limes des Systems (Z/iZ);en-—qoy erfiillt. Sei
i € N—{0} mit Primfaktorzerlegung i = [, (), wobei natiirlich
fast alle Exponenten vy(i) verschwinden. Aufgrund des Chinesischen
Restsatzes in der Version 2.4/14 ist der kanonische Homomorphismus

(%) z)iz. — ] z/¢*"z

£ prim

ein Isomorphismus, so dass wir einen kanonischen Homomorphismus

firP— [ z/0"Vz = 7)iz

£ prim

erhalten. Variiert ¢ in N—{0}, so sind die vorstehenden Homomorphis-
men f;: P — Z/iZ fur i|j mit den Projektionen f;;: Z/jZ — Z/iZ
vertriglich. Im Ubrigen sieht man anhand der Definition der f;, dass
die Topologie von P gerade die grobste Topologie ist, fiir die alle f;
stetig sind. Wir brauchen also lediglich noch zu zeigen, dass (P, f;) ein
projektiver Limes von (Z/iZ, f;;) im Sinne gewohnlicher Ringe ist.
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Hierzu wihle man einen Ring R und betrachte fiir i € N—{0} Ring-
homomorphismen h;: R — Z/iZ, die mit den f;; vertriglich sind. In-
dem man Isomorphismen des Typs (x) benutzt, erhélt man hieraus fiir
jede Primzahl ¢ einen Homomorphismus h;,: R — Z/"*W7Z, wobei
die h; , mit den Restriktionshomomorphismen des projektiven Systems
(Z/tVZ),en vertriglich sind. Folglich definieren die h;y, wenn wir ¢ va-
rileren lassen, einen Ringhomomorphismus hA,: R — L YA/
und somit, wenn auch ¢ variiert, insgesamt einen nghomomorphls—
mus h: R — P, welcher der Bedingung h; = f; o h geniigt. Nun sind
aber die h;, eindeutig durch die h; bestimmt, und es folgt, dass auch
h eindeutig durch die hA; bestimmt ist. O

Wir konnen also zusammenfassen:

Theorem 11. Sei F ein endlicher Korper und F ein algebraischer
Abschluss. Dann existiert ein kanonischer Isomorphismus topologischer
Gruppen

Gal(F/F) ~ ] z.

£ prim

wobei der relative Frobenius-Homomorphismus o € Gal(F/F) zu dem
Element (1,1,....) € 1], prim Z¢ korrespondiert. Hierbei sei 1 jeweils
das Finselement in Zy, wenn wir Zy als Ring auffassen.

Insbesondere ist hieraus abzulesen, dass die durch den relativen
Frobenius-Homomorphismus ¢ erzeugte freie zyklische Untergruppe
Z C Gal(F/F) wesentlich “kleiner” als die gesamte Galois-Gruppe ist.
Es ist sogar Z wesentlich “kleiner” als der Ring der ganzen /¢-adischen
Zahlen Z,. Man kann néamlich in einfacher Weise sehen (und dies recht-
fertigt die Bezeichnung ¢-adische Zahlen), dass die Elemente von Z, bi-
jektiv den formal gebildeten unendlichen Reihen »°7 ¢, ¢” mit ganz-
zahligen Koeffizienten ¢,, 0 < ¢, < {—1, entsprechen. Die Teilmenge N
der natiirlichen Zahlen korrespondiert dabei zu allen endlichen dieser
Summen.
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Aufgaben

1.

Man prdzisiere die grundlegende Idee, welche in relativ einfacher Weise
eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Galois-Theorie 4.1/6 auf
unendliche Galois-Erweiterungen moglich macht.

Man tiberlege, warum man unendliche Galois-Gruppen nicht als rein ab-
strakte Gruppen, sondern eher als topologische bzw. proendliche Gruppen
sehen sollte.

Es sei X eine Menge, weiter sei (X;);ecs ein System von Teilmengen von
X. Fiir Indizes 4,7 € I mit X; C X; bezeichne f;; die Inklusionsabbil-
dung Xj — XZ

(i) Man schreibe ¢ < j, falls X; C X;, und zeige: (Xj, fij) ist ein
projektives System von Mengen, und es gilt: @iel Xi = Nier Xi-
(ii) Man schreibe i < j, falls X; C Xj;, und nehme an, dass die
Indexmenge I beziiglich < gerichtet ist. (Letzteres ist in die-
sem Zusammenhang allerdings ohne Bedeutung.) Man zeige, dass
(X5, fji) ein induktives System von Mengen ist und dass gilt:
hﬂie] Xl = UiEI X7f
Man zeige, dass jedes induktive System von Gruppen einen (induktiven)
Limes besitzt.

Es sei K ein Korper sowie K ein algebraischer Abschluss von K. Man
zeige, dass die absolute Galois-Gruppe Gal(K/K) bis auf Isomorphie
nicht von der Wahl von K abhingt.

Es sei L/K eine Korpererweiterung und (L;);c; ein System von Zwi-
schenkorpern, so dass L; jeweils galoissch iiber K ist und es zu 4,5 € 1
jeweils ein k € I mit L; U L; C Ly gibt. Weiter sei L' der kleinste
Teilkorper von L, welcher alle L; enthilt. Man zeige, dass L'/K ga-
loissch ist und dass Gal(L'/K) = Jim Gal(L;/K) im Sinne topologischer
Gruppen gilt.
Es sei L/K eine Galois-Erweiterung sowie E ein Zwischenkorper mit
der Eigenschaft, dass auch E/K galoissch ist. Man zeige:
(i) Die Restriktionsabbildung ¢: Gal(L/K) — Gal(E/K) ist stetig.
(ii) Estrigt Gal(F/K) die Quotiententopologie beziiglich ¢, d. h. eine
Teilmenge V C Gal(E/K) ist genau dann offen, wenn ¢~1(V)
offen in Gal(L/K) ist.

Kann es eine Galois-Erweiterung L/K mit Gal(L/K) ~ Z geben?
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9. Man betrachte die Situation von Theorem 11.

(i) Man bestimme fiir eine Primzahl ¢ den Fixkorper zu Zg, aufgefasst
als Untergruppe von Gal(F/F).

(i) Man bestimme alle Zwischenkorper von F/F.

10. Fiir eine Primzahl ¢ betrachte man den Ring Z, = @1” Z/0"7 der gan-

11.

zen (-adischen Zahlen. Fiir ein Element a € Z; bezeichne v(a) das Ma-
ximum aller Zahlen v € N, so dass die Restklasse von a in Z/¢*Z ver-
schwindet; man setze v(a) = oo fiir a = 0. Weiter definiere man den so
genannten /-adischen Betrag von a durch |al, = £~¥(®). Man zeige fiir
a,b € Zy:

(i) lalg=0<=a =0,
(ii) la-ble = |ale - [Dle,
(iii) |a + ble < max{]|ale, |ble}-

Man beweise, dass der ¢-adische Betrag |-|, aus Aufgabe 10 die Topologie
von Zy definiert (in dem Sinne, dass eine Teilmenge U C Z; genau dann
offen ist, wenn es zu jedem Punkt von U eine f-adische e-Umgebung
gibt, die noch ganz in U enthalten ist). Weiter beweise man die Glei-
chung (1—¢)~1 = 3" ', wobei man die Konvergenz in nahe liegender
Weise beziiglich des f-adischen Betrags verstehe. Mit einem dhnlichen
Argument kann man zeigen, dass jedes a € Zy mit |a], = 1 Einheit in
Zy ist.

4.3 Die Galois-Gruppe einer Gleichung

Es sei K ein Korper und f € K[X] ein nicht-konstantes Polynom.
Weiter sei L ein Zerféallungskorper von f iiber K. Ist dann f separabel,
soist L/ K eine endliche Galois-Erweiterung, und man nennt Gal(L/K)
die Galois-Gruppe von f iiber K bzw., in suggestiver Terminologie, die
Galois-Gruppe der Gleichung f(x) = 0.

Satz 1. Es sei f € K[X] ein separables Polynom vom Grade n > 0

mat Zerfillungskorper L tiber K. Sind dann aq,...,«, € L die Null-

stellen von f, so definiert

¢: Gal(L/K) — S({ou,...,0}) ~ &,
0 0-|{a1,...,ocn}7
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einen injektiven Gruppenhomomorphismus der Galois-Gruppe zu L/ K
in die Gruppe der Permutationen von aq,...,a,, bzw. in die Grup-
pe &, der Permutationen von n FElementen. Auf diese Weise lisst
sich Gal(L/K) als Untergruppe von &,, auffassen, und man sieht, dass
[L: K] =ordGal(L/K) ein Teiler von ord &, = n! ist.

f ist genau dann irreduzibel, wenn Gal(L/K) transitiv auf der
Menge der Nullstellen {aq, ..., a,} operiert, d. h. wenn es zu je zwei
dieser Nullstellen oy, a; einen Automorphismus o € Gal(L/K) mit
o(a;) = a; gibt. Insbesondere ist dies der Fall fir [L : K] = n! bzw.
fir Gal(L/K) ~ &,,.

Beweis. Sei 0 € Gal(L/K). Da o die Koeffizienten von f festlisst,
bildet o Nullstellen von f wieder auf Nullstellen von f ab. Da weiter
o injektiv ist, induziert es auf {ay,...,®,} eine injektive und damit
bijektive Selbstabbildung, also eine Permutation. Dies bedeutet, dass
die Abbildung ¢ wohldefiniert ist. Im Ubrigen ist ¢ injektiv, denn
ein K-Homomorphismus aus Gal(L/K) ist wegen L = K(aq,...,ay)
bereits eindeutig durch seine Werte auf den Elementen ay, ..., a, be-
stimmt.

Nehmen wir nun f als irreduzibel an, so existiert gemaf 3.4/8
zu je zwei Nullstellen oy, von f jeweils ein K-Homomorphismus
0: K(o;) — K(a;) mit o(a;) = ;. Dieser setzt sich nach 3.4/9 zu
einem K-Homomorphismus ¢’: L — L fort; L sei ein algebraischer
Abschluss von L. Da die Erweiterung L/K aber normal ist, beschrankt
sich ¢’ zu einem K-Automorphismus von L, also zu einem Element
0" € Gal(L/K), und es gilt nach Konstruktion o”(o;) = ;.

Ist andererseits f reduzibel und f = gh eine echte Zerlegung in
K[X], so bildet jedes 0 € Gal(L/K) die Nullstellen von g bzw. h
wieder in sich ab. Da aber f nach Voraussetzung separabel ist, miissen
die Nullstellen von g paarweise verschieden von denjenigen von h sein,
und es folgt, dass o nicht transitiv auf der Menge der Nullstellen von
f operieren kann. O

Da jede endliche Galois-Erweiterung L/ K aufgrund des Satzes vom
primitiven Element 3.6/12 einfach ist und L somit Zerfdllungskorper
eines Polynoms aus K[ X ] vom Grad n = [L : K] ist, folgt insbeson-
dere:
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Korollar 2. Ist L/K eine endliche Galois-Erweiterung vom Grad n,
so lasst sich Gal(L/K) als Untergruppe der Permutationsgruppe &,
auffassen.

Man sieht hierbei auch, dass die Galois-Gruppe Gal(L/K) in der
Situation von Satz 1 im Allgemeinen eine echte Untergruppe von &,,
ist. Ist ndmlich f € K[X] das Minimalpolynom eines primitiven Ele-
ments zu L/K und n sein Grad, so gilt fiir n > 2 die Abschétzung
ord(Gal(L/K)) = n < n! = ord&,,. Daher gibt es im Rahmen von
Satz 1 in der Regel Permutationen der Nullstellen von f, die nicht zu
einem Galois-Automorphismus von L/K korrespondieren.

Wir wollen nun in einigen speziellen Féllen die Galois-Gruppe eines
Polynoms f € K[X] berechnen.

(1) Man betrachte f = X? + aX +b € K[X], wobei f keine
Nullstelle in K habe. Dann ist f irreduzibel in K[X] und, sofern
char K # 2 oder a # 0 gilt, auch separabel. Adjungieren wir zu K eine
Nullstelle « von f, so ist der resultierende Kérper L = K («) bereits ein
Zerféllungskorper von f iiber K, d. h. L/ K ist eine Galois-Erweiterung
vom Grad 2. Die Galois-Gruppe Gal(L/K) hat die Ordnung 2 und ist
notwendigerweise zyklisch.

(2) Es sei char K # 2,3 und f = X® 4+ aX +b € K[X]. Jedes
andere normierte Polynom dritten Grades X® + ¢; X? + ... € K[X]
ldsst sich durch die Substitution X —— X —c mit ¢ = %cl auf die obige
Gestalt bringen; Zerféllungskorper sowie Galois-Gruppe des Polynoms
dndern sich dabei nicht. Wir nehmen an, dass f keine Nullstelle in K
hat. Dann ist f irreduzibel in K [X] und aufgrund der Voraussetzung
iiber char K auch separabel. Sei L ein Zerféllungskorper von f iiber K
und « € L eine Nullstelle von f. Es ist K («)/K eine Erweiterung vom
Grad 3, und fiir den Grad [L : K] ergeben sich die Werte 3 oder 6, je
nachdem ob K(«a) bereits ein Zerfallungskérper von f ist oder nicht.
Entsprechend ist Gal(L/K') von der Ordnung 3 oder 6, wobei wir diese
Gruppe geméafl Satz 1 als Untergruppe von &3 auffassen wollen. Im
ersten Fall ist Gal(L/K) zyklisch von der Ordnung 3; jedes von der
Identitét verschiedene Element o € Gal(L/K) ist ein erzeugendes Ele-
ment, da aus ord o > 1 und (ord ¢)|3 schon ord ¢ = 3 folgt. Im zweiten
Fall ergibt sich Gal(L/K) = &3 wegen ord Gal(L/K) = 6 = ord Ss.
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Wir wollen eine Methode angeben, um zu testen, welcher der bei-
den Falle vorliegt. Sind aq, ag, a3 € L die Nullstellen von f, so setze
man

d= (a1 —ag)(az — ag)(ag — ag).

Man nennt A = §2 die Diskriminante des Polynoms f; vgl. auch Ab-
schnitt 4.4. Da A unter den Automorphismen aus Gal(L/K) invariant
bleibt, hat man A € K; eine leichte Rechnung ergibt in unserem spe-
ziellen Fall

A= —4a® - 270"

Wendet man einen Automorphismus o € Gal(L/K) auf § an, so andern
sich bei den Faktoren von § moglicherweise die Vorzeichen. Es gilt
daher ¢(6) = £4, je nachdem ob o zu einer geraden oder ungeraden
Permutation in &3 korrespondiert. (Eine Permutation 7 € &,, heifit
gerade bzw. ungerade, falls

11 (1) = 7(J)

sgn(m) = -

i<j

das Signum von 7, den Wert 1 bzw. —1 hat; die Funktion sgn ist

multiplikativ, d. h. es gilt sgn(mo7’) = sgn(w) - sgn(7’) fir 7, 7’ € S,;
vgl. auch 5.3.)

Die geraden Permutationen in &,, bilden eine Untergruppe, die so

genannte alternierende Gruppe 2,,. Es ist %, als Kern des surjektiven
Gruppenhomomorphismus

S, — {1,—1}, 7 — sgn(7),

fiir n > 1 ein Normalteiler vom Index 2 in &,,. Auflerdem sieht man,
dass alle Permutationen 7 € &,,, deren Ordnung ungerade ist, zu 2,
gehoren miissen. Insbesondere ist 23 die einzige Untergruppe von G3
der Ordnung 3. Somit gelten folgende Aquivalenzen:

ord Gal(L/K) =3
< Gal(L/K) C &3 besteht nur aus geraden Permutationen
— ek
<= A besitzt eine Quadratwurzel in K
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Man kann also entscheiden, ob Gal(L/K) die Ordnung 3 oder 6 hat, in-
dem man testet, ob die Diskriminante eine Quadratwurzel in K besitzt
oder nicht.

Beispielsweise ist f = X® — X + 1 € Q[X] irreduzibel (da f in
Z[ X ] keinen linearen Faktor abspaltet). Fiir einen Zerfallungskorper

L von f iiber Q gilt Gal(L/Q) = &3, da VA = /=23 £ Q.

(3) Schlieflich wollen wir noch einige spezielle irreduzible Polyno-
me 4. Grades betrachten, und zwar irreduzible normierte Polynome
f € Q[X], deren lineare und kubische Terme trivial sind. Jedes solche
Polynom lisst sich in der Form f = (X? —a)? — b schreiben, wobei wir
zunéichst b > a? voraussetzen wollen. Als konkrete Beispiele mdgen die
Polynome X* — 2 oder X* — 4X? — 6 dienen. Die Nullstellen von f in

C sind
a:\/a—l—\/g, —Q, ﬁ: a—\/g, _ﬁ7

wobei zu beachten ist, dass aufgrund unserer Voraussetzung v/b > |a|
gilt, also « reell ist, im Gegensatz zu [ als Quadratwurzel einer nega-
tiven reellen Zahl. Der Zerfallungskorper von f in C ist L = Q(«, /),
und wir wollen zunédchst den Grad [L : Q] bestimmen. Es hat « als
Nullstelle von f den Grad 4 iiber Q, also gilt [Q(«) : Q] = 4. Weiter
ist A als Quadratwurzel des Elementes a — vb € Q(«) vom Grad < 2
iiber Q(«). Da Q(a) in R enthalten ist, nicht aber f, ist 8 notwendig
vom Grad 2 tiber Q(«), und es ergibt sich [L : Q] = [Q(«, 8) : Q] = 8.

Es soll nun die Galois-Gruppe Gal(L/Q) berechnet werden. Dazu
fassen wir Gal(L/Q) im Sinne von Satz 1 als Untergruppe der Permu-
tationsgruppe S({«, —a, 5, —F}) der Nullstellen von f auf. Wir wissen
bereits, dass L/Q den Grad 8 hat, Gal(L/Q) also die Ordnung 8 be-
sitzt. Weiter erfiillt jedes o € Gal(L/Q) als Koérperhomomorphismus
die Relationen o(—a) = —o(a), o(=p) = —o(5). Nun gibt es aber
gerade 8 Permutationen in S({a, —a, 8, —f}), welche diese Bedingun-
gen erfiillen. Denn will man eine solche Permutation definieren, so hat
man zur Festlegung von o(«) insgesamt 4 Moglichkeiten, wobei o(—a)
durch die Relation o(—a) = —o(«) erkliart werden muss. Sodann blei-
ben zur Festlegung von o(f) noch 2 Moglichkeiten, wobei wiederum
o(—p) durch die Relation o(—f) = —o(8) festgelegt ist. Damit gibt
es genau 8 Permutationen in S({a, —«, 5, —/}), welche die Relationen
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o(—a) = —o(a), o(—p) = —a(p) erfiillen, und es folgt, dass dies gera-
de die Elemente von Gal(L/Q) sind. Um die Gruppe Gal(L/Q) explizit
zu beschreiben, betrachte man die beiden Elemente o,7 € Gal(L/Q),
welche durch

o: ar—f, b — —a,
T: ar— —a, [+—p

gegeben sind. Die von o erzeugte Untergruppe (o) C Gal(L/Q) ist
zyklisch von der Ordnung 4, somit also Normalteiler in Gal(L/Q), da
vom Index 2. Weiter hat 7 die Ordnung 2. Da 7 ¢ (o), ergibt sich

Gal(L/Q) = (o,7) = (o) UT{0) = (0) U (0)T,
bzw. in noch expliziterer Schreibweise
Gal(L/Q) = {1,0,0%, 0% 1,01, 0°T,0°T}.

Zur Beschreibung der Gruppenstruktur in Gal(L/Q) geniigt es nach-
zupriifen, dass o und 7 die Relation 70 = o7 erfiillen. Es lassen sich
nun leicht alle Untergruppen von Gal(L/Q) angeben, man hat folgen-
des Schema:

Gal(L/Q)

L T~

{1,0%, 7,0t} {l,0,0%,0%} {1,0% 071,07}

IN— | _—

{1,7} {1,0%7} {1,0%} {1,07} {1,037}

Aufgrund des Hauptsatzes der Galois-Theorie 4.1/6 entsprechen die
Untergruppen von Gal(L/Q) eindeutig den Zwischenkorpern von L/Q.
Letztere lassen sich bestimmen, indem man geeignete Elemente vom
Grad 2 oder 4 in L betrachtet, die unter obigen Gruppen invariant
sind.
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Als Gegenstiick zu vorstehender Situation wollen wir noch die
Galois-Gruppe des Polynoms f = X* — 4X? + 16 € Q[X] berech-
nen. Auch in diesem Fall ist f von der Form (X? — a)? — b, wobei aber
a = 2 und b = —12 nicht die obige Abschitzung b > a? erfiillen. Die
Nullstellen von f in C berechnen sich zu

o = 2627ri/127 —a, B — 26—27”'/12’ _ﬂ’
bzw.
2, 2", 2¢t, 2¢°,
: _ L2mi/12 1 1,
wobei ¢ = €2™/12 als Quadratwurzel von 3 + 39v3 und entspre-

chend e~27/12 als Quadratwurzel von % — %z\/g anzusehen ist. Ad-
jungieren wir daher eine Nullstelle von f zu Q, etwa «, so folgt, dass
L = Q(a) = Q(¢) Zerfdllungskorper von f iiber @Q ist. Somit hat die
Galois-Gruppe von L/Q die Ordnung 4. Die einzelnen Automorphis-

men werden beschrieben durch

01 C L C?

oy: (>,

o3: (T,

04 C — Cna
mit den Relationen oy = id, 02 = 02 = 02 = id sowie 0y 0 03 = 0y,
wobei Gal(L/Q) kommutativ ist. Es folgt Gal(L/Q) ~ Z /27 x 7./27.
In Gal(L/Q) gibt es aufler den trivialen Untergruppen lediglich die
Untergruppen (o2), (03), (04), welche im Sinne des Hauptsatzes der
Galois-Theorie 4.1/6 zu den Zwischenkorpern Q(¢%), Q(¢?), Q(v/3) von
L/Q korrespondieren; man beachte v/3 = ¢ + ¢'!. Bis auf die trivialen
Zwischenkorper Q und L sind dies also die einzigen Zwischenkorper von
L/Q. Erweiterungen des Typs L/Q werden wir in Abschnitt 4.5 noch
ausfithrlicher studieren. Es entsteht L aus Q durch Adjunktion einer so
genannten primitiven 12-ten Einheitswurzel ¢ und wird entsprechend
als Kreisteilungskdorper bezeichnet.

(4) Als letztes Beispiel wollen wir die so genannte allgemeine Glei-
chung n-ten Grades behandeln. Hierzu wahlen wir einen Kérper k& und
betrachten dariiber den Koérper L der rationalen Funktionen in endlich
vielen Variablen T},...,T,, also
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L=KT,....,T,) = Q(k[Ty,..., T,]).

Jede Permutation m# € &,, definiert einen Automorphismus von L,
indem man 7 auf die Variablen 77, ..., 7, anwendet:

KT, ... 1) — k(T .., T,

9(T ) 9(Tewys Tow)
Wy, Tw) BTy Tnie)

Der zugehorige Fixkorper K = LS heiBt Korper der symmetrischen
rationalen Funktionen in n Variablen mit Koeffizienten in k. Es ist
L/K nach 4.1/4 eine Galois-Erweiterung vom Grad n! mit Galois-
Gruppe 6,,.

Um die “Gleichung” der Erweiterung L/K angeben zu konnen,
wéhlen wir eine Polynomvariable X und betrachten das Polynom

=

fX)=]]1(X -T)

1

@.
s |

(=1 - s;(Th,...,T,,) - X" 7 € k[Ty,..., T,][X].

Il
o

J
Dabei heifit s;, gewonnen durch Ausmultiplizieren der Faktoren X —T;
und durch Sammeln der Koeffizienten von (—1)7 X"~ das j-te ele-

mentarsymmetrische Polynom (bzw. die j-te elementarsymmetrische
Funktion) in Ty, ..., T,, wobei

so = 1,
81:T1+...+Tn,
S9 :,1—117—'2—0—1“’17—134—...-’-jﬂlnflj—’n7

Sn:TI---Tn‘

Als Polynom in L[X] hat f bereits Koeffizienten in K, da f durch die
Aktion von &,, invariant gelassen wird. Sodann folgt k(s1,...,s,) C K,
und es ist L ein Zerfallungskorper von f iiber k(sq,...,s,) bzw. K. Im
Ubrigen schlieft man mittels Satz 1 aus grad f = n und [L : K] = n!,
dass f irreduzibel in K[X] ist.
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Satz 3. Jede symmetrische rationale Funktion aus L = k(T1,...,T,)
lasst sich tiber k auf genau eine Weise als rationale Funktion in den
elementarsymmetrischen Polynomen sy, ..., s, darstellen. Mit anderen
Worten, es gilt:

(i) K=1L% =k(s1,...,8n)

(i) s1,...,8, sind algebraisch unabhdngig iber k.

Beweis. Zum Nachweis von (i) beachte man
[L: K] =o0rdG, =n!

sowie k(sy,...,8,) C K. Es reicht deshalb zu zeigen, dass
[L:k(s1,...,8,)] <nl

gilt. Letztere Abschéitzung aber folgt aus Satz 1, da L Zerfallungskorper
von f =[[(X —T;) iiber k(sq,...,s,) ist.

Um zu zeigen, dass das System der elementarsymmetrischen Po-
lynome sy, ...,s, algebraisch unabhéngig iiber k ist, betrachten wir
den Korper k(Si,...,S,) aller rationalen Funktionen in n Variablen
Si,...,S,, sowie einen Zerfallungskorper L des Polynoms

n

FX) =D (=1) 8- X" € k(S ..., S)[X],

Jj=0

wobei formal Sp = 1 gesetzt werde. Seien ¢1, ..., t, die Nullstellen von
f in L, mit Mehrfachnennungen entsprechend den eventuellen Viel-
fachheiten dieser Nullstellen. Es gilt dann

L=k(Sy,....,S)(ts, ..., tn) = k(ts,... 1),

da sich die Elemente Sy, ..., .S, als elementarsymmetrische Funktionen
in ty,...,t, darstellen, insbesondere also zu k(ty,...,t,) gehoren. Der
Homomorphismus

BT, 1) — k[t D a T — > at”,

bildet nun elementarsymmetrische Funktionen in 77, ..., 7, auf eben-
solche in den Elementen t¢i,...,t, ab und beschrinkt sich daher zu
einem Homomorphismus
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E[s1, . sn] — k[S1 ., 8], D as’ — > a,S.

Da Si,...,S5, Variablen sind, ist diese Abbildung notwendig injektiv

und damit ein Isomorphismus. Dies zeigt, dass sq, ..., s, als Variablen
angesehen werden kénnen und folglich algebraisch unabhéngig iiber k
sind. ]

Die gerade verwendete Idee, allgemeine Polynome, also Polyno-
me mit Variablen als Koeffizienten zu betrachten, fiithrt uns in direk-
ter Weise zur allgemeinen Gleichung n-ten Grades. Man bezeichnet
némlich fiir Variablen Sy, ...,.S, das Polynom

p(X) = X"+ 55X .+ 8, € k(S ..., 8)[X]

als das allgemeine Polynom n-ten Grades iiber k. Dementsprechend
wird die zugehorige Gleichung p(x) = 0 traditionsgeméf als allgemei-
ne Gleichung n-ten Grades bezeichnet. Wir wollen die Galois-Gruppe
von p(X) bestimmen, indem wir zeigen, dass wir p(X) modulo Iso-
morphismen mit dem oben diskutierten Polynom f(X) identifizieren
diirfen.

Satz 4. Es sei p(X) € k(S1,...,Sn)[X] das allgemeine Polynom n-ten
Grades, wie oben definiert. Dann ist p(X) separabel und irreduzibel und
besitzt S,, als Galois-Gruppe.

Beweis. Zum rationalen Funktionenkorper L = k(T3,...,T,) in n Va-
riablen T, ..., T, iiber k betrachten wir den Fixkorper

K =1°% =k(s1,...,5,)

aller symmetrischen rationalen Funktionen; vgl. Satz 3. Da die elemen-
tarsymmetrischen Polynome s, ..., s, algebraisch unabhéngig iiber k
sind, konnen wir sie als Variablen ansehen und daher einen k-Isomor-
phismus

k(Sl,...,Sn)%k(sl,...,sn):K

mittels S; — (—1)7s; erkliren. Interpretieren wir diesen als Identifi-
zierung, so wird hierbei p(X) in das bekannte Polynom
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n n

FX) =) (-1 s X = [[(X - Ty) € K[X]

J=0 J=0

iiberfithrt, welches wir oben studiert haben. Genauso wie f ist p dann
separabel und irreduzibel und besitzt S,, als Galois-Gruppe. Weiter
ergibt sich L als Zerfallungskorper von p tiber k(Si,...,S,). OJ

Ahnlich wie symmetrische rationale Funktionen kann man auch
symmetrische Polynome studieren. Man schrianke hierzu die durch Per-
mutation der Variablen gegebenen Automorphismen von k(73,...,T,)
zu Automorphismen des Unterrings k[T, ..., T,] ein. Wie im Falle ra-
tionaler Funktionen heifit ein Polynom f € k[T1,...,T,] symmetrisch,
wenn f von allen 7 € G,, festgelassen wird. Beispiele fiir symmetrische
Polynome sind die elementarsymmetrischen Polynome sg,...,s,. Als
Verallgemeinerung zu Satz 3 wollen wir den Hauptsatz iber symmetri-
sche Polynome behandeln, an dieser Stelle allerdings nur fiir Koeffi-
zienten aus einem Korper k. Beziiglich einer allgemeineren Version sei
auf 4.4/1 verwiesen.

Satz 5. Zu einem symmetrischen Polynom f € k[Ti,...,T,] gibt es
genau ein Polynom g € k[S1,...,Su] in n Variablen Si,...,S, mit

f=9g(s1,...,80)

Beweis. Die Eindeutigkeitsaussage ergibt sich unmittelbar aus der alge-
braischen Unabhéingigkeit der sq,..., s, liber k, die in Satz 3 bewiesen
wurde.

Zum Nachweis der Existenzaussage betrachten wir auf N" die so
genannte lexikographische Ordnung, wobei wir v < V' fiir zwei Tu-
pel v = (v1,...,v,) und v = (vi,... 1)) aus N schreiben, wenn es
ein ig € {1,...,n} gibt mit v;, < v sowie v; = v fiir i < ip. Ist
dann f =3 waT” € k[Ty,...,T,] ein nicht-triviales Polynom, so
besitzt die Menge {v € N"; ¢, # 0} ein wohlbestimmtes lexikogra-
phisch grofites Element. Dieses wird der lexikographische Grad von f
genannt und mit lexgrad(f) bezeichnet. Es sei nun f = >~ . ¢, 1"
ein symmetrisches Polynom mit lexgrad(f) = p = (p1, ..., ftn). Dann

gilt gy > po > ... > p,, aufgrund der Symmetrieeigenschaft, und es ist

— H1—H2 (H2—H13
fi =cusit 1 sh A = A TP
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offenbar ein symmetrisches Polynom vom Totalgrad

(11 = p2) + 2(p2 — pi3) + 3(ps — pa) + .+ nptn = Zuz =

welches, ebenso wie f, mit ¢, 7" als lexikographisch héchstem Term
beginnt. Folglich gilt

lexgrad(f — f1) < lexgrad(f),  grad(f — fi) < grad(f).

Falls f nicht bereits mit f; iibereinstimmt, kann man den gerade durch-
gefithrten Schritt wiederholen, indem man f durch f — f; ersetzt. In
rekursiver Weise erhélt man eine Folge fi, fa,... € k[s1,..., S, ], derart
dass der lexikographische Grad der Elemente

Lif=ho f=h—=f .

schrittweise abnimmt. Da gleichzeitig der Totalgrad durch grad(f) be-
schrénkt ist, muss diese Folge nach endlich vielen Schritten mit dem
Nullpolynom enden, so dass wir schliefSlich eine Darstellung von f als
Polynom in den elementarsymmetrischen Funktionen sq,...,s, erhal-
ten. 0J

Der Beweis zu Satz 5 beinhaltet insbesondere ein sehr effektives
Verfahren, mit dem man zu einem konkret gegebenen symmetrischen
Polynom f leicht das Polynom g mit f = g(s, ..., s,) berechnen kann.
Das Verfahren funktioniert allgemeiner fiir einen beliebigen Ring R,
den man anstelle des Korpers k als Koeffizientenbereich zugrunde legt.
Beziiglich praktischer Beispiele konsultiere man etwa Abschnitt 6.2.
Wir miissen dort spezielle symmetrische Polynome, die im Zusammen-
hang mit der Auflosung algebraischer Gleichungen vom Grad 3 und
4 auftreten, als Polynome in den elementarsymmetrischen Polynomen
schreiben.

Die im Beweis zu Satz 5 gegebene Argumentation zum Nach-
weis der Eindeutigkeitsaussage bleibt giiltig, wenn man den Koeffizien-
tenkorper k£ durch einen Integritétsring R ersetzt, beispielsweise durch
R = 7. Dies reicht (zusammen mit der Existenzaussage), um fiir nor-
mierte Polynome deren Diskriminante als Funktion der Koeffizienten
zu definieren, vgl. Abschnitt 4.4, insbesondere 4.4/3.
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Aufgaben

1.

Man begriinde, dass es zu jeder endlichen Gruppe G eine Galois-
Erweiterung L/K mit Gal(L/K) ~ G gibt.

Sei L C C ein Teilkorper, so dass L/Q zyklische Galois-Erweiterung
vom Grad 4 ist. Man zeige: Es besitzt L/Q genau einen echten Zwi-
schenkorper E, und fiir diesen gilt £ C R.

Es sei K ein Korper der Charakteristik # 2 und f € K[X] ein
separables irreduzibles Polynom mit Nullstellen ag,...,a, in einem
Zerfallungskorper L von f iiber K. Die Galois-Gruppe von f sei zy-
klisch von gerader Ordnung. Man zeige:

(i) Die Diskriminante A =[], (o — ;)? besitzt keine Quadratwur-
zel in K.

(ii) Es gibt genau einen Zwischenkérper E zu L/K mit [E: K] = 2,
niamlich F = K (v A).

. Es seien o,8 € C, a # B, a # —f, Nullstellen des Polynoms

(X3 —2)(X? +3) € Q[X]; sei L = Q(a, ). Man zeige, dass L/Q ei-
ne Galois-Erweiterung ist, und bestimme die Galois-Gruppe sowie alle
Zwischenkorper zu L/ K.

1+

V2
L/Q eine Galois-Erweiterung ist. Man bestimme die zugehérige Galois-
Gruppe sowie alle Zwischenkérper von L/Q.

Man betrachte L = Q( > als Teilkérper von C und zeige, dass

Man bestimme die Galois-Gruppen folgender Polynome aus Q[ X ]:
(i) X3+6X2+11X +7,
(i) X3+3X2—1,
(iii) X*+2X%-2.
Man bestimme Zerfiallungskorper und Galois-Gruppe des Polynoms

X4 — 5 iiber Q bzw. Q(i) sowie alle Zwischenkorper der auftretenden
Erweiterungen.

Man bestimme die Galois-Gruppen der folgenden Polynome:
(i) X*—-X%2-3eF5[X],
(i) X*+7X2 -3 eF3[X].
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4.4 Symmetrische Polynome, Diskriminante
und Resultante*

In diesem Abschnitt wollen wir den Hauptsatz {iber symmetrische Po-
lynome 4.3 /5 fiir allgemeine Koeffizientenringe beweisen und dabei eine
alternative Methode benutzen. Als Anwendung soll die Diskriminante
eines Polynoms studiert und mit Hilfe der Resultante charakterisiert
werden. Die Diskriminante eines normierten Polynoms f € K[X] mit
Koeffizienten aus einem Koérper K verschwindet genau dann, wenn f
in einem algebraischen Abschluss K von K mehrfache Nullstellen be-
sitzt; vgl. Bemerkung 3. In dhnlicher Weise zeigt das Verschwinden der
Resultante zweier normierter Polynome f,g € K[X] an, dass f und ¢
eine gemeinsame Nullstelle in K haben; vgl. Korollar 8.

Wir verwenden im Folgenden Methoden der Linearen Algebra und
benotigen insbesondere den Begriff des Moduls iiber einem Ring als
Verallgemeinerung von Vektorrdumen iiber Koérpern, vgl. Abschnitt
2.9. Es geniigt zu wissen, dass fiir eine Ringerweiterung R C R’ oder
allgemeiner einen Ringhomomorphismus ¢: R — R’ eine additive
Untergruppe M C R’ ein R-Modul genannt wird, wenn fiir r € R,
r € M stets p(r)x € M gilt; dabei schreibe man abkiirzend rz fiir
©(r)x. Insbesondere kann man R’ als R-Modul auffassen. Ein System
(x;)ier von Elementen aus M heifit ein freies Erzeugendensystem von
M, wenn jedes x € M eine Darstellung x = .., r;x; mit eindeutig
bestimmten Koeffizienten r; € R besitzt, die fast alle verschwinden.
Freie Erzeugendensysteme von Moduln existieren nur in Spezialféllen,
sie entsprechen ansonsten aber den Basen von Vektorrdumen.

Es sei im Folgenden R[T},...,T,] der Polynomring in n Varia-
blen T; {iber einem Ring R. Wie in Abschnitt 4.3 interpretieren wir
die Permutationsgruppe &,, als eine Gruppe von Automorphismen
von R[T},...,T,], indem wir zu 7 € &, jeweils den zugehdrigen
R-Automorphismus

R[Ty,...,T,] — R[Ty,...,T,],
f(Tl, c. ,Tn) — f(TW(l), c. ,Tw(n)>,
betrachten. Ein Polynom f € R[T3,...,T,] heiit symmetrisch, wenn

es von allen 7 € G,, festgelassen wird. Als Beispiele fiir symmetrische
Polynome kennen wir bereits die elementarsymmetrischen Polynome
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80:17
81:T1+...+Tn,
59 :7—117—12—*—1117—134—...—*—jﬂlnflj—’n7

Sn:Tl---Tr”

welche unter Zuhilfenahme einer Variablen X durch die Gleichung

n n

(1) H(X -T;) = Z(—l)jst"*j

i=1 j=0

erklart sind. Die symmetrischen Polynome in R[T},...,T,] bilden
einen Unterring, welcher R sowie alle s; enthélt.

Satz 1 (Hauptsatz iiber symmetrische Polynome). Zum Polynomring
R[T] = R[Th,...,T,] in n Variablen iber einem Ring R betrachte
man die elementarsymmetrischen Polynome sy, ..., s,.

(i) Der Unterring der symmetrischen Polynome in R[T] wird ge-
geben durch R[si,...,s,], d. h. jedes symmetrische Polynom in R[T]
15t ein Polynom in den elementarsymmetrischen Polynomen sy, ..., s,.

(ii) Die Elemente sy,...,s, € R[T] sind algebraisch unabhdingig
iber R (im Sinne von 2.5/6).

(iii) Ses N C N" die Menge aller n-Tupel v = (v1,...,v,) mit
0 <y <ifirl <i<mn. Dann ist das System (T"),en ein freies
Modulerzeugendensystem von R[T] iber R[sy,...,S,].

Beweis. Wir schlieBen mit Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist tri-
vial, da dann s; = T; gilt und jedes Polynom in R[T}] symmetrisch

/

ist. Sei also n > 1, und seien s, ...,s,_; die elementarsymmetrischen

Polynome in R[Ty,...,T,—1]. Dann gilt

n n—1
D (1Y X = (X = T,) - Y (—1)sj X",
j=0 j=0

d. h. man hat die Relationen

(2) sj =8, + 85 1Ty, 1<j<n-—1,
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sowie s, = so = 1 und s,,_,7,, = s,. Hieraus folgt induktiv, dass sich
s},...,s,_; in dhnlicher Weise als Linearkombinationen der sy, ..., 5,1
mit Koeffizienten in R[T,,] darstellen lassen. Somit sieht man

(3) R[sy,...,8, 1,T.] = R[s1,-,8n-1,Tn].

Wir behaupten weiter:

/ / :
81y Sn_q, Iy bzw. s1,...,8,-1,T,, sind

(4)

algebraisch unabhdngig iiber R.

Indem wir R durch R[T,] ersetzen, konnen wir nach Induk-
tionsvoraussetzung schlieflen, dass s}, ..., s/, ; algebraisch unabhéngig
tiber R[T,] sind bzw. dass s},...,s,_;,T, algebraisch unabhéngig
itber R sind. Es ist daher lediglich die entsprechende Aussage fiir
S1y--+,8n-1, 1 zu zeigen. Sei nun f ein nicht-triviales Polynom in
n — 1 Variablen mit Koeffizienten in R[T,], so dass f(s1,...,Sn-1)
als Element von R[Ty,...,T,] verschwindet. Da T, kein Nullteiler
in R[Ty,...,T,] ist, dirfen wir annehmen, dass nicht alle Koeffi-
zienten von f durch T, teilbar sind. Man wende nun den Homo-
morphismus 7: R[T},...,T,] — R[Th,...,T,—1] an, welcher 0 an-
stelle von 7, substituiert. Aufgrund der Relationen (2) gilt dann
7(s;) = s fir j = 1,...,n — 1. Da nicht alle Koeffizienten von f
durch T,, teilbar sind, also unter 7 auf 0 abgebildet werden, erhal-
ten wir aus f(s1,...,8,-1) = 0 eine nicht-triviale Relation des Typs
g(sy,...,s,_1)=01in R[Ty,...,T,_1]. Dies widerspricht aber der Tat-

sache, dass s/, ..., s/, nach Induktionsvoraussetzung algebraisch un-

»On—1
abhéngig tiber R sind. Behauptung (4) ist somit bewiesen.

Wir beginnen nun mit der Herleitung der einzelnen Aussagen des
Hauptsatzes. Zum Nachweis von (i) betrachte man ein symmetrisches
Polynom f aus R[T3,...,T,]. Damit f auch alle homogenen Bestand-
teile von f symmetrisch sind, diirfen wir f als homogen von einem ge-
wissen Grad m > 0 ansehen. Es ist f invariant unter allen Permutatio-
nen der Variablen T3, ...,7, 1 und gehort daher nach Induktionsvor-

/

aussetzung zu R[s),..., s, 1,T,], also nach (3) zu R[s1,..., 8,1, Tn].

Man stelle nun f in der Form

(5) f= ZfiTé
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mit Koeffizienten f; € R[sy,...,s,_1] dar. Dann ist jeder Koeffizient f;
als Polynom in 77, ..., T, symmetrisch und, wie wir behaupten, aufler-
dem homogen vom Grad m — 7. Um dies einzusehen, schreibe man die
fi in expliziter Weise als Summe von Termen des Typs csi*...s. "'
Als Polynom in T7,...,T, ist ein solcher Term homogen vom Grad
Z;L;ll Jjv;, dem so genannten Gewicht dieses Terms. Nach Multiplika-
tion mit T ergibt sich daraus ein homogenes Polynom, und zwar vom
Grad z—i—Z;L;ll Jjv;. Bezeichnen wir daher mit f] die Summe aller Terme
esit.. s in f; vom Gewicht m — i, so folgt f = > f/T% denn f
ist homogen vom Grade m. Da aber sy, ...,$,_1,T, aufgrund von (4)
algebraisch unabhéngig {iber R sind, ist die Darstellung (5) eindeutig,
d. h. es gilt f; = f/, und f; ist als Polynom in 71, ..., T, homogen vom
Grad m — 1.

Insbesondere ist fy € R[s1,...,S,-1] symmetrisch und homogen
vom Grad m in Ti,...,T,. Gilt in (5) bereits f = fy, so sind wir
fertig. Ansonsten betrachte man die Differenz f — f,. Diese ist ebenfalls
symmetrisch und homogen vom Grad m in Ti,...,T,, und es wird
f — fo nach Konstruktion von 7, geteilt. Aufgrund der Symmetrie
wird dann f — fy auch von s, =Ty ... T, geteilt, und wir kénnen

(6) f:f0+g$n

schreiben, wobei g symmetrisch und homogen von einem Grad < m
in Ty,...,T, ist. Induktion nach m liefert schlieflich wie gewiinscht
feR[s1,...,5n]-

Nun zum Nachweis von Aussage (ii). Da T,, eine Nullstelle des
Polynoms (1) ist, erhalten wir

n—1

()" sy =D (=1, Tn 7 =T — i Ty 4 (1) s T,
=0
In dieser Situation wenden wir fir A = R[s1,...,8,-1], X = T,, und

h = s, folgendes Resultat an, welches wir weiter unten beweisen wer-
den:

Lemma 2. Sei A[X] der Polynomring einer Variablen X iiber einem
Ring A. Weiter sei h = coX"+c; X" ' +.. . 4¢, ein Polynom in A[X],
dessen hochster Koeffizient cq eine Einheit in A ist. Dann besitzt jedes
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f € A[X] eine Darstellung f = Z?;(} £ X" mit eindeutig bestimmten
Koeffizienten f; € A[h] und jedes f; eine Darstellung f; =3 ., a;;h’
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a;; € A.

Es ist also h algebraisch unabhéngig iiber A, und X°, X1, ... X"!
bilden ein freies Erzeugendensystem von A[X] als Modul iber A[h].

Insbesondere folgt, dass s, algebraisch unabhéngig iiber dem Ring
R[s1,...,8,-1] ist, also aufgrund der algebraischen Unabhéngigkeit
von $i,...,8,_1, vgl. (4), dass sq,...,s, algebraisch unabhéngig iiber
R sind. Aussage (ii) ist damit klar. Ebenso einfach kénnen wir Aussa-
ge (iii) aus dem Lemma folgern. Nach Induktionsvoraussetzung bildet

F={1.. T 0<y<i fir 1<i<n-—1},

ctn—1

ein freies Erzeugendensystem von R[T},...,T,], aufgefasst als Modul
iiber R[s1,...,8,_1,Tn]; dabei betrachte man R[T,] als Koeffizien-
tenring und wende (3) an. Aufgrund des obigen noch zu beweisenden
Lemmas bildet weiter §" = {T°,...,T" '} ein freies Erzeugendensys-
tem von R[sy,...,S,_1,T,] iber R[sy,...,s,]. Eine Standardrech-
nung zeigt dann, dass § = {a'd”; d € §F,d" € §F'} ein freies Er-
zeugendensystem von R[T},...,T,] iiber R[sy,...,s,] ist. O

Es bleibt noch der Beweis zu Lemma 2 nachzutragen. Zu zeigen
ist, dass jedes f € A[X] eine Darstellung

f= g(Z az‘jhj)Xi = Z(nz_:l aini)hj
=0 ;>0 §>0 =0

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a;; € A, bzw. eine Darstellung
(7) f=2_ il
Jj=0

mit eindeutig bestimmten Polynomen r; € A[X] mit gradr; < n
besitzt. Hierzu verwenden wir die Division mit Rest durch h. Diese
steht in A[X] zur Verfiigung, da der hochste Koeffizient von h eine
Einheit in A ist; vgl. 2.1/4. Daher existieren Zerlegungen

fo=[f= fih+ro, fi = fah + 11, fo = fsh 4 1o,
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mit geeigneten Polynomen r7y,... € A[X] vom Grad < n, sowie
Polynomen fy, f1,... € A[X], deren Grad schrittweise abnimmt, bis
wir schlieBlich bei einem Index j mit grad f; < n = grad h und damit
f; = rj landen. Indem man die vorstehenden Gleichungen zusammen-
setzt, ergibt sich die Existenz der Darstellung (7). Zum Nachweis der
Eindeutigkeit geht man von einer Darstellung 0 = > >0 r;h? aus. Auf-
grund der Eindeutigkeit der Division mit Rest folgert man aus der
Zerlegung
0:T0+h'27’jhj_1
7>0

ro = 0 und ) . ;A" = 0. Mit Induktion ergibt sich r; = 0 fiir
alle 7. O

Aus dem Beweis zu Satz 1 konnen wir ein weiteres praktisches Kon-
struktionsverfahren zur Darstellung symmetrischer Polynome mittels
elementarsymmetrischer Polynome ablesen, welches allerdings etwas
komplizierter als das im Beweis zu 4.3/5 gegebene Verfahren erscheint.
Substituiert man in der Gleichung f = fo(s1,...,Sn_1) + gsn, vgl. (6),
den Wert 0 fiir 7,,, so ergibt sich unter Benutzung von (2)

f(Th - 7Tn7170) = fO(Sllv ce 78;171)'

Dies bedeutet, dass der im Beweis beschriebene Konstruktionsschritt
das Problem, f als Polynom in den elementarsymmetrischen Polyno-
men sy, ..., S, darzustellen, auf folgende Teilprobleme reduziert:

(a) Man betrachte das symmetrische Polynom f(73,...,7,-1,0) in
n — 1 Variablen und schreibe es als Polynom fy(s},...,s),_;) in den
elementarsymmetrischen Polynomen ¢,...,s | in Ti,...,T, 1 mit
Koeffizienten in R.

(b) Man ersetze s),...,s, ; in fy durch die entsprechenden ele-
mentarsymmetrischen Polynome sq,...,s,_1 in T1,...,T,, dividiere
die Differenz f — fo(s1,...,S,—1) durch s, und schreibe das Resultat
st (f = fo(s1, ..., 8,_1)) als Polynom in den elementarsymmetrischen
Polynomen s, ..., s,.

Mit (a) reduzieren wir die Anzahl der Variablen, mit (b) den Grad
des zu behandelnden Polynoms. Man gelangt daher nach endlich vielen
Schritten der beschriebenen Art zu der gewiinschten Darstellung von f.
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Als Anwendung von Satz 1 kann man insbesondere die Aussage
4.3/3 ableiten, dass namlich jede symmetrische rationale Funktion in

n Variablen T7, ..., T, mit Koeffizienten aus einem Korper k eine ratio-
nale Funktion mit Koeffizienten aus k in den elementarsymmetrischen
Polynomen sy, ..., s, ist. Hierzu betrachte man eine symmetrische ra-

tionale Funktion ¢ € k(1y,...,T,), etwa ¢ = f/g mit Polynomen
f,g € k[T1,...,T,]. Indem wir den Bruch f/g erweitern, diirfen wir
g durch J] .o 7(g) ersetzen und damit g als symmetrisch annehmen.
Dann ist aber auch f = ¢ - g symmetrisch. Folglich ist ¢ ein Quotient
symmetrischer Polynome und damit gemafi Satz 1 (i) eine rationale

Funktion in s1,...,s,. Im Ubrigen gibt das freie Erzeugendensystem
aus Satz 1 (iii) Anlass zu einer konkreten Basis von k(T1,...,T,,) tiber
k‘(Sl, ey Sn).

Als weitere Anwendung des Hauptsatzes iiber symmetrische Poly-
nome wollen wir die Diskriminante eines normierten Polynoms behan-
deln. Wir betrachten zunéchst den Fall R = Z. In der Situation des

Hauptsatzes ist

[T - 1)

i<j
ein symmetrisches Polynom in 77, ...,7, und folglich aufzufassen als
Polynom A = A(sy,...,s,) in den elementarsymmetrischen Polyno-
men Sq,...,S,. Man nennt A die Diskriminante des Polynoms

n n

[I0x -7 = S (-1ys, x>

i=1 j=0

wobei X als Variable iiber dem Koeffizientenring Z[T1, ..., T,] zu se-
hen ist. Um nun fiir einen beliebigen Koeffizientenring R und ein nor-
miertes Polynom f = X"+c¢; X" '+...+¢, € R[X] die Diskriminante
zu definieren, setzen wir

Ap = A(—cl,CQ, ce (—1)”cn).
Es ist also Ay gleich dem Bild von A unter dem Ringhomomorphismus
w: Z[s1,...,8,] — R, sj — (=1)¢;j,

welcher den kanonischen Homomorphismus Z — R fortsetzt. Dabei
beachte man, dass die elementarsymmetrischen Polynome sq,...,s,
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algebraisch unabhéngig iiber Z sind, und wir deshalb Z[si,...,s,]
als Polynomring in den n “Variablen” si,...,s, ansehen diirfen. Die
Existenz und Eindeutigkeit von ¢ ergibt sich deshalb aus 2.5/5. Man
kann die Definition der Diskriminante Ay auch im Falle n = 0, also
fir das normierte Polynom f = 1 durchfithren und erhélt Ay =1 (da
leere Produkte per definitionem den Wert 1 haben). Insgesamt bleibt
festzustellen, dass die Diskriminante Ay ein Element des Koeffizien-
tenrings R ist, welches in polynomialer Weise von den Koeffizienten
des betrachteten Polynoms f abhéngt.

Bemerkung 3. Es sei f = X"+ X" ' +...+ ¢, € R[X] ein nor-
miertes Polynom mit Diskriminante Ay dber einem Ring R. Ist dann
[ =1TI-,(X — o) eine Faktorisierung iber einem Erweiterungsring

R von R, so gilt
Ap = [ [l — o).

1<j

Beweis. Man betrachte den Ringhomomorphismus
¢0: Z[T,...,T,] — R/, T — oy,

welcher den kanonischen Homomorphismus Z — R fortsetzt. Dieser
transportiert das Polynom F =[], (X —T;) in das Polynom F¥ = f,
also gilt ¢(s;) = (—1)7¢; und somit ¢(Ap) = A;. Daher ergibt sich

A= e(TT-1%) = T (@i = o),

1<j 1<j

was zUu zeigen war. [

Insbesondere folgt fiir einen Korper K, dass die Diskriminante Ay
eines normiertes Polynoms f € K[X] genau dann verschwindet, wenn
f in einem algebraischen Abschluss von K mehrfache Nullstellen hat.
Dies ist wiederum &dquivalent dazu, dass f und die zugehorige Ab-
leitung f’ gemeinsame Nullstellen haben; vgl. 2.6/2. Wir wollen im
Folgenden genauer zeigen, dass die Diskriminante Ay bis auf das Vor-
zeichen mit der Resultante res(f, f’) iibereinstimmt. Diese Beziehung
bietet insbesondere fiir die konkrete Berechnung von Diskriminanten
einige Vorteile.
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Als Néchstes soll nun die Resultante res(f, g) zweier Polynome f, g
definiert werden. Seien

f:aoXm—&—ale*l—f—...—l—am, g:boXn—*—lenil—i——'—bn

zwei Polynome einer Variablen X mit Koeffizienten in einem Ring R.
Da wir nicht verlangen, dass ag, by von 0 verschieden sind, bezeichnen
wir m bzw. n auch als formalen Grad von f bzw. g sowie das Paar
(m,n) als formalen Grad von (f, g). Man definiert nun die Resultante
res(f,g) zum formalen Grad (m,n) als Determinante der folgenden
Matrix mit m 4+ n Zeilen und Spalten

ag aq . . . Qo
Zr g ap . . . (07
no |
J7 ay a . am
ag ap . . . Qyp,
() bo b . . . b ’
jﬁ bo b . . . b,
m | e
J7 bp b1 . b,
by b1 b,

wobei an den nicht durch Elemente oder Punkte besetzten Stellen je-
weils Nullen einzufiigen sind. Im Trivialfall m = n = 0 erkldre man die
Determinante der leeren Matrix als 1. Wird der formale Grad von f
bzw. g nicht explizit erwéhnt, so interpretiert man diesen fiir f # 0 # ¢
gewoOhnlich als den Grad von f bzw. g. Mit Hilfe der iiblichen Regeln
fiir das Rechnen mit Determinanten® ergibt sich unmittelbar:

Bemerkung 4. (i) res(f,g) = (—=1)™"res(g, f).
(ii) res(af,bg) = a"b™res(f,g) fir Konstanten a,b € R.

3 Formale Regeln fiir das Rechnen mit Determinanten bleiben giiltig, wenn
man statt Koeffizienten aus einem Korper allgemeiner Koeffizienten aus einem
Ring R zuldsst. Man fasse ndmlich die benétigten Koeffizienten, etwa cq, ..., ¢,
zunéchst als Variablen auf und stelle fest, dass die betreffende Regel iiber dem
Korper Q(cy, . .., ¢.) bzw. dem Unterring Z[c1, . .., ¢,] gilt. Sodann kann man die-
se mittels geeigneter Ringhomomorphismen in beliebige Ringe R transportieren.
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(iii) Es sei ¢: R — R’ ein Ringhomomorphismus. Dann gilt fir
die mit ¢ nach R'[X] transportierten Polynome f¥ g% die Relation
res(f?, 9%) = ¢(res(f, g)).

Sei nun S die transponierte Matrix zu (x). Wir wollen S als Matrix
gewisser einfach zu beschreibender R-linearer Abbildungen interpre-
tieren und entsprechend res(f, g) als Determinante solcher Abbildun-

gen charakterisieren. Hierzu bezeichne man fiir i € N mit R[X]; den
R-Modul aller Polynome in R[X] vom Grad < i.

Lemma 5. Seien f,g € R[X] Polynome wie vorstehend beschrieben.

(i) Fiziert man auf R[X]; jeweils X', ... X als freies R-Er-
zeugendensystem, so beschreibt die zu (%) transponierte Matriz S die
R-lineare Abbildung

@: R[X ], X R[X]m — R[X]min, (u,v) — uf + vg.

(i) Ist f normiert vom Grad m, so ist neben § = (X™=1 ... X9)
auch § = (fX™ 1 ..., fX0, X1 XY) ein freies R-Erzeugenden-
system von R[X |,4n. Die Ubergangsmatriz zwischen beiden Systemen
hat Determinante 1.

(iii) Ist f normiert vom Grad m, so ist res(f,q) gleich der De-
terminante des R-Endomorphismus @': R[X]|min —> R[X]min,
welcher X™ 1, ..., X% jeweils mit g multipliziert und im Ubrigen
fXn o FXO festlisst.

Beweis. Aussage (i) ist unmittelbar klar, die Koeffizientenvektoren der
¢-Bilder zu

(X"10),...,(X°0),0,X™1,...,(0,X"

stimmen {iberein mit den Zeilen der Matrix (x), also mit den Spalten
der Matrix S.

Nun zu Aussage (ii). Stellt man das System §’ mit Hilfe des freien
Erzeugendensystems § dar, so ist die zugehorige Koeffizientenmatrix
eine Dreiecksmatrix, deren Diagonalelemente alle 1 sind; man beachte
dabei, dass f als normiert vorausgesetzt ist. Die Ubergangsmatrix hat
daher Determinante 1 und ist invertierbar.
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Um (iii) einzusehen, priife man nach, dass die Abbildung @' gerade
durch die Matrix S beschrieben wird, wenn wir auf dem Urbildraum
§’ als freies Erzeugendensystem fixieren und auf dem Bildraum §. Um
die Determinante von @' zu berechnen, miissen wir auf Urbild- und
Bildraum jeweils dasselbe freie Erzeugendensystem zugrunde legen, al-
so etwa auf dem Urbildraum von §’ zu § wechseln. Nach (ii) hat die
Ubergangsmatrix Determinante 1, also gilt det &' = det S = res(f, g).

O

Wir wollen einige Folgerungen aus dem Lemma ziehen.

Satz 6. Fulls m+n > 1, so gibt es Polynome p,q € R[ X ], gradp < n,
grad g < m, mit res(f,9) = pf + qg.

Beweis. Wir benutzen die Abbildung @ aus Lemma 5 und zeigen, dass
das konstante Polynom res(f,g) € R[X] zum Bild von ¢ gehért. Um
dies einzusehen, benutzen wir die “Cramersche Regel”

S S* = (detS)- E,

wobei S* die adjungierte Matrix zu S bezeichnet sowie E die Einheits-
matrix mit m+n Zeilen und Spalten; vgl. [4], Satz 4.4/3, und die Verall-
gemeinerung, die wir im Beweis zu 3.3/1 gegeben haben. In der Sprache
der R-linearen Abbildungen bedeutet die obige Gleichung: Es exis-
tiert eine R-lineare Abbildung &*: R[X]min — R[X]m X R[X],,
deren Komposition mit ¢: R[X],, x R[X], — R[X]min die Ab-
bildung (det S) -id ergibt. Insbesondere gehort das konstante Polynom
Pod*(1) = det S = res(f, g) zum Bild von @, woraus sich die behaup-
tete Gleichung ergibt. O

In der Situation des Satzes folgt insbesondere, dass die Resultante
res(f, g) verschwindet, wenn f und g eine gemeinsame Nullstelle be-
sitzen. Allerdings kann die Resultante auch noch in weiteren Féllen
verschwinden, z. B. wenn die héchsten Koeffizienten ag, by von f und
g beide Null sind. Wir wollen nun eine Interpretation der Resultante
geben, welche als Schliissel zur Herleitung weiterer wichtiger Eigen-
schaften dient.
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Satz 7. Es sei f € R[X] ein normiertes Polynom vom Grad m.
Fasst man den Restklassenring A = R[X]/(f) als R-Modul unter
der kanonischen Abbildung R — R[X]/(f) auf, so bilden die Po-
tenzen x™ 1, ..., 2%, wobei x die Restklasse zu X bezeichne, ein freies
R-Modulerzeugendensystem von A. Sei weiter g € R[ X ] ein Polynom
vom Grad < n und g(x) die Restklasse von g in A. Dann gilt fir die
Resultante zum formalen Grad (m,n)

res(f,g) = NA/R(g(x))v

wobei Na/r(g(x)) die Norm von g(z) ist, d. h. die Determinante der
R-linearen Abbildung A — A, a — g(z) - a.

Insbesondere ist res(f,g) in dieser Situation unabhdngig von der
Wahl des formalen Grades n von g.

Beweis. Da f normiert ist, steht in R[X] die Division mit Rest zur
Verfiigung; vgl. 2.1/4. Diese ist eindeutig, also induziert die Projektion
R[X] — A einen Isomorphismus R[X],, =% A von R-Moduln.
Somit bilden die Elemente ™!, ..., 2% als Bilder von X™! ... X"
ein freies Erzeugendensystem von A {iber R. Dies begriindet die erste
Behauptung. Um die zweite zu erhalten, benutzen wir die Abbildung
@' aus Lemma 5 (iii). Die Projektion R[X],+n —> A hat als Kern
den R-Modul fR[X],. Da ¢ diesen Kern in sich abbildet, induziert
@' eine R-lineare Abbildung @': A —+ A: dies ist offenbar gerade die
Multiplikation mit g(x), wie man aus der Definition von ¢ abliest.
Da ¢ sich auf fR[X], zur identischen Abbildung beschriankt, gilt
det & = det &', d. h. man hat res(f, g) = N4 r(g(x)) mit Lemma 5 (iii).

O

Korollar 8. Es scien f, g nicht-triviale Polynome mit Koeffizienten in
einem Korper K. Weiter sei grad f = m sowie grad g < n. Dann ist
aquivalent:

(i) Die Resultante res(f,g) zum formalen Grad (m,n) ist von Null
verschieden.

(ii) Ist K ein algebraischer Abschluss von K, so haben f und g
keine gemeinsame Nullstelle in K.

Beweis. Nach Bemerkung 4 diirfen wir f als normiert annehmen. Gel-
te zunéchst res(f, g) # 0. Dann ist nach Satz 7 die Determinante der
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Multiplikation mit g(x) auf K[X]/(f) nicht Null, also invertierbar.
Es folgt, dass die Multiplikation mit g(x) invertierbar ist, dass also
g(x) eine Einheit in K[X]/(f) ist. Somit erzeugen f und g das Ein-
heitsideal in K'[X], und es konnen diese Polynome keine gemeinsame
Nullstelle besitzen. Seien nun f und g ohne gemeinsame Nullstelle in
K. Es sind dann f, g teilerfremd in K[X] und somit auch in K[X].
Daher existiert eine Gleichung der Form uf 4+ vg = 1 mit Polynomen
u,v € K[X], und man sieht, dass g(z) eine Einheit ist. Die Multi-
plikation mit g(x) auf K[X]/(f) ist also invertierbar, die zugehotrige
Determinante nicht Null, und es folgt res(f, g) # 0 mit Satz 7. O

Korollar 9. Es seien

f=allX=a).  g=8]1(X -5

j=1

Zerlegungen zweier Polynome f,g € R[X] mit Konstanten o, 5 € R
sowie Nullstellen «q, ..., 0, B1,-..,Bn aus einem Erweiterungsring
R’ zu R. Dann gilt fiir die Resultante zum formalen Grad (m,n)

res(f.9) = a" [ g) = 8™ [] (as - 5).
=1 1<i<m
1<j<n

Beweis. Aufgrund von Bemerkung 4 kénnen wir R= R unda=1=p3
annehmen, so dass f und g normierte Polynome sind, die in R[X]
vollstéandig in Linearfaktoren zerfallen. Man priift leicht nach, dass
res(X — a;,9) = g(oy) gilt, entweder indem man die Definition der
Resultante in direkter Weise verifiziert oder Satz 7 verwendet. Weiter
schlieft man aus der Multiplikativitit der Norm von Elementen in
R[X]/(f) tiber R bzw. der Multiplikativitdt der Determinante, dass
man fiir Polynome g1, go € R[ X ] die Relation

I'GS(f, 9192) = res(f, gl) ) res(f, g2)

hat. Unter Benutzung von Bemerkung 4 (i) folgt hieraus fiir Polynome
fi1, f> aus R[ X ] mit grad f; < m,; die Relation

res(f1fa, g) = res(f1, 9) - res(f2, 9),
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wobei die Resultanten zu den formalen Graden (m; + mg,n) bzw.
(mq,n) und (mg,n) gebildet werden. Wendet man letztere Gleichung
wiederholt auf die Faktorisierung von f an, so erhélt man die Behaup-
tung. [

Wir wollen nun noch auf die bereits angekiindigte Charakterisie-
rung der Diskriminante mittels der Resultante eingehen.

Korollar 10. Es sei f € R[X] ein normiertes Polynom vom Grad
m > 0 und f' seine Ableitung. Dann besteht zwischen Diskriminan-
te Ay und Resultante res(f, f') zum formalen Grad (m,m — 1) die
Beziehung

Ap = (—1)"m D 2 pes(f, 1),

Fir A= R[X]/(f) und € A als Restklasse zu X € R[X] gilt

Ap = (1) VBN (' (2)).

Beweis. Die zweite Formel folgt mit Satz 7 aus der ersten. Um die
erste Formel zu erhalten, diirfen wir R aufgrund der Definition der
Diskriminante sowie nach Bemerkung 4 (iii) erweitern. Wir kénnen
somit annehmen, dass f iiber R vollstindig in Linearfaktoren zerfillt.
Man ersetze ndmlich dhnlich wie beim Verfahren von Kronecker 3.4/1
den Ring R durch R’ = R[X]/(f). Es hat dann f zumindest eine
Nullstelle in R, namlich die Restklasse T zu X. Sodann dividiert man
den Linearfaktor X — 7 aus f aus und erhélt ein normiertes Polynom
vom Grad m — 1, welches man in gleicher Weise weiterbehandelt. Nach
endlich vielen Schritten erhélt man einen Erweiterungsring von R, iiber
dem f vollstindig in Linearfaktoren zerféllt.
Es gelte also f = [[";(X — ;). Sodann folgt mit Korollar 9

m

res(f, f') = [ [ /(o).

i=1
Aufgrund der Produktregel ergibt sich

m

f/ = Z(X —041)...(X —Oéifl)(X _aiJrl)-'-(X —Oém)

=1
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und somit

f’(ozi) = (Oéi — Oél) e (ozi — ai_l)(ai — ai+1) c. (O./i — O./m).

Dies bedeutet aber
res(f, ') = [ J (i — ;) = (=1)"" D2 ] [ (o — o)°

— (_1>m(mfl)/2Af7

wie behauptet. [

Insbesondere beinhaltet Korollar 10 eine explizite Formel zur Be-
rechnung der Diskriminante. Als einfaches Beispiel wollen wir die Dis-
kriminante des Polynoms f = X3+aX +b € R[X] bestimmen, welche
wir (fiir den Fall eines Korpers K = R) in Abschnitt 4.3 zum Studi-
um der Galois-Gruppe von f bereits verwendet haben. Es gilt nach
Korollar 10

1 0 a b O
01 0 a b
Ap=—res(f,f)=—det[3 0 a 0 0
03 0wa0 O
00 3 0 a

Um den Rechenaufwand in Grenzen zu halten, sollte man das 3-fache
der 1. Zeile von der 3. Zeile subtrahieren sowie das 3-fache der 2. Zeile
von der 4. Zeile. Dies ergibt

—2a —-3b 0
Ap=—det| 0 —2a —3b| =—4a®— 270
30

Nach dem gleichen Verfahren zeigt man fiir m > 2, dass die Diskrimi-
nante des Polynoms f = X™ 4 aX + b folgenden Wert hat:

Ap = (=1 V(1 —m)™ta™ + m™om )

Relativ einfach gestaltet sich auch noch der Fall f = X*+aX?+bX +¢;
man erhélt

Aj = 144ab’c — 128a*c* — 4a’V + 16a’c — 27b" + 256¢°.
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Hier reduziert man dhnlich wie in den vorstehenden Beispielen die Be-
rechnung der entsprechenden 7-reihigen Determinante mittels elemen-
tarer Zeilenumformungen auf eine 4-reihige Determinante.

Es sei abschlielend noch darauf hingewiesen, dass man Diskrimi-
nanten {iblicherweise in einem etwas allgemeineren Rahmen betrach-
tet. Sei R C A eine Erweiterung von Ringen, so dass A als R-Modul
ein endliches freies Erzeugendensystem ey, ..., e, besitzt. Wie in der
Theorie der Vektorraume lasst sich dann fiir jede R-lineare Abbildung
p: A — A deren Spur definieren. Wird etwa ¢ beziiglich eines freien
R-Erzeugendensystems von A durch die Matrix (a;;) € R™*™ beschrie-
ben, so gilt Spurp = >"" | a; € R. Insbesondere kann man fiir a € A
die R-lineare Abbildung “Multiplikation mit a”

Ya: A— A, T — ar,
betrachten. Man bezeichnet deren Spur mit Sp,,p(a) und nennt dies

die Spur von a beziiglich der Erweiterung A/R; vgl. auch Abschnitt
4.7.

Ist nun zy,...,z, ein System von Elementen in A, so betrachtet
man die Matrix (SPA/R(SUiSL’j))z‘,j:1,...,n € R™"™ und definiert die Diskri-
minante von xy, ..., x, beziiglich der Ringerweiterung R C A durch

DA/R(xb cee 7xn> = det (SpA/R<‘rixj>)i,j:L_,,,n'

Es besteht dann folgender Zusammenhang zwischen der Diskriminante
eines Polynoms und der Diskriminante eines Systems von Elementen:

Satz 11. FEs sei f € R[X] ein normiertes Polynom vom Grad
n > 0. Wie in Satz 7 betrachte man A = R[X]/(f) als R-Modul mit

20, ..., 2" als freiem Erzeugendensystem; x € A sei die Restklasse

zu X € R[X]. Dann gilt
Af = DA/R(SL’O, ces ,xnil).
Beweis. Wir beginnen mit einem Reduktionsschritt, der zeigt, dass man

die Gleichung nur fiir gewisse Ringe R und Polynome f nachweisen
muss. Sei 7: B — R ein Ringhomomorphismus, und sei f € R[X ]
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ein normiertes Polynom vom Grad n, welches beziiglich des von 7 in-
duzierten Homomorphismus R[X] — R[X] ein Urbild zu f € R[X]
bilde. Dann gibt 7 Anlass zu einem Ringhomomorphismus

7' A= R[X]/(f) — R[X]/(f) = A.

Schreiben wir 2 fiir die Restklasse von X in ﬁ[X] /( f), so bilden

20, ...,2" ! ein freies Erzeugendensystem von A als R-Modul, genau
wie auch 20, ..., 2" ! ein freies Erzeugendensystem von A als R-Modul

bilden. Weiter gilt 7/(2') = 2 fir ¢ = 0,...,n — 1. Wir wollen die
Multiplikation mit einem Element a € A, also die R-lineare Abbil-
dung ¢, : A — A, mit der entsprechenden R-linearen Abbildung
vq: A — A vergleichen, wobei a = 7'(a) gelte. Da 7’ ein Ringho-
momorphismus ist, sieht man, dass die beschreibende Matrix M, zu
¢a (beziiglich des freien Erzeugendensystems z°, ..., 2" !) aus der ent-
sprechenden Matrix M; zu ¢; gewonnen wird, indem man M; mit 7 von
R™™ nach R™™ transportiert. Deshalb folgt Spasr(a) = 7(Spa,z(a))

sowie insbesondere
DA/R(xo, - ,x"‘l) = T(DA/R@O, o ,j"—l))_

Auflerdem gilt aufgrund der Definition der Diskriminante eines Poly-
noms

Af = T(Af)

Ist daher die Behauptung des Satzes fiir R und f bekannt, so folgt sie
auch fiir R und f.
Man betrachte nun das Diagramm von Ring- bzw. Korpererweite-
rungen
z\1,...,T,] ¢ Q,...,T,)
U U
Z[s1,.--ySn] C Q(s1,...,8n),

wobei sq,...,s, die elementarsymmetrischen Polynome in T},...,7T,
seien. Weiter sei f = X" + ¢; X" '+ ... + ¢, € R[X] ein normiertes
Polynom {iber einem Ring R. Dann ldsst sich ein Ringhomomorphis-
mus Z[s1,...,8,] — R durch s; — (—1)’¢; definieren, und es folgt
aufgrund unserer Voriiberlegung, dass wir die Behauptung des Sat-
zes nur fir R = Z[s1,...,s,] und f = Y77 ((—=1)/s; X" beweisen
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brauchen. Auflerdem konnen wir, da Z[sy, ..., s,]| ein Unterring von
Q(s1,...,8,) ist, sogar R = Q(sy,...,S,) annehmen, wobei f irre-
duzibel in Q(sy, ..., s,)[X] ist, wie wir in 4.3 gesehen haben. Insge-
samt geniigt es daher, den Fall zu betrachten, wo R = K ein Koérper
und f ein normiertes irreduzibles Polynom in K[X] ist. Insbesonde-
reist L = A = K[X]/(f) dann ein endlich-algebraischer Erweite-
rungskorper von K. Diese Situation wollen wir im Folgenden als gege-
ben annehmen.
Nach Definition gilt

DL/K(.rO, o2 = det (SPL/K(xiﬂ))i,j:o,...,n—l'

Zur Berechnung von Spy, (7)) zerlegen wir f iiber einem algebrai-
schen Abschluss von L in Linearfaktoren, etwa f = [[,_, (X —ay), und
machen einen Vorgriff auf Abschnitt 4.7. Nach 4.7/4 gilt ndmlich

Spr/i (™) = apt.
k=1

Ist V = (af+1)i,j:07__.7n_1 die Vandermondesche Matrix zu aq, ..., a,,
so folgt

(SpL/K(xiJrj))z‘,jzo,...,nfl =V'V
und wegen det V' = [],_;(a; — a;) ergibt sich

DL/K(ZL’O, cona" ) = (det V) = H(al _ Oéj)2 = Ay

1<j

Aufgaben

1. Welche Rolle spielt der Hauptsatz tiber symmetrische Polynome, wenn
man fiir Polynome des Typs f = X"+ a1 X" ' +... 4+ a, deren Diskri-
minante Ay definieren mdchte? Warum sollte man symmetrische Po-
lynome mit Koeffizienten aus einem Ring betrachten, selbst wenn man
die Diskriminante nur fir Polynome tber Kdrpern bendtigt?

2. Man betrachte den Polynomring R[77,T%, T3] iiber einem Ring R und
schreibe das symmetrische Polynom T3 + T3 + T3 als Polynom in den
zugehorigen elementarsymmetrischen Polynomen.
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3. Es sei R ein Ring. Man verifiziere die folgenden Formeln fiir Diskrimi-
nanten Ay zu Polynomen f € R[X]:

(i) f=X?>+aX +b,

Ap =a® — 4b.

(ii) f=X"4+aX 4+ b fiir m > 2.
Ap = (=1)™m=D72((1 — m)™ g™ + m™pm1).

(iii) f= X3+ aX?+bX +¢,
Ap = a?b* + 18abc — 4a3c — 4b3 — 27¢%.

(iv) f=X*+aX?+bX +e,
Ap = 144ab®c — 128a%c* — 4a®b? + 16a*c — 27b* + 256¢3.

4. Es sei R ein Ring. Man bestimme fiir zwei Polynome f,g € R[X] vom

formalen Grad m,n die zugehorige Resultante res(f,g) in folgenden
Fallen:

(i) g =go € R (konstantes Polynom), m = 0.
(ii) g = go € R (konstantes Polynom), m = 1.
(iii) f=aoX + a1, g=bpX +b;, m=n=1.

5. Man zeige:

res(a0X2 + CL1X + as, boX2 + le + bg)
= (a()bQ — a2b0)2 + (a162 — agbl)(albo — aobl).

6. Sei R ein Ring, und seien f, g € R[X ] normierte Polynome. Man zeige:
Apg=Ar- Ag-res(f,g)".

7. Essei R ein Ring und f € R[X] ein normiertes Polynom. Man zeige fiir
¢ € R, dass die Polynome f und g = f(X + ¢) dieselbe Diskriminante
haben.

4.5 Einheitswurzeln

Wir fixieren in diesem Abschnitt einen Koérper K sowie einen alge-
braischen Abschluss K. Fiir n € N—{0} bezeichnet man die Null-
stellen des Polynoms X" — 1 als n-te Einheitswurzeln (in K), sie bil-
den eine Untergruppe U, C K*. Falls char K = 0 oder, allgemeiner,
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falls char K kein Teiler von n ist, so haben X™ — 1 und seine Ablei-
tung D(X™ — 1) = nX""! keine gemeinsamen Nullstellen. Folglich ist
X" — 1 in diesem Falle separabel, d. h. es gilt ord U, = n. Ansonsten
betrachte man im Falle positiver Charakteristik p = char K > 0 eine
Zerlegung n = p’n/ mit ptn’. Das Polynom X" — 1 ist aus den oben
genannten Griinden separabel, und seine Nullstellen stimmen wegen
X" —1= (X" —1)" mit denjenigen von X" — 1 iiberein. Folglich gilt
U,, = U,, und damit insbesondere ord U,, = n’. Man kann sich daher bei
der Betrachtung der Gruppen U,, auf den Fall char K {n beschrénken.
Hauptziel ist im Folgenden das Studium von Koérpern, die aus K durch
Adjunktion von Einheitswurzeln entstehen. Zunéchst konnen wir mit
3.6/14 feststellen:

Satz 1. Es sei n € N—{0} mit char K{n. Dann ist die Gruppe U, der
n-ten Einheitswurzeln in K zyklisch von der Ordnung n.

Man nennt eine Einheitswurzel ( € U, eine primitive n-te Einheits-
wurzel, wenn ( die Gruppe U, erzeugt. Beispielsweise sind 1,4, —1, —i
die 4-ten Einheitswurzeln in C, wobei ¢ und —:¢ primitive 4-te Ein-
heitswurzeln darstellen. Alle Einheitswurzeln in C sind vom Betrag 1,
liegen also auf der Kreislinie {z € C; |z| = 1}. Unter Benutzung der
komplexen Exponentialfunktion lassen sich die n-ten Einheitswurzeln
in C in einfacher Weise beschreiben. Es sind dies gerade die Potenzen
der primitiven n-ten Einheitswurzel ¢, = €*™/", wobei wir den Fall
n = 6 hier zeichnerisch illustrieren wollen:

iR

G C6=3+isV3
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In Anbetracht des komplexen Falls sagt man, dass die n-ten Einheits-
wurzeln “den (Einheits-)Kreis teilen”. Man nennt daher Korper, die
aus Q durch Adjunktion einer Einheitswurzel entstehen, auch Kreis-
teilungskorper.

Bemerkung 2. Es seien m,n € N — {0} teilerfremd. Dann ist die
Abbildung
h: Up X Up = U, (¢m) — Cn,

ein Isomorphismus von Gruppen. Ist (,, € U, eine primitive m-te und
(n € U, eine primitive n-te Finheitswurzel, so ist (,,(, eine primitive
mn-te Einheitswurzel.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass char K kein Teiler von mn ist.
Da U, und U, Untergruppen von U,,, sind, ist h ein wohldefinier-
ter Homomorphismus kommutativer Gruppen. Weiter sind U,, und U,
geméf} Satz 1 zyklisch von den Ordnungen m bzw. n. Ist nun (,, € U,
eine primitive m-te und (, € U, eine primitive n-te Einheitswurzel,
so besitzt ((m, (n) € Upn X U, nach 3.6/13 als Produkt der Elemente
(Cm, 1) und (1, ¢,) die Ordnung mn, erzeugt also die Gruppe U, x Uy,.
Ebenfalls nach 3.6/13 hat (,,(,, € Uy, die Ordnung mn, ist also eine
primitive mn-te Einheitswurzel und erzeugt somit U,,,. Es folgt, dass
h ein Isomorphismus ist. [

Als Néchstes wollen wir die primitiven unter den n-ten Einheits-
wurzeln genauer studieren. Um deren Anzahl zu beschreiben, ben6tigen
wir die so genannte Eulersche ¢-Funktion.

Definition 3. Fir n € N—{0} bezeichne p(n) die Ordnung der multi-

plikativen Gruppe (Z/nZ)*, also der Einheitengruppe des Restklassen-
rings Z/nZ. Es heifst ¢: N — {0} — N die Eulersche ¢-Funktion.

Bemerkung 4. (i) Fir n € N—{0} gilt
(Z/nZ)* = {a € Z/nZ; a € Z mit ggT(a,n) =1}
und folglich

o(n) =#{a€N;0<a<nund ggl(a,n)=1}.
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(ii) Fir teilerfremde Zahlen m,n € N—{0} gilt p(mn) = @(m)p(n).
Diese Eigenschaft wird auch als Multiplikativitdt der ¢-Funktion be-
zeichnet.

(i) Fir eine Primfaktorzerlegung n = pi*...pY mit Exponenten
v, > 0 sowie mit paarweise verschiedenen Primzahlen p, gilt

prp 1 _1

Beweis. Sei a € 7. Es gilt ggT(a,n) = 1 genau dann, wenn aZ+nZ = 7
gilt, d. h. genau dann, wenn es ¢, d € Z gibt mit ac+nd = 1; vgl. 2.4/13.
Letzteres ist dquivalent dazu, dass die Restklasse von a in Z/nZ eine
Einheit ist. Mit dieser Uberlegung ergibt sich Aussage (i).

Zum Nachweis von (ii) benutze man den Chinesischen Restsatz in
der Version 2.4/14. Aufgrund dieses Satzes hat man fiir teilerfremde
natiirliche Zahlen einen Ringisomorphismus

Z/mnZ == Z/mZ x Z/nZ

und dann auch einen Isomorphismus zwischen den zugehorigen Einhei-

tengruppen
(Z/mnZ)* =% (Z/mZ)* x (Z/nZ)*,

woraus die Multiplikativitdt der p-Funktion folgt.

Um (iii) zu erhalten, kann man (ii) anwenden. Es ist dann nur ¢(p”)
fiir eine Primzahl p und einen positiven Exponenten v zu bestimmen.
Da die Produkte 0-p,1-p,...,(p" ! — 1) - p gerade alle natiirlichen
Zahlen d mit 0 < d < p” darstellen, die nicht zu p” teilerfremd sind,
folgt mit (i) wie gewiinscht

v

e(p")=p" —p" P =p"p-1).
O

Satz 5. Sei n € N. Ein Element @ erzeugt die additive zyklische Gruppe
Z/nZ genau dann, wenn a Einheit im Ring Z/nZ ist. Ist n # 0, so
enthdlt Z./nZ genau p(n) Elemente, welche Z/nZ als zyklische Gruppe
erzeugen.



240 4. Galois-Theorie

Beweis. Es wird Z/nZ genau dann von @ erzeugt, wenn die Restklasse
1zul € Z in der von @ erzeugten zyklischen Gruppe liegt. Letzteres
ist genau dann der Fall, wenn es ein r € Z gibt mit 1 =r-a =7 - @,
d. h. wenn @ Einheit ist. [

Korollar 6. Sei K ein Korper und n € N—{0} mit char K{n. Dann
enthdlt die Gruppe U, der n-ten FEinheitswurzeln genau o(n) primi-
tive n-te Finheitswurzeln. Ist ( € U, primitive n-te Einheitswurzel,
so ist (" fir r € Z genau dann primitive n-te Einheitswurzel, wenn
die Restklasse von r modulo n eine Einheit in Z/nZ ist, d. h. wenn
ggT(r,n) =1 gilt.

Beweis. Aufgrund von Satz 1 ist U, isomorph zu Z/nZ; es besitzt
also U, nach Satz 5 genau @(n) primitive n-te Einheitswurzeln. Ist
nun ¢ € U, eine primitive n-te Einheitswurzel, so ist der Homomor-
phismus Z/nZ —s U,, der die Restklasse 1 € Z/nZ auf ¢ abbildet,
ein Isomorphismus. Fiir » € Z ist (" genau dann eine primitive n-te
Einheitswurzel, wenn das Urbild in Z/nZ, also die Restklasse 7, die
Gruppe Z/nZ erzeugt, d. h. genau dann, wenn 7 eine Einheit ist; vgl.
Satz 5. 0J

Ist ¢,, € K eine primitive n-te Einheitswurzel, so enthilt der Kérper
K((,) samtliche n-ten Einheitswurzeln, ist also als Zerfillungskorper
des Polynoms X" — 1 € K[X] normal iiber K. Da X" — 1 fiir
char K ¥ n zudem separabel ist, erkennt man K((,)/K als endliche
Galois-Erweiterung. Im Falle K = Q heifit Q(¢,) der n-te Kreistei-
lungskdrper.

Satz 7. Es sei K ein Korper und ¢, € K eine primitive n-te Einheits-
wurzel mit char K{n. Dann gilt:

(1) K(¢,)/K ist eine endliche abelsche Galois- Erweiterung von ei-
nem Grad, der p(n) teilt.

(i) Jedes o € Gal(K((,)/K) induziert durch Einschrinkung einen
Automorphismus der Gruppe U, der n-ten FEinheitswurzeln, und die
Abbildung

Y: Gal(K () /K) — Aut(Uy), o— olu,,

st ein Monomorphismus von Gruppen.
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(iii) Die Automorphismengruppe Aut(U,) ist kanonisch isomorph
zur multiplikativen Gruppe (Z/nZ)*, und zwar vermdge der Abbildung

(Z/nZ)* — Aut(U,), T+ ((—> ("),
die wohldefiniert ist.

Beweis. Wir wissen bereits, dass K((,)/K eine endliche Galois-Erwei-
terung ist. Unter Verwendung der Aussagen (ii) und (iii) ldsst sich
die Galois-Gruppe Gal(K(¢,)/K) dann als Untergruppe von (Z/nZ)*
auffassen, so dass wir diese als abelsch mit einer Ordnung erkennen,
die ord(Z/nZ)* = ¢(n) teilt. Behauptung (i) folgt somit aus (ii) und
(i)

Zum Nachweis von (ii) beachte man, dass ein Galois-Automor-
phismus o € Gal(K((,)/K) Nullstellen von X™ — 1 wiederum auf
ebensolche abbildet. Da ¢ zudem multiplikativ und injektiv ist, er-
kennt man, dass oy, einen Automorphismus der endlichen Gruppe U,
darstellt. Somit definiert o — oy, einen Gruppenhomomorphismus
Gal(K(¢,)/K) — Aut(U,), und dieser ist injektiv, da ein Automor-
phismus o € Gal(K((,)/K), welcher ¢, € U, festlasst, bereits mit der
Identitét iibereinstimmt.

Fiir Aussage (iii) schliefllich nutzen wir die Eigenschaft, dass U,
zyklisch von der Ordnung n ist, also isomorph zu Z/nZ ist. Sodann ist
zu zeigen, dass die Abbildung

V' (Z/nZ)* — Aut(Z/nZ), T (@a—r-a),

ein wohldefinierter Isomorphismus von Gruppen ist, wobei wir mit 7
bzw. @ die Restklassen in Z/nZ zu Elementen r,a € Z bezeichnen.
Zunéchst erkennt man v’ als wohldefiniert wegen r -a@ = 7a = 7 - a.
Weiter ist klar, dass die Multiplikation mit einer Einheit 7 € (Z/nZ)*
einen Automorphismus der additiven Gruppe Z/nZ ergibt und dass 1)’
somit injektiv ist. Um einzusehen, dass 1" auch surjektiv ist, betrachte
man einen Automorphismus p der additiven Gruppe Z/nZ. Gilt dann

p(1) =T, so ergibt sich fir a € Z
p(@) =p(l-a)=p(l) a=7"a

und man erkennt p als Multiplikation mit 7. Da eine solche Multiplika-
tion nur fiir eine Einheit 7 surjektiv ist, folgt 7 € (Z/nZ)* und somit
p = (F), d. h. ¢ ist surjektiv. O
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Satz 8. Es sei (, € Q eine primitive n-te Finheitswurzel. Dann ist
der n-te Kreisteilungskorper Q((,) eine endliche Galois- Erweiterung
iber Q vom Grad [Q((,) : Q] = w(n) mit Galois-Gruppe

Gal(Q(¢n)/Q) =2 Aut(U,) =~ (Z/nZ)*.

Beweis. Ist f € Q[X] das Minimalpolynom von ¢, iiber Q, so gilt
[Q(¢n) : Q] = grad f, und wir haben lediglich grad f = ¢(n) zu zeigen,
denn die Charakterisierung der Galois-Gruppe Gal(Q(¢,)/Q) ist dann

eine Konsequenz von Satz 7. Zunéchst gilt

[Q(C) : Q] = grad f < o(n),

ebenfalls aufgrund von Satz 7.

Wir wollen zeigen, dass jede primitive n-te Einheitswurzel ¢ € U,
Nullstelle von f ist, was dann aufgrund von Korollar 6 wie gewiinscht
grad f = o(n) impliziert. Um dies nachzuweisen, beachte man, dass f
als Minimalpolynom von ¢, ein Teiler von X™ — 1 ist. Es gibt also ein
Polynom h € Q[X] mit

X"—1=f-h.

Da f nach Definition normiert ist, ist auch h normiert, und es gilt
f,h € Z[X] nach 2.7/6.

Sei nun p eine Primzahl mit p { n. Dann ist ¢? nach Korollar 6
eine primitive n-te Einheitswurzel, und wir behaupten, dass ¢? eine
Nullstelle von f ist. Ist dies nicht der Fall, gilt also f((?) # 0, so folgt
h(¢?) = 0. Mit anderen Worten, ¢, ist Nullstelle von h(X?). Hieraus
ergibt sich wiederum f|h(X?), etwa h(X?) = f - g, wobei man unter
Verwendung von 2.7/6 wie oben sieht, dass ¢ ein normiertes Polynom
in Z[X] ist. Wir wenden nun den Homomorphismus “Reduktion der
Koeffizienten modulo p” an,

Z[X] — Z/pZ[X] =F,[X], D aX'— Y &X'
welcher die kanonische Projektion Z — Z/pZ fortsetzt. Dann zeigt die

Gleichung h? = h(X?) = f-g, dass h und f nicht teilerfremd in F,[X]
sind. Folglich hat das Polynom X" —1 = f - h € F,[X] mehrfache
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Nullstellen in einem algebraischen Abschluss von F,,. Dies steht aber
im Widerspruch zu ptn, so dass die obige Annahme f((?) # 0 nicht
haltbar ist. Folglich ist (? Nullstelle von f.

Ist nun ¢ eine beliebige primitive n-te Einheitswurzel, so bleibt
noch zu zeigen, dass ¢ Nullstelle von f ist. Gilt etwa ( = (", so hat

n

man ggT(m,n) = 1 aufgrund von Korollar 6. Man kann daher ¢ aus
(n durch sukzessives Bilden von Primpotenzen gewinnen, wobei die
primen Exponenten alle teilerfremd zu n sind. Eine wiederholte An-
wendung des obigen Argumentes zeigt daher f(¢) = 0. O

Fiir teilerfremde Zahlen m,n € N — {0} und primitive m-te, n-te
und (mn)-te Einheitswurzeln G, Gy, (mn € Q liefert die im Beweis zu
Bemerkung 4 (ii) benutzte Zerlegung

(Z)mnZ)* =% (Z/mZ)* x (Z/nZ)*
in Verbindung mit Satz 8 eine Zerlegung von Galois-Gruppen

Gal(Q($nn)/Q) =2 Gal(Q((n)/Q) x Gal(Q(Gn)/Q).

Wir wollen diese noch etwas genauer charakterisieren.

Korollar 9. Es seien (,, (., € Q primitive m-te bzw. n-te Einheits-
wurzeln mit ggT(m,n) = 1. Dann gilt

Q(Cm) N @(Cn) =Q,
und die Abbildung
Gal(Q(m: €n)/Q) — Gal(Q(¢m)/Q) x Gal(Q(6n)/Q),
7 (0lan): olaen);

st ein Isomorphismus.

Beweis. Aus Bemerkung 2 folgt, dass (., = (n(, eine primitive mn-te
Einheitswurzel ist. Somit berechnet sich das Kompositum von Q((,)

und Q(¢,) zu

Man hat dann folgendes Diagramm von Korpererweiterungen
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so(n/

Q(Gm)

N,

wobei die Grade von Q((mnn), Q(¢r) und Q(¢,) iiber Q nach Satz 8
durch ¢(mn), p(m) und ¢(n) gegeben sind und wobei

[Q(Cmn) : Q(Cm)] = ¢(n), [Q(Cmn) . @(Cn)] = p(m)

gilt, da ¢(mn) = p(m) - p(n). Sei nun L = Q((n) N Q(¢,). Benutzt
man Q(¢nn) = Q(Gm, €n), so wird klar, dass ¢, tiber Q(¢,) den Grad
©(m), also iiber L einen Grad > ¢(m) hat. Aus der Abschétzung

~—

\@[

p(m) = [QGn) : Q] = [Q(Gn) : L] - [L: Q] Z ¢(m) - [L: Q]

ergibt sich jedoch [L : Q] = 1 und daher L = Q. Somit wird 4.1/12 (ii)
anwendbar, und es folgt, dass die zu betrachtende Abbildung einen Iso-

morphismus zwischen Gal(Q((ny,)/Q) und dem kartesischen Produkt
der Galois-Gruppen Gal(Q((,,)/Q) und Gal(Q(¢,)/Q) definiert. O

Wir wollen nun das Polynom X" — 1, dessen Nullstellen die n-ten
Einheitswurzeln sind, in die so genannten Kreisteilungspolynome zer-
legen.

Definition 10. Es sei K ein Korper. Fiir n € N—{0} mit char K{n
seien (i, ..., Cpm) die primitiven n-ten Einheitswurzeln in K. Dann
heifst

¢(n)

b, = H(X—Ci)

=1

das n-te Kreisteilungspolynom diber K.

Satz 11. (i) @, ist ein normiertes separables Polynom in K[X] vom

Grad o(n).
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(ii) Fir K = Q gilt ¢, € Z[X], und &, ist irreduzibel in Z[X]
bzw. Q[ X].

(i) X" —1= [ @
d|n,d>0
(iv) Ist @, € Z[X] das n-te Kreisteilungspolynom tiber Q, so ge-
winnt man das n-te Kreisteilungspolynom iiber einem Kérper K mit
char Ktn aus @,, durch Anwenden des kanonischen Homomorphismus
7. — K auf die Koeffizienten von @,

Beweis. Da @,, keine mehrfachen Nullstellen hat, ist fiir (i) nur zu be-
griinden, dass @, Koeffizienten in K besitzt. Aufgrund von Satz 7
ist L = K(¢1) = K(Ci,...,Cym)) eine endliche Galois-Erweiterung
von K, und man hat &, € L[X] nach Definition. Da jeder Galois-
Automorphismus ¢ € Gal(L/K) eine primitive n-te Einheitswurzel
wieder in eine solche iiberfiihrt, also eine Permutation auf der Menge
der primitiven n-ten Einheitswurzeln induziert, ist @,, invariant unter
Gal(L/K), und es folgt &,, € K[X] mit 4.1/5(ii).

Es sei nun K = Q. Da jede primitive n-te Einheitswurzel ¢ vom
Grad ¢(n) iber Q ist und da @, € Q[X] ein normiertes Polynom
vom Grad ¢(n) ist mit @,(¢) = 0, ist ®,, bereits das Minimalpolynom
von ( iiber Q, insbesondere also irreduzibel. Aus &, | (X™ — 1) und
der Normiertheit von @,, schlieft man dann &,, € Z[X] mit Hilfe von
2.7/6. Natiirlich ist @,, auch irreduzibel in Z[X], vgl. 2.7/7, so dass
Aussage (ii) klar ist.

Die Formel in (iii) schliefllich wird gewonnen durch Zusammenfas-
sen von Faktoren in der Zerlegung

X"—1=J[&x-9.
Celn

Bezeichnet némlich Py fiir d € N—{0} die Menge der primitiven d-ten
Einheitswurzeln in K, so ist U, die disjunkte Vereinigung aller Py, d|n,
d > 0. Folglich erhélt man

xt—1= 1] [[Tx-0= ] @«
d|n,d>0 CEPy d|n,d>0

Zum Beweis von Aussage (iv) verwenden wir fiir das n-te Kreis-
teilungspolynom die Bezeichnungen @, bzw. @,,, je nachdem, ob wir
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iitber Q oder {iber einem sonstigen Korper K arbeiten. Zu zeigen ist,
dass der kanonische Homomorphismus 7: Z[X] — K[X] das Poly-
nom &, auf @, abbildet, d. h. dass 7(®,,) = &, gilt. Letztere Relation
beweisen wir mit Induktion nach n. Fiir n = 1 besteht die Gleichung

T(@l):X—IZle
Sei also n > 1. Dann haben wir iiber Z

X" 1=a,. H D,

dn,0<d<n

sowie liber K . .
X" 1=¢,- H d,.
d|n,0<d<n

Unter Benutzung der Induktionsvoraussetzung und der Nullteilerfrei-
heit von K[X] ergibt sich wie gewiinscht 7(®,,) = &,,. O

Ausgehend von ¢, = X — 1 kann man die Kreisteilungspolynome
mit Hilfe der Formel in Satz 11 (iii) rekursiv berechnen. Im Falle K = Q
stellt diese Formel sogar die Primfaktorzerlegung von X" — 1 in Z[ X ]
oder Q[X] dar, denn die Faktoren @, sind gemé$ (ii) irreduzibel. Fiir
eine Primzahl p etwa hat man

XP 1=, -0,

so dass
D, =XP 4 XP2 4 41
folgt. Sind weiter p und ¢ zwei verschiedene Primzahlen, so gilt

X —1=¢ -0, B, Dy,

und daher
o Xra—1
PE(X = 1) (XP i 1) - (Xt 1)

Beispielsweise erhélt man

X6 -1
Dy = = X2 X +1.
XD (X + 1) (X2 X 1)
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Wir wollen hier die ersten 12 Kreisteilungspolynome explizit auflisten:

d=X-1
Py =X +1
D3 =X+ X +1
b, =X%2+1

Gy =X+ X34+ X2+ X +1

Pg=X>—-X+1

G =X+ X+ X+ X34+ X2+ X +1

Py = X" +1

Dy =X+ X341

DPpy=X'—X]+X?-X+1

Py =X+ X+ X XT+ X+ X X+ X3+ X2+ X +1
Py =X+ — X241

Man konnte aufgrund der vorstehenden Beispiele vermuten, dass
1 und —1 die einzigen von Null verschiedenen ganzen Zahlen sind, die
als Koeffizienten der Kreisteilungspolynome auftauchen kénnen. Eine
solche Vermutung ist aber nicht haltbar, es ist z. B.

@105 :X48+X47+X46—X43 _X42_2X41 _X40_X39
+ X% 4 X X3 X x84 X!
_X28 _X26 _X24_X22 _X20
+X17+X16+X15+X14+X13+X12
X% X8 oXT X - XP 4 X2 X +1

das erste Kreisteilungspolynom, welches nicht ausschlielich Koeffizien-
ten vom Betrag < 1 besitzt. Die drei néchsten sind @145, @195 und
®519, wobei hier, wie auch bei @qp5, die Koeffizienten sédmtlich vom
Betrag < 2 sind. Man weify allerdings aufgrund eines Resultats von
[. Schur, dass die Koeffizienten der Kreisteilungspolynome nicht be-
schrankt sind. Fiir n = p;y - ... - pm, Wobei p; < ... < p,, Primzahlen
mit p,, < p1 + p2 seien, ist ndmlich der Koeffizient von X? in @,
gerade 1 —m, und man kann mit Hilfe zahlentheoretischer Argumente
zeigen, dass es fiir ungerades m stets Primzahlen py,...,p,, mit den
vorstehenden Eigenschaften gibt.
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Abschlieend wollen wir noch speziell auf den Fall endlicher Korper
eingehen. Hierzu betrachten wir eine Primpotenz ¢ sowie den Korper
F, mit ¢ Elementen. Es sei daran erinnert, vgl. 3.8/6, dass die Galois-
Gruppe einer endlichen Erweiterung F/F, stets zyklisch von der Ord-
nung [F : F,] ist und vom relativen Frobenius-Homomorphismus
F— F, a — a? erzeugt wird.

Satz 12. Fiir eine Primpotenz q sei F, der Kdrper mit q¢ Elemen-
ten. Weiter sei ( € Fq etne primitive n-te Finheitswurzel, wobei
ggT(n,q) =1 gelte.

(i) Die Injektion ¢ : Gal(F,(C)/F,) — Aut(U,) aus Satz 7 (ii) bil-
det den relativen Frobenius-Homomorphismus von Fy(C)/F, unter der
Identifizierung Aut(U,) ~ (Z/nZ)* auf die zu q gehirige Restklasse
G € (Z/nZ)* ab. Insbesondere induziert ¥ einen Isomorphismus zwi-
schen Gal(F,(¢)/F,) und der Untergruppe (q) C (Z/nZ)*.

(i) Der Grad [Fy(¢) : F,] stimmt dberein mit der Ordnung von q
in (Z/nZ)*.

(iii) Das n-te Kreisteilungspolynom &,, ist genau dann irreduzibel in
F,[X], wenn q die Gruppe (Z/nZ)* erzeugt.

Beweis. Der relative Frobenius-Homomorphismus iiber I, ist auch auf
U, durch die Abbildung ( — (? gegeben und korrespondiert daher
unter dem kanonischen Isomorphismus Aut(U,) ~ (Z/nZ)* aus Satz
7 (iii) zu der Restklasse § € (Z/nZ)*. Weiter ist Aussage (ii) eine
Konsequenz von (i), denn es gilt

[Fy(¢) : Fy] = ord Gal(F,(¢)/F,) = ord(q) = ord7.

Zum Nachweis von (iii) schlielich beachte man, dass @, genau dann
irreduzibel ist, wenn [F,(¢) : F,] = grad®, = ¢(n) gilt. Letzteres
ist nach (ii) dquivalent zu der Bedingung, dass g die Gruppe (Z/nZ)*
erzeugt. O

Das n-te Kreisteilungspolynom @, kann also hochstens dann ir-
reduzibel iiber einem endlichen Korper F, sein, wenn die Gruppe
(Z/nZ)* zyklisch ist. Beispielsweise ist (Z/nZ)* zyklisch fiir eine Prim-
zahl n = p, vgl. 3.6/14, oder allgemeiner auch fiir eine Potenz n = p”
einer Primzahl p # 2, vgl. Aufgabe 7.
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Aufgaben

1.

9.

Uber einem Korper K betrachte man eine primitive n-te Einheitswurzel
¢ sowie das n-te Kreisteilungspolynom &, € K[X], wobei char K {n.
Man zeige, dass @y, iiber K in o(n)/s verschiedene irreduzible Faktoren
vom Grad s = [K(() : K] zerfillt.

Es sei (n € Q eine primitive m-te Einheitswurzel. Man diberlege, fiir
welche n das n-te Kreisteilungspolynom @y, irreduzibel iber Q((p,) ist.

Man zeige: ¢(n) =n - H (1—ph.
pln, p prim

Man bestimme die Galois-Gruppe des Polynoms X% — 1 € F7[X].

Es sei ( eine primitive 12-te Einheitswurzel iiber Q. Man bestimme alle
Zwischenkorper von Q(¢)/Q.

Es sei p eine Primzahl, so dass p—1 = [[},_, p, ein Produkt von paarwei-
se verschiedenen Primfaktoren p, ist. Sei ¢, € Q eine primitive p-te Ein-
heitswurzel. Man zeige, dass Q((p)/Q eine zyklische Galois-Erweiterung
ist und dass es genau 2" verschiedene Zwischenkérper zu Q(¢,)/Q gibt.

Es sei p eine ungerade Primzahl. Man zeige, dass die Gruppe (Z/p"Z)*
fir » > 0 zyklisch ist und schliele hieraus, dass der p"-te Kreis-
teilungskorper Q((pr) eine zyklische Galois-Erweiterung von Q dar-
stellt. (Hinweis: Man betrachte den kanonischen Homomorphismus
(Z)p"Z)* — (Z/pZ)* sowie dessen Kern W und zeige induktiv, dass
die Restklasse zu 1+ p ein Element der Ordnung p"~! in W ist, W also
insbesondere zyklisch ist.)

Man verifiziere, dass die Kreisteilungspolynome @,, folgenden Formeln
geniigen:

(i) @pr(X) =P, (XP" "), fiir p prim, r > 0.

rs—1

r1—1
(i) &,(X) = 45191._.I,S(X1”11 ~Ps" ), wobel n = pi'...pls eine Prim-
faktorzerlegung mit paarweise verschiedenen Primzahlen p, und
mit Exponenten r, > 0 sei.
(iii) Pop(X) = P (—X), fiir n > 3 ungerade.

b, (XP)
P, (X)

(iv) @Ppn(X) = , fiir p prim mit pin.

Man bestimme simtliche Einheitswurzeln, die in den Kérpern Q(v/2),

Q(4), Q(iv2) bzw. Q(iv/3) enthalten sind.
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4.6 Lineare Unabhingigkeit von Charakteren

In diesem und dem néchsten Abschnitt besprechen wir einige Metho-
den der Linearen Algebra, die fiir die Galois-Theorie wichtig sind und
die wir zur Untersuchung zyklischer Erweiterungen in 4.8 verwenden
werden. In besonderem Mafle hat E. Artin diesen “linearen” Stand-
punkt in der Galois-Theorie vertreten. Beispielsweise hat er in [1], [2]
“lineare” Methoden benutzt, um einen alternativen Aufbau der Galois-
Theorie zu geben. Fiir uns geht es zundchst um die Untersuchung von
Charakteren; diese werden im Weiteren in der Form von Homomor-
phismen K* — L* zwischen den multiplikativen Gruppen zweier
Korper K und L vorkommen. Ziel des Abschnitts ist es, zu zeigen,
dass verschiedene Charaktere linear unabhéngig sind.

Definition 1. Ist G eine Gruppe und K ein Korper, so heifst ein
Homomorphismus x: G — K* ein K-wertiger Charakter von G.

Zu einer Gruppe G und einem Korper K existiert stets der triviale
Charakter G — K™, der jedes g € G auf das Einselement 1 € K*
abbildet. Im Ubrigen bilden die K-wertigen Charaktere von G eine
Gruppe, wenn man zur Verkniipfung von Charakteren die Gruppen-
struktur von K* verwendet. So ist das Produkt zweier Charaktere
X1, X2: G — K* erklirt durch

Xl'X2iGHK*, g — x1(9) - x2(9)-

Die K-wertigen Charaktere von GG kann man insbesondere als Elemen-
te des K-Vektorraums Abb(G, K) aller Abbildungen von G nach K
auffassen, so dass man von der linearen Unabhéingigkeit von Charak-
teren sprechen kann.

Satz 2 (E. Artin). Verschiedene Charaktere x1, ..., Xn einer Gruppe G
mit Werten in einem Kéorper K sind linear unabhdngig in Abb(G, K).

Beweis. Wir schlieffen indirekt und nehmen an, dass die Aussage des
Satzes falsch ist. Dann gibt es ein minimales n € N, so dass ein li-
near abhingiges System von Charakteren xi,..., Y, existiert. Dabei
gilt n > 2, da jeder Charakter Werte in K™ annimmt, also von der
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Nullabbildung verschieden ist. Sei nun
aix1+ ...+ apxn =0

eine nicht-triviale Relation in Abb(G, K) mit Koeffizienten a; € K.
Aufgrund der Minimalitdt von n gilt dann a; # 0 fiir alle ¢, und man
hat

arxi(gh) + ...+ ayxn(gh) =0

fir g, h € G. Man wéhle speziell g mit x1(g) # x2(g); dies ist moglich
wegen i # Xg. Variiert nun h in G, so sieht man, dass

aix1(g) - x1+ -+ anxn(g)  xn =0

eine neue nicht-triviale Relation in Abb(G, K) ist. Durch Kombination
mit der urspriinglichen Relation, die man mit x;(g) multipliziere, ergibt
sich

as(x1(9) = x2(9)) X2 + - -+ + an(x1(9) = Xn(9)) X0 = 0.

Dies ist eine Relation der Lange n— 1, die wegen as(x1(g) — x2(g)) # 0
nicht-trivial ist. Somit erhilt man einen Widerspruch zur Minimalit&t
von n, und der Satz ist bewiesen. O

Man kann den vorstehenden Satz in vielfdltigen Situationen an-
wenden. Ist etwa L/K eine algebraische Korpererweiterung, so ergibt
sich, dass Autg (L) ein linear unabhéngiges System im L-Vektorraum
der Abbildungen I — L darstellt; man schrianke hierzu K-Homomor-
phismen L — L zu Gruppenhomomorphismen L* — L* ein.

Korollar 3. Es sei L/K eine endliche separable Kérpererweiterung
mit K-Basis x1,...,x, von L. Sind dann o4, ..., 0, die K-Homomor-
phismen von L in einen algebraischen Abschluss K von K, so sind die
Vektoren

& = (o1(21),...,01(zn)),

&n : (Un(xl), o ,Jn(xn)),

linear unabhdingig iber K.
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Beweis. Aus der linearen Abhéngigkeit der & wiirde die lineare Ab-
héngigkeit der o; folgen. Es sind die o; jedoch wegen Satz 2 linear
unabhéngig. [

Als weiteres Beispiel kann man Charaktere der Form

7 — K*, vi—a”,
betrachten, wobei a € K™ fest ist. Hat man etwa paarweise verschie-
dene Elemente aq,...,a, € K* sowie weitere Elemente ci,...,c, € K
mit

cia] + ...+ cpay =0

fiir alle v € Z, so folgt ¢; = ... = ¢, = 0 mit Satz 2.

Aufgaben

1. Es sei G eine zyklische Gruppe und F ein endlicher Kérper. Man be-
schreibe alle F-wertigen Charaktere von G und bestimme insbesondere
deren Anzahl.

2. Esseien L/K und M /K Korpererweiterungen sowie oy, . . ., 0, verschie-
dene K-Homomorphismen von L nach M. Man zeige, dass es Elemen-
te x1,...,x, € L gibt, so dass dhnlich wie in Korollar 3 die Vekto-
ren & = (oi(x1),...,0i(zy)) € M", i = 1,...,r, linear unabhéngig
iiber M sind. Hinweis: Man betrachte die Abbildung L — M",
x — (o1(z),...,00(z)), und zeige, dass M" als M-Vektorraum vom
Bild dieser Abbildung erzeugt wird.

3. Esseien L/K und M /K Koérpererweiterungen sowie o7, . .., o, verschie-
dene K-Homomorphismen von L nach M. Man betrachte ein Polynom
feM[Xy,...,X,] mit f(o1(z),...,0(x)) = 0 fiir alle z € L und zeige
unter Verwendung von Aufgabe 2: Besitzt K unendlich viele Elemen-
te, so gilt f = 0. Hinweis: Man wahle x1,...,x, € L wie in Aufgabe 2
und zeige, dass g(Y1,...,Y,) = fOi_ o1(@i)Yi, ..., >y op(z)Y;) das
Nullpolynom ist.

4.7 Norm und Spur

In der Linearen Algebra definiert man Determinante und Spur von
Endomorphismen endlich-dimensionaler Vektorrdaume. Wir wollen die-



4.7 Norm und Spur 253

se Begriffe im Folgenden verwenden und erinnern deshalb zunéchst
noch einmal daran. Es sei K ein Korper, V' ein n-dimensionaler
K-Vektorraum und ¢: V — V ein Endomorphismus. Dann definiert
man zu ¢ das charakteristische Polynom

Xo(X) = det(X -id —¢) ZCZXTL ‘

wobei (—1)"¢,, = det ¢ die Determinante und —c¢; = Spur ¢ die Spur
von ¢ ist. Hat man ¢ beziiglich einer Basis von V' durch eine Matrix
A = (a;;) € K™ dargestellt, so gilt

det p =det A = Z sgn (7)1 x(1) - - - Gnr(n),

TeES,

Spur ¢ = Spur A = Z Qi

i=1

Fiir zwei Endomorphismen ¢, : V — V sowie Konstanten a,b € K
gelten die Regeln

Spur(ag + b)) = a Spur ¢ + b Spur 1,
det(p o)) = det ¢ - det 1.

Definition 1. Es sei L/ K eine endliche Korpererweiterung. Fir a € L
betrachte man
Yo: L — L, T — azx,

als K-Vektorraumendomorphismus von L. Dann heiffen

SPL/K(G) 1= Spur ¢, NL/K(a) = det ¢,

Spur bzw. Norm wvon a beziglich der Korpererweiterung L/ K.

Es ist also Spy g L — K ein K-Vektorraumhomomorphismus
oder, genauer, eine Linearform auf L, wobei L als K-Vektorraum auf-
gefasst werde. Entsprechend ist Ny, /x : L* — K* ein Gruppenhomo-
morphismus, also ein Charakter auf L* mit Werten in K. Beispielsweise
gilt

Ner(z) = |2[%



254 4. Galois-Theorie

Ist ndmlich z = x + 1y die Zerlegung von z in Real- und Imaginérteil,
so wird die Multiplikation mit z auf C beziiglich der R-Basis 1,7 dar-
gestellt durch die Matrix

r -y

Wir wollen im Folgenden einige Methoden zur Berechnung von Spur
und Norm beschreiben.

Lemma 2. Man betrachte eine endliche Korpererweiterung L/K vom
Grad n = [L: K]. Sei a € L.
(i) Fir a € K gilt

Sp/k(a) = na, Ny k(a) =a"

(ii) Fir L = K(a) und X"+ X" ' +...+ ¢, als Minimalpolynom
von a tber K gilt

Spri(a) = —er,  Nyx(a) = (=1)"c.

Beweis. Fir a € K wird die Abbildung ¢,: L — L durch das a-fache
der Einheitsmatrix in K™*" beschrieben. Als Konsequenz ergeben sich
die beiden Formeln in (i). Im Falle L = K(a) ist das Minimalpolynom
von a zugleich auch das Minimalpolynom von ¢, und damit aus Grad-
griinden schon das charakteristische Polynom von ¢,. Die Formeln in
(ii) ergeben sich deshalb aus der Beschreibung von Spur ¢, und det ¢,
durch die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms von ¢,. U

Die beiden Spezialfélle von Lemma 2 lassen sich kombinieren und
ermoglichen dann eine allgemeine Berechnung von Norm und Spur.

Lemma 3. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Fir a € L und
s=1[L:K(a)] gilt

SPL/K(G> =$ SpK(a)/K(a)v NL/K(G) = (NK(a)/K(a))S-

Beweis. Man wihle eine K-Basis zi,...,x, von K(a) sowie eine
K(a)-Basis y1,...,ys von L. Dann bilden die Produkte x;y; eine
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K-Basis von L. Es sei nun A € K™*" diejenige Matrix, welche beziiglich
der Basis 1, . .., x, die Multiplikation mit a auf K (a) beschreibt. Dann
wird beziiglich der z;y; die Multiplikation mit a auf L durch die Matrix

A0
c= "
0 A

beschrieben, welche aus s Késtchen A und Nullen sonst besteht. Somit
folgt

Spy/k(a) = SpurC' = s - Spur A = s - Spye(,y/k (@),

S

NL/K(G) =det(C = (det A)S = (NK(a)/K<a>) .

OJ

Satz 4. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung mit [L : K] = qr,
wobei v = [L : K] der Separabilititsgrad von L/K ist. (Man nennt q
auch den Inseparabilitatsgrad von L/K.) Sind dann o4, ..., 0, simt-
liche K-Homomorphismen von L in einen algebraischen Abschluss K
von K, so gilt fir a € L

Sps/sc(@) =4y 0i(a)

Np/k(a) = (ﬁ ai(a))q.

Ist L/K im Falle p = char K > 0 nicht separabel, so ist q eine nicht-
triviale Potenz von p, und es folgt Spy ic(a) = 0 fir alle a € L.

Bevor wir den Beweis fiihren, seien noch die Transitivitatsformeln
fiir Spur und Norm angefiihrt, welche wir gemeinsam mit Satz 4 be-

weisen werden.

Satz 5. Es sei K C L C M eine Kette endlicher Korpererweiterungen.
Dann gilt

SpM/K = SpL/K © SpM/L» Ny = Npjx o Ny
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Beweis der Satze 4 und 5. In der Situation von Satz 4 setzen wir fir
Elemente a € L

SpY k(@ —qzaz
1kl (Ha )

Zu zeigen ist dann Spy - = Sp},/x und Np g = N 5. Wir betrachten
hierzu die Spezialfille aus Lemma 2 und schliefen mit den Transiti-
vitédtsformeln auf den Allgemeinfall.

Sei zunéchst a € K. Wegen [L : K| = ¢r und o;(a) = a fur alle i
gilt nach Lemma 2

SpL/K<a) =[L:K]-a=q(ra) = SplL/K(a)a
Np/k(a) = ol = (a")? = N/L/K(a)-

Wir betrachten nun den zweiten Spezialfall aus Lemma 2 und nehmen
L = K(a) an. Sei

X"+ X" T+ e, € K[X]

das Minimalpolynom von a iiber K mit n = gr. Dieses Polynom hat
iiber K geméfl 3.4/8 und 3.6/2 die Faktorisierung

r

H(X — O'i((l))q.

i=1

Folglich gilt nach Lemma 2

Spp/k(a) = —c = QZUz = SP/L/K(CL)7

Ni/k(a) = <H02 ) N7, (a).

Wir sehen also, dass Sp und Sp’ sowie N und N’ in den Spezialfiillen
von Lemma 2 iibereinstimmen.
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Ist nun a € L beliebig, so betrachte man die Kette K C K(a) C L.
Dann gilt aufgrund der Lemmata 2 und 3 sowie aufgrund der bereits
behandelten Spezialfille:

Sp1yxc(a) = [L: K(a)] - Spxe(ay (@) = SPre(ayic ([L 2 K(a)] - a)
= SPxay/ic (SPL/ K (a) (@)
= SPk(a)/ i (SPLyk(0) (@)

Ni/k(a) (NK(a)/K(a)) [L:K(a)] _ NK(a)/K (a[L:K(a)])
= Nk(a)/x (No/k(0) (@)

= N/K(a)/K ( /L/K(a) (a)) .

Es geniigt daher zum Nachweis von Satz 4, die Transitivitdtsformeln
aus Satz 5 fiir Sp’ und N’ zu beweisen. Dieselben Formeln gelten dann
aufgrund von Satz 4 auch fiir Sp und N.

Es sei also K C L C M eine Kette endlicher Korpererweiterungen
wie in Satz 5. Indem wir M in den algebraischen Abschluss K von K
einbetten, konnen wir annehmen, dass die Kette in K liegt. Gilt nun

[L:K]=q[L: K], [M: L] =q[M:L],,
so folgt aufgrund der Gradsétze 3.2/2 und 3.6/7
[M: K] =qq[M: K],
Es gelte weiter
Homy (L, K) = {o1,...,0,}, Hom,(M,K) = {m,...,7},
wobei die 0; bzw. 7; jeweils paarweise verschieden seien. Wihlen wir
dann Fortsetzungen o,: K — K der o;, so ergibt sich wie im Beweis
zu 3.6/7

Homg (M, K) ={cjor;;i=1,...,r, j=1,...,s}

mit paarweise verschiedenen Elementen o) o 7;, und wir konnen fiir
a € M die gewiinschten Transitivitdtsformeln ausrechnen:
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SPIM/K(Q) = 192 E o; o 7j(a)
,J

- Zﬁag (X7 (@)
= SplL/K (SP/M/L(a)),

entsprechend fiir Ny, /i (a). Dabei diirfen wir streng genommen die letz-
te Zeile allerdings nur dann schreiben, wenn wir wissen, dass Sp);, (@)
ein Element von L ist oder, was ausreicht, wenn Sp),; (a) = Spy;,(a)
gilt. In der beim Beweis von Satz 4 benotigten Situation ist diese Glei-
chung aber gegeben, so dass wir den Beweis von Satz 4 beenden koénnen.
Anschlielend folgen die allgemeinen Transitivitédtsformeln in Satz 5 un-
ter Benutzung von Satz 4. 0

Als unmittelbare Folgerung erhélt man aus Satz 4:

Korollar 6. Es sei L/K eine endliche Galois-Erweiterung. Dann
sind Spy,rc und Ny mit den Galois-Automorphismen von L/K wver-
traglich, d. h. es gilt

SPL/K(G) = Spr/K (a(a)), Np/k(a) =Np/k (U(Q))

fiir alle a € L, 0 € Gal(L/K).

Wir wollen noch einige weitere Folgerungen aus Satz 4 ziehen. Ist
L/K eine endliche Korpererweiterung, so kénnen wir L als K-Vektor-
raum auffassen und die symmetrische Bilinearform

Sp:LXL—>K7 <x7y>'—>SpL/K<xy)7

betrachten. Diese verschwindet nach Satz 4 identisch, wenn L/K nicht
separabel ist.

Satz 7. Eine endliche Korpererweiterung L/K ist genau dann sepa-
rabel, wenn die K-lineare Abbildung Spy, i : L — K nicht-trivial und
damit surjektiv ist. Ist L/ K separabel, so ist die symmetrische Biline-
arform

Sp: Lx L — K,  (x,y) — Sppk(zy),
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nicht ausgeartet. Mit anderen Worten, Sp induziert dann einen Iso-
morphismus R
L — L, x — Sp(x, ),

von L auf seinen Dualraum L.

Beweis. Wir nehmen an, dass L/K separabel ist. Sind dann o4, ..., 0,
die K-Homomorphismen von L in einen algebraischen Abschluss von
K, so gilt

Sprk =01+...+ 0,

nach Satz 4, und der Satz 4.6/2 iiber die lineare Unabhéngigkeit von
Charakteren impliziert, dass Spy,,x nicht identisch verschwindet. Sei

nun = ein Element des Kerns von L —» L, so dass also Sp(x,-) =0
gilt. Es folgt dann Spy i (zL) = 0 und damit notwendig z = 0, da
ansonsten Sp,/ - wegen L = L identisch verschwinden wiirde. Somit
ist die Abbildung L — L injektiv und wegen dim L = dimL < oo
auch surjektiv. O

Korollar 8. Es sei L/K eine endliche separable Kérpererweiterung
mit K-Basis x1,...,x, von L. Dann existiert eine eindeutig bestimmte
K-Basis y, ..., Yn von L mit Spy g (ziy;) = dij fir i,5=1,...,n.

Beweis. Man benutze Existenz und Eindeutigkeit der dualen Basis zu
Ty s Ty [

Aufgaben

1. Es sei L/K eine Korpererweiterung vom Grad n < oo. Man beschreibe
die Eigenschaften der Menge {a € L; Spy, /i (a) = 0}.

2. FEs sei F'/F eine Erweiterung endlicher Kérper. Man beschreibe Kern
und Bild der zugehorigen Normabbildung N: F'™* — F*,

3. Es sei K ein Korper und L = K(a) eine einfache algebraische Kor-
pererweiterung mit Minimalpolynom f € K[X] zu a. Man zeige, dass
f(x) =Np/g(r —a) fir v € K gilt.

4. Es seien m,n teilerfremde positive ganze Zahlen. Ist dann L/K eine
Korpererweiterung vom Grad m, so hat jedes Element a € K, welches
eine n-te Wurzel in L besitzt, bereits eine n-te Wurzel in K.
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5. Es sei L/K eine endliche Galois-Erweiterung mit K-Basis x1,...,xy,.
Fiir eine Untergruppe H C Gal(L/K) und den zugehorigen Fixkorper
LT zeige man: LY = K(Sprpu(z1),.--,Sprypn(an))-

6. Es sei L/K eine endliche Korpererweiterung der Charakteristik p > 0.
Man zeige Spy,/k (a?) = (Spr/k(a))? fiir Elemente a € L.

4.8 Zyklische Erweiterungen

Fiir die Auflésung algebraischer Gleichungen durch Radikale muss man
zu einem gegebenen Korper K Erweiterungen studieren, die durch Ad-
junktion einer n-ten Wurzel eines Elementes ¢ € K entstehen. Ziel die-
ses Abschnittes ist es, solche Erweiterungen Galois-theoretisch zu cha-
rakterisieren. Dabei wéahlen wir als Grundlage den berithmten Satz 90
von D. Hilbert [9], welchen wir zunéchst behandeln wollen. Es sei dar-

an erinnert, dass eine Galois-Erweiterung L/K zyklisch genannt wird,
wenn die Galois-Gruppe Gal(L/K) zyklisch ist.

Theorem 1 (Hilbert 90). Es sei L/K eine endliche zyklische Galois-
Erweiterung, o € Gal(L/K) sei ein erzeugendes Element. Fir b € L
1st dann dquivalent:

(i) Np/x(b) = 1.

(ii) Es existiert ein a € L* mit b=a-o(a)™".

Beweis. Gilt b = a - o(a)™! mit a € L*, so folgt unter Benutzung von

4.7/6

NL/K(CL)
Niyx(o(a))

Sei umgekehrt b € L gegeben mit Ny /k(b) = 1, und sei n = [L : K.

Aufgrund der linearen Unabhéingigkeit von Charakteren 4.6/2 sieht
man dann, dass

Ni/k(b) = =1

o’ +bot +b-ob)-0*+...+b-a(b)-...- 0" 2()-o""

als Abbildung L* — L nicht die Nullabbildung ist. Somit existiert
ein ¢ € L™ mit

a:=c+bo(c)+b-ob)-o*(c)+...+b-a(b)-...-a"2(b)-0" (c) # 0.
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Anwenden von ¢ und anschlieende Multiplikation mit b ergibt
b-o(a) =bo(c)+b-a(b)-o*(c)+...+b-0(b)-...-c" b)) -0"(c) = a,

daman 0" =id und b-o(b) - ... 0" 1 (b) = Ny k(b) = 1 wegen 4.7/4
hat. O]

Man kann das vorstehende Theorem auch in den allgemeineren
Rahmen der Galois-Kohomologie einordnen. Dies wollen wir im Folgen-
den andeuten; beziiglich weiterer Details konsultiere man etwa Serre
[14], Chap. VII, X. Wir betrachten im Folgenden eine Gruppe G, ei-
ne abelsche Gruppe A sowie eine Aktion von G auf A, worunter wir
hier einen Gruppenhomomorphismus G — Aut(A) verstehen wollen.
Ausgehend von einer endlichen (nicht notwendig zyklischen) Galois-
Erweiterung L/K ist fiir uns der Fall G = Gal(L/K) sowie etwa
A = L* von Interesse, wobei G — Aut(L*) der kanonische Ho-
momorphismus sei. Bezeichnen wir fiir o € G und a € A mit o(a)
jeweils das Bild von a unter dem zu o gehorigen Automorphismus von
A, so konnen wir die folgenden Untergruppen der abelschen Gruppe
Abb(G, A) aller Abbildungen f: G — A definieren:

ZHG, A) = {f; f(ooo")=0c(f(c") - f(o) fiir alle 0,0" € G},
BYG,A) = {f; es gibt a € A mit f(0) =a-o(a)" fiir alle 0 € G}.
Die Gruppe B'(G,A) der so genannten 1-Korinder ist eine Unter-

gruppe von Z'(G, A), der Gruppe der 1-Kozyklen, und man nennt die
Restklassengruppe

H'(G,A) = Z'(G,A)/B" (G, A)
die erste Kohomologiegruppe von G mit Werten in A. Die kohomologi-

sche Version von Hilberts Satz 90 lautet dann:

Theorem 2. Ist L/K eine endliche Galois-Erweiterung mit Galois-
Gruppe G, so gilt H' (G, L*) = {1}, d. h. jeder 1-Kozyklus ist bereits
ein 1-Korand.

Beweis. Sei f: G — L* ein 1-Kozyklus. Fiir ¢ € L* bilde man die so
genannte Poincaré-Reihe
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b= f(o)-d'(o).

o'eG

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von Charakteren 4.6/2 kann
man ¢ so wahlen, dass b # 0 ist. Man hat dann fiir beliebiges 0 € G

ob) = o(f(0))-(000')(e)

= Z flo)™ - flood') - (cod')(c)= f(o) -0,

o'eG

d. h. f ist ein 1-Korand. O

Um aus Theorem 2 Hilberts Satz 90 in der urspriinglich gegebenen
Version zu erhalten, betrachte man eine zyklische Galois-Erweiterung
L/K vom Grad n und wihle ein erzeugendes Element ¢ der Galois-
Gruppe Gal(L/K). Man zeigt dann fiir b € L* mit Ny /x(b) = 1, dass
f: G — L*, gegeben durch

o’ — 1,
ol — b,

"t —b-a(b)-...-0c"2(b),

ein 1-Kozyklus und damit geméafl Theorem 2 ein 1-Korand ist.
Wir wollen Hilberts Satz 90 benutzen, um zyklische Erweiterungen
genauer zu charakterisieren.

Satz 3. Es sei L/K eine Kirpererweiterung und n eine natirliche
Zahl > 0 mit char K {n. Weiter enthalte K eine primitive n-te Ein-
hettswurzel.

(i) Ist L/ K eine zyklische Galois- Erweiterung vom Grad n, so gilt
L = K(a) fiir ein Element a € L, dessen Minimalpolynom tiber K von
der Form X™ —c mit c € K 1st.

(i) Gilt umgekehrt L = K(a) fir ein Element a € L, das Nullstelle
eines Polynoms der Form X"—c € K[X] ist, so ist L/ K eine zyklische
Galois- Erweiterung von K. Weiter ist d = [L : K] ein Teiler von n,
und es gilt a® € K, so dass X% —a? € K[X] das Minimalpolynom von
a tber K ist.
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Beweis. Es sei ( € K eine primitive n-te Einheitswurzel. Ist nun L/K
eine zyklische Erweiterung vom Grad n, so gilt N/, (¢7!) =¢ ™" =1
mit 4.7/2, und es existiert aufgrund von Hilberts Satz 90 ein Ele-
ment a € L* mit o(a) = Ca; dabei sei o ein erzeugendes Element
von Gal(L/K). Man hat dann

o'(a) = ('a, 1=0,...,n—1.

Insbesondere sind die Elemente 0°(a), ..., 0" !(a) paarweise verschie-
den, so dass [K(a) : K] > n folgt, bzw. L = K(a) wegen K(a) C L
und [L: K] = n.* Es gilt nun

o@)=o(a)" =¢"a" =a",
d. h. a™ € K. Somit ist a Nullstelle des Polynoms
X" —a" e K[X].

Da a iiber K vom Grad n ist, handelt es sich hierbei notwendigerweise
bereits um das Minimalpolynom von a iiber K. Damit ist die Aus-
sage (i) klar.

Nun zu Aussage (ii). Es gelte L = K(a), wobei a Nullstelle eines
Polynoms der Form X" — ¢ € K[X] sei. Der Fall a = 0 ist trivial,
wir diirfen deshalb a # 0 annehmen. Dann sind (%, ..., (" 'a insge-
samt n verschiedene Nullstellen von X" — ¢, so dass L = K(a) ein
Zerfallungskorper dieses Polynoms iiber K ist. Da es sich bei X" — ¢
wegen char K tn um ein separables Polynom handelt, ist L/K sogar
eine Galois-Erweiterung. Fiir o € Gal(L/K) ist mit a auch o(a) eine
Nullstelle von X™ — ¢. Daher existiert zu o jeweils eine n-te Einheits-
wurzel w, € U, mit o(a) = w,a, und man stellt fest, dass

Gal(L/K) — U,, 0 W,,

ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist. Nach dem Satz von La-
grange 1.2/3 ist d := [L : K] = ord(Gal(L/K)) ein Teiler von
n = ord U,. Da U, geméB 4.5/1 zyklisch ist, hat auch jede Untergruppe

4 Wir haben hier ein spezielles erzeugendes Element der Kérpererweiterung L/ K
konstruiert. Dass L/K einfache Korpererweiterung ist, folgt indessen auch aus dem
Satz vom primitiven Element 3.6/12.
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von U, diese Eigenschaft, insbesondere ist daher Gal(L/K') zyklisch.
Erzeugt nun o € Gal(L/K) diese zyklische Gruppe der Ordnung d, so
ist w, eine primitive d-te Einheitswurzel, und es gilt

d. h. @ € K. Dann ist a Nullstelle von X% — a¢? € K[X], und dieses
Polynom ist aus Gradgriinden bereits das Minimalpolynom von a € L
iiber K. OJ

Wir behandeln nun noch eine additive Form von Hilberts Satz 90.
Auch hierzu gibt es eine Galois-kohomologische Verallgemeinerung,
vgl. Aufgabe 5.

Theorem 4 (Hilbert 90, additive Form). Es sei L/K eine endliche
zyklische Galois- Erweiterung, o € Gal(L/K) sei ein erzeugendes Ele-
ment. Fir b € L ist dann dquivalent:

(i) SpL/K<b) =0.

(ii) Fs existiert ein a € L mit b=a — o(a).

Beweis. Wir kopieren den Beweis zu Theorem 1. Fiir b = a — o(a) mit
a € L folgt unter Benutzung von 4.7/6

SpL/K(b> = SPL/K(“) - SpL/K (a(a)) =0.
Sei umgekehrt b € L gegeben mit Sp; - (b) = 0, und sei n = [L : K.

Da die Spurfunktion Spy,x nicht identisch verschwindet, gibt es ein
c € L mit Spy (c) # 0; vgl. 4.7/7. Man definiere a € L durch

a- (Sprx(c)) =b-o(c)+ (b+a(b))-o°
+(b+ob)+...+0"7? b)) o—”*l(c).

Anwenden von o ergibt dann

o(a) - (Sprx(c)) = a(b)o?(c) + (a(b) +0%(b)) - o’(c) + ...

und, indem wir
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benutzen, vgl. 4.7/4,
(a —o(a)) - Spy k() = bo(c) +bo’(c) + ...+ bo"" 1(c)
— (o) +*(b)+ ...+ " '(b) -0
(o) + 02(0) o™
'SPL/K(C),
d.h.b=a—o(a). O

c)+ )

b
b

Wir wollen die additive Form von Hilberts Satz 90 dazu verwenden,
um im Falle p = char K > 0 zyklische Erweiterungen vom Grad p zu
studieren, ein Fall, der in Satz 3 nicht enthalten ist.

Theorem 5 (Artin-Schreier). Es sei L/K eine Korpererweiterung in
Charakteristik p > 0.

(i) Ist LK eine zyklische Galois- Erweiterung vom Grad p, so gilt
L = K(a) fiir ein Element a € L, dessen Minimalpolynom tiber K von
der Form XP — X —c mit c € K 1st.

(i) Gilt umgekehrt L = K (a) fir ein Element a € L, das Nullstelle
eines Polynoms der Form X? — X —c € K[X] ist, so ist L/K eine
zyklische Galois- Erweiterung. Es zerfdllt X? — X — ¢ tiber K entweder
vollstandig in Linearfaktoren oder aber dieses Polynom ist irreduzi-
bel. Im letzteren Falle ist L/ K eine zyklische Galois-Erweiterung vom
Grad p.

Beweis. Sei zundchst L/K zyklisch vom Grad p. Gemafl 4.7/2 gilt
dann Spy i (c) = 0 fiir alle ¢ € K. Insbesondere gibt es aufgrund der
additiven Form von Hilberts Satz 90 ein a € L mit o(a) —a = 1; dabei
sei 0 € Gal(L/K) ein erzeugendes Element. Es folgt

o'(a) = a+1, 1=0,...,p— 1.

Dac%(a), ..., 0P (a) paarweise verschieden sind, hat a mindestens den
Grad p iiber K, so dass sich [K(a) : K] > p, also L = K(a) ergibt.
Weiter gilt
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o@ —a)=c(a)Pf —oc(a)=(a+ 1)’ —(a+1)=d’ —a

und somit ¢ := aP —a € K. Es ist also a eine Nullstelle des Polynoms
XP — X — ¢, und dieses Polynom ist aus Gradgriinden das Minimalpo-
lynom von a iiber K.

Es sei nun umgekehrt L = K(a), wobei a eine Nullstelle eines
Polynoms der Gestalt f = X? — X — ¢ € K[X] sei. Mit a ist dann
auch a + 1 Nullstelle dieses Polynoms, d. h.

a,a+1,...,a+p—1€L

sind die p verschiedenen Nullstellen von f. Hat also f eine Nullstel-
le in K, so liegen alle Nullstellen von f in K, und f zerféllt iiber K
vollstandig in Linearfaktoren. Das gleiche Argument zeigt, dass L ein
Zertéllungskorper des separablen Polynoms f {iber K ist, die Erweite-
rung L/K also galoissch ist. Im Trivialfall L = K ist sie auch zyklisch.
Sei nun f ohne Nullstelle in K. Wir behaupten, dass dann f bereits
irreduzibel iiber K ist. Ist dies ndmlich nicht der Fall, so existiert eine
Zerlegung f = gh in zwei nicht-konstante normierte Polynome g und
h. Uber L hat man die Faktorisierung

und g besteht aus gewissen dieser Faktoren. Sei d = grad g. Der Koeffi-
zient von X1 in g hat die Gestalt —da-+j mit einem gewissen Element
j aus dem Primkérper F,, C K. Aus —da + j € K und ptd folgt dann
a € K, so dass f eine Nullstelle in K haben wiirde, was wir aber aus-
geschlossen hatten. Folglich ist f irreduzibel, wenn f keine Nullstelle
in K hat. Wahlt man dann o € Gal(L/K) mit o(a) = a+1, vgl. 3.4/8,
so hat ¢ eine Ordnung > p, und wegen ord Gal(L/K) = grad f = p ist
L/K eine zyklische Erweiterung vom Grad p. O

Aufgaben

1. In der Situation von Theorem 1 betrachte man zu b € L* Elemente
a € L* mit b = a-o(a)~t. Welche Eindeutigkeitsaussage ldsst sich
formulieren? Man untersuche dieselbe Frage auch fiir die Situation von
Theorem 4.
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2. Man iberlege, was die Aussage von Hilberts Satz 90 fiir die Erweiterung

C/R bedeutet.

3. Es sei L ein Zerfillungskorper eines Polynoms des Typs X™ — a iiber
einem Korper K mit char K tn. Ist die Erweiterung L/K stets zyklisch?
Man diskutiere insbesondere den Fall K = Q.

4. Fiir eine endliche Galois-Erweiterung L/K mit zugehoriger Galois-
Gruppe G = Gal(L/K) zeige man H'(G,GL(n, L)) = {1}. (Hinweis:
Man behandle nur den Fall, wo K unendlich viele Elemente besitzt, und
gehe wie im Beweis zu Theorem 2 vor, unter Benutzung von Aufgabe 3
aus Abschnitt 4.6. Bei der Definition von H'(G, GL(n, L)) beachte man,
dass dieses Objekt zunéchst als “Kohomologiemenge” aufgefasst werden
muss, da die Gruppe GL(n, L) fiir n > 1 nicht abelsch ist. Es ist also
zunéchst nicht klar, dass die zu betrachtende Gruppe der 1-Korédnder
einen Normalteiler in der Gruppe der 1-Kozyklen bildet, die Menge der
Restklassen also wiederum eine Gruppe ist.)

5. Fiir eine endliche Galois-Erweiterung L/K mit zugehoriger Galois-
Gruppe G = Gal(L/K) zeige man H'(G,L) = 0, wobei man L als
additive Gruppe mit der kanonischen Aktion von G auffasse. ( Hinweis:
Man verwende eine additive Version des Beweises zu Theorem 2.)

6. Man zeige unter Verwendung von Hilberts Satz 90, dass fiir zwei Zahlen
a,b € Q genau dann a? + b? = 1 gilt, wenn es m,n € Z gibt mit
m? —n? 2mn

0= ——— -
m2 4+ n?’ m?2 4+ n?

4.9 Multiplikative Kummer-Theorie*

Eine Galois-Erweiterung L/K heifit bekanntlich abelsch, wenn die zu-
gehorige Galois-Gruppe G = Gal(L/K) abelsch ist. Sie heifit abelsch
vom Fxponenten d fiir eine natiirliche Zahl d > 0, wenn G vom Ex-
ponenten d ist, d. h. wenn man o¢ = 1 fiir jedes 0 € G hat und
wenn d minimal mit dieser Eigenschaft ist. Als Verallgemeinerung zy-
klischer Erweiterungen wollen wir im Folgenden abelsche Erweiterun-
gen mit Exponenten studieren, die jeweils Teiler einer vorgegebenen
Zahl n € N—{0} sind. Solche Erweiterungen werden auch als Kummer-



268 4. Galois-Theorie

Erweiterungen bezeichnet, zu Ehren von E. Kummer, der sich hiermit
aus zahlentheoretischem Anlass beschiiftigte.’

Wir setzen zunéchst char K { n voraus und weiter, dass K die
Gruppe U, aller n-ten Einheitswurzeln enthélt. Fiir ¢ € K bezeich-
ne K(c'/") eine Erweiterung, welche durch Adjunktion einer n-ten
Wurzel zu ¢ aus K entsteht. Man beachte dabei, dass ¢'/" in einem
algebraischen Abschluss von K nur bis auf eine n-te Einheitswurzel
eindeutig bestimmt ist, dass aber der Kérper K (c'/™) wohldefiniert ist
als Zerfallungskorper des Polynoms X" — ¢, da K bereits alle n-ten
Einheitswurzeln enthilt. Gemif 4.8/3 ist K(c'/")/K eine zyklische
Erweiterung von einem Grad, der n teilt. Fiir eine Teilmenge C' C K
sei allgemeiner K (C'/™) diejenige Galoiserweiterung, die aus K durch
Adjunktion aller n-ten Wurzeln ¢'/" mit ¢ € C entsteht. Man kann
dann K(C'/™) als Kompositum aller Erweiterungen K (c'/™) mit ¢ € C
auffassen. Insbesondere setzen sich die nach 4.1/2 existierenden Ein-
schrinkungsabbildungen Gal(K (C'/")/K) — Gal(K(c'/")/K) zu ei-

nem Monomorphismus

Gal(K(C'")/K) — ] Gal(K(c'/")/K)

ceC

zusammen, und man erkennt K (C/™)/K als (nicht notwendig end-
liche) abelsche Erweiterung mit einem Exponenten, der n teilt. Wir
werden dies allerdings weiter unten in Satz 1 (i) nochmals in direk-
ter Weise einsehen, ohne auf die in 4.8/3 gegebene Charakterisierung
zyklischer Erweiterungen Bezug zu nehmen.

Im Folgenden bezeichne G¢ die Galois-Gruppe der Erweiterung
K(CY™) /K. Fiir 0 € G¢ und eine n-te Wurzel ¢'/™ eines Elementes
c € C ist dann o(c!/™) ebenfalls eine n-te Wurzel zu c. Es existiert daher
eine n-te Einheitswurzel w, € U, mit o(c"/") = w,c'/™. Wie man leicht
nachpriift, ist w, = o(c'/") - ¢~'/™ unabhingig von der speziellen Wahl

der n-ten Wurzel ¢/ zu ¢. Wir erhalten deshalb eine wohldefinierte
Paarung
1/n
(-,): Go x C — Uy, (U,c)r—>g(cl/ )
C n

5 Genauer wird eine abelsche Erweiterung L/K mit einem Exponent d > 0 als
Kummer-Erweiterung bezeichnet, wenn char K1d gilt und K die Gruppe Uy aller
d-ten Einheitswurzeln enthélt.
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Im Folgenden wollen wir C' als Untergruppe von K™ voraussetzen.
Dann ist (-,-) insbesondere bimultiplikativ, denn es gilt

o or1(ct/™) ogor(c’™) T(ct/™)
<0— oT, c> = Cl/n = T(Cl/n) . Cl/n = <0', C> . <T, C>,
. O.<Cl/ncll/n) O'(Cl/n) O.(C/l/n) .
<O',C'C> = cl/nel/n - cl/n ' cl/n - <U’ C> ' <O',C>,

fir o,7 € G¢ und ¢, € C. Weiter hat man (o,c") = 1 fiir 0 € G¢
und ¢ € K*. Setzen wir daher voraus, dass C' C K* eine Untergruppe
ist, welche die Gruppe K™*" aller n-ten Potenzen von Elementen aus
K™ enthilt, so faktorisiert {-,-) zu einer bimultiplikativen Abbildung

O'(Cl/n)
cl/n

Go x C/K*™ — U, (0,¢) —>

Y

die wir ebenfalls mit (-,-) bezeichnen.

Satz 1. Wie oben betrachte man einen Koérper K und eine natiirliche
Zahl n > 0 mit char K{n und U, C K*. Weiter sei C C K* eine
Untergruppe mit K*" C C. Dann gilt:

(i) Esist K(CY™)/K eine abelsche Galois-Erweiterung mit einem
Ezxponenten, der n teilt. Sei G¢ die zugehdrige Galois-Gruppe.

(ii) Die bimultiplikative Abbildung

O_(cl/n)
cl/n

(,): Ge x C/K*™ — U,, (0,¢) —
i1st nicht ausgeartet, induziert also Monomorphismen
o1 Go — Hom(C/K*™",U,), o+ {0,"),
©y:  C/K* — Hom(Ge,U,), c— (-,0),
in die Gruppe aller Homomorphismen C/K*"® — U, bzw. G — U,,.
Genauer, py ist ein Isomorphismus, und es induziert py einen Isomor-

phismus C/K*" % Homge(Geo,Uy,) auf die Gruppe aller stetigen
Homomorphismen Go — U,.5

6 Dabei werde G¢ als topologische Gruppe wie in Abschnitt 4.2 betrachtet; U,
versehe man mit der diskreten Topologie. Ein Homomorphismus f: Go — U, ist
also genau dann stetig, wenn H = ker f eine offene Untergruppe in G¢ ist, d. h.
gemiB 4.2/3 und 4.2/5, wenn es eine endliche Galois-Erweiterung K'/K in K (C'/™)
gibt mit H = Gal(K(C'/™)/K’) oder, alternativ, mit H > Gal(K(C'/™)/K").
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(iii) Es ist K(CY™)/K ist genau dann endlich, wenn (C : K*™)
endlich ist. Im letzteren Fall ist neben w1 auch die Abbildung @ aus (ii)
ein Isomorphismus, und es gilt [K(CV") : K] = (C : K*").

Beweis. Behauptung (i) ist eine Konsequenz der Injektivitat von ¢
in (ii). Zum Nachweis dieser Injektivitdt betrachte man ein ¢ € G¢
mit o(c'/") = /" fiir alle ¢ € C. Offenbar folgt dann o(a) = a fiir
alle Elemente a € K(C'") und somit ¢ = id, d. h. ¢, ist injektiv.
Sei andererseits ¢ € C' mit o(c'/") = /" fiir alle 0 € G¢. Dies ergibt
c!/» ¢ K und daher ¢ € K*", so dass auch ¢, injektiv ist.

Als Néchstes zeigen wir Behauptung (iii) und benutzen dabei, dass
die Homomorphismen ¢, po aus (ii) bereits als injektiv erkannt sind.
Aus der Endlichkeit von [K(CY/") : K] bzw. G¢ folgt diejenige von
Hom(G¢, U,) und damit unter Benutzung der Injektivitit von ¢y auch
die Endlichkeit von C/K*". Umgekehrt impliziert die Endlichkeit von
C/K*" diejenige von Hom(C/K*",U,,) und damit von G¢, da ¢; in-
jektiv ist, also von [K(CY™): K]. Im Falle der Endlichkeit bestehen,
wie wir sogleich in Lemma 2 zeigen werden, (nicht-kanonische) Isomor-
phismen

C/K*" =% Hom(C/K*",U,),  G¢ =% Hom(Ge,U,).

Deshalb zeigt die Abschéitzung

[K(C'™): K] = ord Ge < ord Hom(C/K™",U,)) = ord C/K™"

< ordHom(G¢, U,) = ord G = [K(CY™) : K]

die gewiinschte Gleichung [K(CY™) : K] = (C : K*"). Insbeson-
dere ergeben sich 7, s als I[somorphismen, so dass Satz 1 im Falle
[K(CY™) : K] < 0o bzw. (C': K*") < oo vollstindig bewiesen ist.

Im nicht-endlichen Fall betrachten wir das System (C;);er aller
Untergruppen von C' mit C; D> K** und (C; : K*") < co. Dann gilt
C = U,; Ci sowie K(CY") = ¢, K(C!™), wenn man sich alle diese
Korper als Teilkorper eines algebraischen Abschlusses von K vorstellt.
Fiir jedes 7 € I haben wir ein kommutatives Diagramm

Ge —2— Hom(C/K*" U,)

! l

Ge, ERASIN Hom(C;/K*™ U,),
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wobei die vertikale Abbildung links die Einschréankung von Galois-
Automorphismen auf K(CV")/K zu solchen auf K(C}/™)/K darstellt
(vgl. 4.1/2) und die vertikale Abbildung rechts durch Einschrankung
von Homomorphismen C/K*" —s U, auf C;/K™*" entsteht. Wie wir
gesehen haben, sind die Abbildungen ¢;; alle bijektiv. Starten wir
daher mit einem Homomorphismus f: C/K** — U, so existieren
eindeutig bestimmte Elemente o; € G, mit ¢y ,(0;) = f|CZ~/K*"’ und
man iiberpriift leicht, dass sich die o; zu einem Galois-Automorphismus
o0 € Ge mit ¢i(0) = f zusammensetzen. Folglich ist ¢; surjektiv und
damit bijektiv.

Um die entsprechende Aussage fiir ¢y zu erhalten, betrachte man
fiir ¢+ € I das kommutative Diagramm

Ci/K* 2% Hom(Ge,,U,)

C/K* —£25 Hom(Ge,U,),

wobei die vertikale Abbildung links die kanonische Inklusion ist und
diejenige rechts durch die bereits oben betrachtete Restriktionsabbil-
dung Go — G, induziert wird. Da jeder stetige Homomorphismus
f: G¢ — U, von einem Homomorphismus des Typs f;: Go, — U,
induziert wird und da ¢ ; bijektiv ist, ergibt sich auch die Behauptung
fiir 9 in (ii). O

Es bleibt noch die Existenz der benutzten Dualitéits-Isomorphis-
men nachzuweisen, wobei U,, geméfi 4.5/1 zyklisch von der Ordnung
n, also isomorph zu Z/nZ ist.

Lemma 2. Es set H eine endliche abelsche Gruppe mit einem Ezpo-
nenten, der eine gegebene Zahl n € N — {0} teilt. Dann existiert ein
(nicht-kanonischer) Isomorphismus H == Hom(H,Z/nZ).

Beweis. Da Hom(+,Z/nZ) mit endlichen direkten Summen vertriglich
ist, konnen wir den Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Grup-
pen 2.9/9 anwenden und dementsprechend H als zyklisch von einer
Ordnung d mit d|n annehmen. Es ist dann also ein Isomorphismus

Z)dZ < Hom(Z/dZ, Z./nZ)

zu konstruieren.
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Wir reduzieren zunichst auf den Fall d = n. In der Losung
zu Aufgabe 2 aus Abschnitt 1.3 hatten wir gesehen, dass es zu je-
dem Teiler d von n genau eine Untergruppe Hy; C Z/nZ der Ord-
nung d gibt und dass diese wiederum zyklisch ist. Fiir d' | d gilt
dann natiirlich Hy C Hg, und es folgt, dass jeder Homomorphis-
mus Z/dZ — 7Z/nZ durch H, faktorisiert. Deshalb ist die kanoni-
sche Abbildung Hom(Z/dZ,H;) — Hom(Z/dZ,Z/nZ) ein Isomor-
phismus. Wegen H,; ~ 7Z/dZ geniigt es folglich, einen Isomorphismus
Z]dZ — Hom(Z/dZ,Z/dZ) anzugeben. Nun ist aber

7 —s Hom(Z/dZ,Z,/dZ), — 1+—>id,

offenbar ein Epimorphismus mit Kern dZ und induziert somit einen
Isomorphismus der gewiinschten Art. O

Theorem 3. Es ser K ein Korper und n > 0 eine natirliche Zahl mit
char K{n und U, C K*. Dann sind die Abbildungen

Untergruppen C C K* @ abelsche Erweiterungen L/K
mit K** c C v mit Exponenten, die n teilen

C — K(CY™),
I"NK* «— 1 L

Y

inklusionserhaltend, bijektiv und zueinander invers.” In dieser Situa-
tion wird die Galois-Gruppe G¢ einer Erweiterung K(CY")/K cha-
rakterisiert durch den Isomorphismus

p1: Go — Hom(C’/K*", Un), o— (o,-),

aus Satz 1 (ii). Falls C/K™*" endlich ist, so sind Hom(C/K*",U,) und
damit Ge (nicht-kanonisch) isomorph zu C/K*".

Beweis. Aufgrund von Satz 1 und Lemma 2 bleibt lediglich zu zeigen,
dass die Abbildungen @, ¥ bijektiv und zueinander invers sind. Wir

" Damit wir von der Menge aller abelschen Erweiterungen von K sprechen
konnen, fassen wir solche Erweiterungen stets als Teilkorper eines fest gewéhlten
algebraischen Abschlusses K von K auf.
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beginnen mit der Beziehung ¥ o @ = id und betrachten eine Unter-
gruppe C C K* mit C D K*", wobei wir zunichst (C' : K*") < oo
annehmen. Sei ¢’ = (K (CY/™))" N K*. Dann gilt C' C C’ und weiter
K(CY™) = K(C™/™). Mit Satz 1 (iii) folgt hieraus C' = C".

Ist nun der Index (C': K*") nicht notwendig endlich, so kénnen wir
die gerade durchgefiithrte Argumentation auf alle Untergruppen C; C C
anwenden, die {iber K*" von endlichem Index sind. Da C' Vereinigung
dieser Untergruppen ist und auBerdem K (CY") = |J, K (Cz-l/ ") gilt, er-
gibt sich auch in diesem Fall C' = (K (CY/"))"NK™* und somit ¥od = id.

Um zu sehen, dass auch ®o¥ = id gilt, betrachten wir eine abelsche
Erweiterung L/K mit einem Exponenten, der n teilt. Mit C = L"NK*
haben wir dann K (C'/") C L, und es ist zu zeigen, dass beide Korper
iibereinstimmen. Indem wir L als Vereinigung endlicher Galois- und
dann notwendig abelscher Erweiterungen darstellen, diirfen wir ohne
Einschrinkung L/K als endlich voraussetzen. Wir betrachten nun den
nach 4.1/2 existierenden Epimorphismus

q: Gal(L/K) — Go, 0 O (c/my-
Es geniigt zu zeigen, dass der assoziierte Homomorphismus
" Hom(GC,Un) — Hom(Gal(L/K), Un)7 fr— fogq,

ein Isomorphismus ist. Denn dann haben die Galois-Gruppen zu den
Erweiterungen K (C'/")/K und L/K aufgrund von Lemma 2 gleiche
Ordnungen, und wir kénnen daraus [L: K] = [K(CY™): K] sowie
L = K(C'") schlieBen.

Zunichst ist ¢* aufgrund der Surjektivitidt von ¢ injektiv. Um zu
sehen, dass ¢ surjektiv ist, betrachte man einen Homomorphismus
g: Gal(L/K) — U,. Es gilt dann fiir 0,0’ € Gal(L/K)

glood’) =glo)-glo') = aog(d’) - g(0).

In der Sprache von Abschnitt 4.8 ist g ein 1-Kozyklus und somit geméf
4.8/2 auch ein 1-Korand, d. h. es existiert ein Element a € L* mit
g(0) = a-o(a)™! fiir alle 0 € Gal(L/K). Dabei gilt notwendigerweise
a® € C = L"NK* also a € K(CY"), denn aus g(0)" = 1 ergibt sich
o(a™) = o(a)” = a". Fithren wir nun den Homomorphismus

[:Go — Uy, or—a-o(a)”
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ein, so gilt offenbar g = foq = ¢*(f), und es folgt, wie behauptet, die
Surjektivitiat von ¢*. O

Ist L/K in der Situation von Theorem 3 eine abelsche Erweiterung
mit einem Exponenten, der n teilt, so kann man leicht eine K-Basis
von L/K wie folgt angeben. Man setze C' = L™ N K™ und betrachte
ein System (¢;);e; von Elementen aus C', welches ein Représentanten-
system von C/K*" bildet. Dann ist (c, /™)1 bei beliebiger Wahl der
n-ten Wurzeln eine K-Basis von L/K. In der Tat, dieses System ist of-
fenbar ein K-Erzeugendensystem von L/K. Zudem besteht es im Falle
[L: K] < oo aus genau (C' : K*) = [L : K] Elementen, ist also
auch linear unabhéngig. Indem wir L durch endliche abelsche Erweite-
rungen von K ausschopfen, sehen wir, dass (cll / ")ier linear unabhingig
und damit eine K-Basis von L ist.

Aufgaben

K sei ein Korper, K ein algebraischer Abschluss von K und n > 0
eine natiirliche Zahl mit char K {n, derart dass K eine primitive n-te
Einheitswurzel enthalt.

1. Man folgere die in 4.8/3 gegebene Charakterisierung zyklischer Erwei-
terungen von K aus der Kummer-Theorie.

2. Man betrachte in K alle abelschen Erweiterungen L/ K mit einem Expo-
nenten, der n teilt, und zeige, dass es hierunter eine grifite Erweiterung
L, /K gibt. Wie lisst sich die Galois-Gruppe Gal(L,/K) charakterisie-
ren?

3. In der Situation von Aufgabe 2 setze man K = Q und n = 2. Man
zeige Lo = Q(i,v/2,v/3,+/5,...) und bestimme die Galois-Gruppe der
Erweiterung Lo /Q.

4. Fiir ¢, € K* betrachte man die Zerfillungskorper L, L/ C K der
Polynome X" — ¢ und X" — ¢ iiber K. Man zeige, es gilt genau dann
L = L', wenn es eine zu n teilerfremde Zahl r» € N gibt mit ¢”-¢’ € K*".

5. Man zeige, dass es fiir jede endliche Galois-Erweiterung L/K einen ka-
nonischen Isomorphismus von Gruppen

(L" N K*)/K*" =% Hom(Gal(L/K),U,)
gibt.
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4.10 Allgemeine Kummertheorie
und Witt-Vektoren™

Im vorigen Abschnitt haben wir fiir einen Koérper K die Kummer-
Theorie zu einem Exponenten n mit char K'{n entwickelt. In &hnlicher
Weise kann man fiir p = char K > 0 die Kummer-Theorie zum Expo-
nenten p, auch als Artin-Schreier-Theorie bezeichnet, sowie allgemei-
ner die Kummer-Theorie zu einem Exponenten p” mit » > 1 behandeln,
die auf E. Witt zuriickgeht. Allen diesen Theorien liegt ein allgemei-
nes Geriist zugrunde, sozusagen eine allgemeine Kummer-Theorie, die
wir zunéchst in ihren Grundziigen erlautern wollen. Es sei K ein se-
parabel algebraischer Abschluss von K, den wir uns etwa in einem
algebraischen Abschluss von K als Teilkorper aller iiber K separablen
Elemente vorstellen kénnen; die Charakteristik von K unterliege dabei
im Moment noch keinerlei Einschrankung. Es ist K,/K eine Galois-
Erweiterung; die zugehorige Galois-Gruppe G = Gal(K,/K) wird auch
als die absolute Galois-Gruppe von K bezeichnet. Wir fassen sie als to-
pologische Gruppe im Sinne von Abschnitt 4.2 auf.

Kummer-Theorie. — Fiir eine Kummer-Theorie iiber K benétigt
man zunéchst einmal einen stetigen G-Modul A. Hierunter versteht
man eine abelsche Gruppe A mit einer stetigen G-Aktion

GxA— A, (0,a) —> o(a),

welche die Gruppenstruktur von A respektiert; auf A betrachte man
dabei die diskrete Topologie. Beziiglich der Definition von Gruppen-
aktionen sei auf 5.1/1 und 5.1/2 verwiesen. Insbesondere kann man
sich eine Aktion der betrachteten Art als einen Homomorphismus
G — Aut A vorstellen; o(a) ist dann zu interpretieren als das Bild
von a unter dem mittels G — Aut A durch ¢ induzierten Automor-
phismus A — A. Im Ubrigen bedeutet die Stetigkeitsbedingung, dass
fiir jedes Element a € A die Untergruppe

G(A/a)={o € G; o(a) =a}

offen in G ist. GemaB 4.2/5 ist dies dquivalent dazu, dass G(A/a)
abgeschlossen in G und der Fixkorper KA endlich iiber K ist.
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Aufgrund des Hauptsatzes der Galois-Theorie 4.2/3 korrespondie-
ren die Zwischenkorper von K /K in bijektiver Weise zu den abge-
schlossenen Untergruppen von G, und zwar mittels der Abbildung
L — Gal(K,/L). Wir kénnen daher einem Zwischenkérper L von
K,/K bzw. einer abgeschlossenen Untergruppe Gal(K;/L) C G die
Fixgruppe

Ap={a€ A; o(a) =afir alle 0 € Gal(K,/L)}

zuordnen. Ist L galoissch iber K oder, dquivalent dazu, Gal(K/L)
ein Normalteiler in G, so sieht man leicht, dass sich die G-Aktion
auf A zu einer G-Aktion auf A; beschriankt. Wir erhalten damit ei-
ne Aktion von G/ Gal(K,/L) auf Ap, wobei wir diesen Quotienten
geméB 4.1/7 mit Gal(L/K) identifizieren diirfen. Fiir eine Galois-
Erweiterung L/K erhdlt man daher eine Aktion der zugehorigen
Galois-Gruppe Gal(L/K) auf Ar, so dass insbesondere die Kohomo-
logiegruppe H'(Gal(L/K), Ar) wie in Abschnitt 4.8 erklirt werden
kann. Als essentielle Grundlage jeglicher Kummer-Theorie zu einem
gegebenen Exponent n verlangt man die Giiltigkeit der kohomologi-
schen Version von Hilberts Satz 90, etwa in folgender Form:

(Hilbert 90) Es sei L/K eine zyklische Galoiserweiterung von
einem Grad, der n teilt. Dann gilt H'(Gal(L/K), Ar) = 0.

Natiirlich ist diese Aussage nicht automatisch erfiillt, sie dient so-
zusagen als Axiom, auf dem die Kummer-Theorie basiert.

Umgekehrt zum obigen Vorgehen kénnen wir von einer Teilmenge
A C A ausgehen und die Gruppe

G(A/A) ={oc€G;o(a)=afiraleac A}

betrachten. Diese ist wegen G(A/A) = (),ca G(A/a) abgeschlossen in
G, da alle Gruppen G(A/a) aufgrund der Stetigkeit von A als G-Modul
offen, also auch abgeschlossen in G sind. Folglich ist G(A/A) zu in-

terpretieren als absolute Galois-Gruppe eines wohlbestimmten Zwi-
schenkorpers K (A) zu K,/K, ndmlich von

K(A) = KEWA) — {a € K,; o(a) = a fiir alle 0 € G(A/A)}.

Die Kummer-Theorie zu einem gegebenen Exponenten n beruht
weiter auf der speziellen Wahl eines surjektiven G-Homomorphismus
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p: A —> A, dessen Kern, im Folgenden mit i, bezeichnet, eine zykli-
sche Untergruppe der Ordnung n mit u,, C Ak ist. Dabei verlangt man
von einem G-Homomorphismus, dass er vertriglich mit der G-Aktion
ist, also o(p(a)) = p(o(a)) fir o € G und a € A erfiillt.

In Abschnitt 4.9 hatten wir die multiplikative Gruppe A = K
mit der natiirlichen Aktion der Galois-Gruppe G und mit p: A — A,
a — a", als G-Homomorphismus betrachtet, wobei wir char K { n
angenommen hatten. Diese Voraussetzung bewirkt, dass u, = kerp
als Gruppe U,, der n-ten Einheitswurzeln zyklisch von der Ordnung n
ist. Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen gilt A;, = L* fiir Zwi-
schenkérper L zu K,/K sowie K(p~'(C)) = K(CY") fir C ¢ K*,
wobei wir in Abschnitt 4.9 U, C K™*, also u, C Ag vorausgesetzt
hatten. In 4.9/3 ergab sich dann eine Charakterisierung abelscher Er-
weiterungen im Stile des Hauptsatzes der Galois-Theorie, und zwar
mittels der Untergruppen C' C Ak, die p(Ak) enthalten. Der Beweis
erforderte Hilberts Satz 90 in der Version 4.8/2.

Wir wollen nun zeigen, dass sich die Resultate 4.9/1 und 4.9/3 oh-
ne Schwierigkeiten auf die Situation der allgemeinen Kummer-Theorie
iibertragen lassen. Man betrachte hierzu eine Teilmenge C' C A, so-
wie die Untergruppe G(A4/p'(C)) C G und den zugehérigen Zwi-
schenkérper K (p~*(C)) von K /K. Die Gruppenverkniipfung auf A
werde additiv geschrieben. Da fiir ¢ € G und a € p~(C) die Glei-
chungen

poao(a) =00 p(a) = pa) bzw. o(a) —a € ker p = p,

bestehen, schriankt sich jeder Automorphismus o € G zu einer Bijek-
tion p~1(C) — © }(C) ein, und man erkennt, dass G(A/p (C)) als
Kern dieser Einschriankungsabbildung ein Normalteiler in G ist. Gemaf
4.2/3 bzw. 4.1/7 ist dann K (p~'(C))/K eine Galois-Erweiterung, so-
gar eine abelsche Erweiterung, wie wir weiter unten sehen werden. Sei
G die zugehorige Galois-Gruppe, wobei sich diese nach 4.1/7 mit dem
Quotienten G/G(A/p~1(C)) identifizieren lisst.

Fiir ¢ € C und a € g !(c) hingt die Differenz o(a) — a € p, im
Allgemeinen von ¢ ab, nicht aber von der Wahl eines speziellen Urbilds
a € p!(c), denn fiir ein weiteres Element a’ € p~!(c), etwa a’ = a + i
mit ¢ € ker p = p,,, gilt

o(d)—d = (o(a) +0(i)) — (a+1i) = o(a) — a.
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Daher ist die Abbildung
(,): Go X C — piy, (0,¢) —> o(a) —a mit a € p~*(c),

wohldefiniert, und wir erhalten dhnlich wie in Abschnitt 4.9 eine in
beiden Variablen homomorphe Paarung

() Gox O/p(Ag) — pn,  (0,6) > 0(a) —a mit a € p~'(c),
wenn wir uns auf Untergruppen C' C Ax mit p(Ax) C C beschrénken.

Theorem 1. Es sei G die absolute Galois-Gruppe eines Korpers
K. Weiter betrachte man einen stetigen G-Modul A mit einem sur-
jektiven G-Homomorphismus p: A — A, dessen Kern pu, eine
endliche zyklische Untergruppe der Ordnung n von Ag sei. Fir zy-
klische Galois-Erweiterungen L/K, deren Grad n teilt, habe man
HY(Gal(L/K),Ar) = 0. Dann gilt:

(i) Die Abbildungen

Untergruppen C' C Ay ? abelsche Erweiterungen L/K
mit p(Ax) C C mit Exponenten, die n teilen

C —— K(p'(0)),

Y

sind inklusionserhaltend, bijektiv und zueinander invers, wobei wir abel-
sche Erweiterungen von K stets als Teilkorper von K, auffassen.

(ii) Fir Untergruppen C C Axg mit p(Ax) C C ist die bihomomor-
phe Abbildung

(-, Go x Olp(Ak) — pn, (0,€) — o(a) —a mit a € g '(c),
nicht ausgeartet, induziert also Monomorphismen

Y1: Go — Hom(C/ga(AK), ,un), o— (o,-),
po: CJp(Ag) — Hom(GC,,un), c+—> (-, 7).
Genauer, py ist ein Isomorphismus, und es induziert py einen Isomor-

phismus C/p(Ax) =2 Homge (Ge, in) auf die Gruppe aller stetigen
Homomorphismen Go — i
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(iii) Es ist die Erweiterung K(p '(C))/K genau dann endlich,
wenn der Index (C : p(Ak)) endlich ist. In letzterem Falle ist ne-
ben 1 auch die Abbildung @2 aus (ii) ein Isomorphismus, und es gilt

[K(p7(C)) : K] = (C: p(Ak))-

Beweis. Ahnlich wie beim Beweis zu 4.9/1 beginnen wir mit der In-
jektivitdt von ¢p; und 9. Sei also 0 € G¢ ein Element mit (0,¢) = 0
fir alle ¢ € C. Es folgt dann o(a) = a fiir alle a € p~1(C), bzw.
wenn wir einen Représentanten ¢/ € G zu o wéhlen, o'(a) = a fiir
alle a € p~'(C). Dies bedeutet aber ¢/ € G(A/p~'(C)). Somit ist o
trivial und ¢, injektiv. Sei andererseits ¢ € C' mit (o,¢) = 0 fiir alle
o € Ge, d. h. mit o(a) —a = 0 fiir alle 0 € G¢ und fiir Urbilder
a € p~1(c). Jedes solche a ist dann invariant unter G¢ bzw. G, und es
ergibt sich a € Ag bzw. ¢ = p(a) € p(Ak). Folglich ist ¢, injektiv.
Aus der Injektivitdt von ¢; schlieft man insbesondere, dass fiir eine
Untergruppe C' C Ag mit C' D p(Ak) die Erweiterung K( YY)/ K
abelsch von einem Exponenten ist, der n teilt. Die Abbildung @ in (i)
ist daher wohldefiniert.

Als néchsten Schritt hat man die Aussagen in (iii) zu beweisen. Da
die Exponenten von G¢ und C'/p(Af) aufgrund der Injektivitiat von ¢;
und g jeweils n teilen, kann man dabei wortwortlich wie im Beweis
zu 4.9/1 (iii) vorgehen. Um weiter aus (iii) die in (ii) behaupteten
[somorphieeigenschaften fiir ¢; und ¢y zu gewinnen, betrachtet man
das System (C;);er aller Untergruppen in C, die von endlichem Index
tiber p(Agk) sind. Es gilt

C=3C.  GA/pH(C) =G4/ (C)

i€l el

und folglich

G(K./K(o7(@)) = NG (KK (07'(C)),

el

so dass wir K(p~'(C)) als Kompositum der Kérper K(p~!(C})) er-
kennen. Da das System (C;);c;r gerichtet ist, es also zu i,j € [
stets einen Index k € I mit C;,C; C Cj} gibt, haben wir sogar
K(p™(C)) = Ue; K(p~(C;)). Unter Verwendung dieser Eigenschaft
iibertragt sich nun die weitere Argumentation aus dem Beweis zu
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4.9/1 (ii) ohne Probleme, und es folgen die in (ii) behaupteten Iso-
morphieeigenschaften von ¢, und ¢,.

Auch beim Beweis von Aussage (i) orientieren wir uns an dem ent-
sprechenden Vorbild in Abschnitt 4.9, d. h. am Beweis zu 4.9/3. Wir
beginnen mit der Gleichung ¥ o® = id und betrachten eine Untergrup-
pe C C Ag mit C D p(Agk). Man setze L = K(p~!(C)). Zu zeigen
ist, dass C" = p(Ar) N Agx mit C iibereinstimmt. Nach Definition ist
Ap, C A die Fixgruppe zu G(A/p~*(C)), so dass p~'(C) C Az bzw.
C C p(AL) N A = (' folgt. AuBerdem gilt G(A/AL) = G(A/p~H(C))

und somit
L=K(p\(C)) C K(p™(C") € K(Ay) = L.

insbesondere also L = K(p~'(C)) = K(p~'(C")). Ist nun C' von end-
lichem Index iiber p(Ak), so erhdlt man unmittelbar C' = C” aus
(iii). Ansonsten betrachten wir wieder das gerichtete System (C})ier
aller Untergruppen in C, die von endlichem Index iiber p(Ag) sind.
Dann ist, wie wir gesehen haben, auch das System aller Korper
L; = K(p~(C;)) gerichtet, und es gilt L = (J,.; L;- Im Ubrigen be-
haupten wir:

(%) Ap=|JAL.

icl

Natiirlich gilt Ay D (J;c; Az,- Umgekehrt betrachte man ein Element
a € Ap sowie die zugehorige Untergruppe G(A/a) C G, welche a
festlasst. Diese ist offen in G, da die Aktion von G auf A stetig ist.
GeméfB 4.2/5 korrespondiert G(A/a) zu einem Zwischenkorper E von
K,/K, der endlich iiber K ist. Es gilt sogar F C L, denn man hat
G(A/a) D G(A/AL), wobei die Gruppe G(A/AL) mit G(A/p 1 (C))
ibereinstimmt. Da das System (L;);c; gerichtet ist, existiert somit ein
Index j € I mit £ C L;. Insbesondere folgt

UIEAECALJ- CUAL1

el

und damit die behauptete Gleichung (x).

Im Ubrigen gilt aber p(Ar,) N Ax = C; fiir alle i, da die Indizes
(C; : p(Ag)) endlich sind. Mit (x) folgt daraus p(A;) N Ax = C, also
Vod =id.
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Um zu sehen, dass auch @ o ¥ = id gilt, betrachten wir eine
abelsche Erweiterung L/K mit einem Exponenten, der n teilt. Fiir
C = p(AL) N Ak gilt dann p1(C) C Ar. Es wird also p~1(C)
durch Gal(K,/L) festgelassen, und man hat folglich K(p~'(C)) C L.
Zu zeigen ist, dass hier sogar Gleichheit besteht. Um dies zu errei-
chen, schreiben wir L als Kompositum endlicher und dann notwendig
abelscher Galoiserweiterungen L'/ K. Jede dieser Erweiterungen L'/ K
lésst sich wiederum als Kompositum endlich vieler zyklischer Erwei-
terungen schreiben. Hierzu hat man lediglich in der Galois-Gruppe
H = Gal(L'/K) Untergruppen H; zu finden, derart dass H/H; jeweils
zyklisch ist und ) ; H; = {1} gilt; dies ist aber unter Benutzung des
Hauptsatzes iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen 2.9/9 ohne Pro-
bleme moglich. Somit ist L. Kompositum einer Familie (L;);c; endlicher
zyklischer Erweiterungen, und es geniigt offenbar, L; C K(p '(C}))
mit C; = p(Ar,) N Ak zu zeigen. Mit anderen Worten, wir diirfen L/K
als endliche zyklische Erweiterung mit einem Exponenten annehmen,
der n teilt.

Sei also L/K eine solche Erweiterung. Wir betrachten dann fiir
C = p(Ar) N Ak den Epimorphismus

q: Gal(L/K) — G, 0 Tl (p-1(0))s
sowie den zugehorigen Homomorphismus
g Hom(Gc,un) — Hom(GaI(L/K),,un), fr— fogq.

Es geniigt zu zeigen, dass ¢* ein Isomorphismus ist, denn dann ergibt
sich mit 4.9/2 die Beziehung ord Gal(L/K) = ord G¢ und aus Grad-
griinden also L = K (p~(C)).

Zunichst ist ¢* injektiv, da ¢ surjektiv ist. Um zu sehen, dass ¢*
auch surjektiv ist, betrachte man ein Element des Bildbereichs, also
einen Homomorphismus ¢g: Gal(L/K) — pu,. Es ist g wegen

g(odod’)=g(o)+g(c') = o og(d') + g(o), 0,0 € Gal(L/K),

ein 1-Kozyklus beziiglich der Aktion von Gal(L/K') auf Ay, also nach
unserer Voraussetzung iiber H'(Gal(L/K), Ar) auch ein 1-Korand.
Daher existiert ein Element a € A;, mit g(o) = a — o(a) fir al-
le 0 € Gal(L/K). Benutzen wir nun die Gleichung kerp = pu,, so
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folgt 0 o p(a) = poo(a) = p(a) fiir 0 € Gal(L/K) und damit
p(a) € p(Ar) N Ax = C. Offenbar gilt dann g = foq = ¢*(f)
mit

f:Ge — i, or—a—o(a),

und man sieht, dass ¢™ surjektiv ist. [

Als konkrete Situation, in der das Theorem anwendbar ist, haben
wir in Abschnitt 4.9 die Kummer-Theorie zu einem Exponenten n mit
char K 1 n studiert. Wir setzen von nun an p = char X' > 0 voraus
und wollen im Weiteren auf die Kummer-Theorie zu Exponenten der
Form n = p" eingehen. Der Fall n = p (Artin-Schreier-Theorie) ist
recht simpel. Wir betrachten die additive Gruppe A = K mit der
kanonischen Aktion von G als G-Modul sowie mit

p: A— A, a+— a’ —a,

als G-Homomorphismus. Es ist dann p, = ker o der Primkérper in
Ag = K, also eine zyklische Untergruppe der Ordnung p in Ax wie
gefordert. Um die Anwendbarkeit von Theorem 1 zu garantieren, ist
lediglich Hilberts Satz 90 bereitzustellen. Wir werden dies weiter unten
mit Satz 11 in allgemeinerem Rahmen tun.

Witt-Vektoren. — Die Kummer-Theorie fiir beliebige Exponen-
ten n = p", r > 1, ist aufwendiger und benétigt den von E. Witt
eingefithrten Kalkiil der Witt-Vektoren, den wir im Folgenden behan-
deln wollen. Die Witt-Vektoren zu einer Primzahl p und mit Koeffi-
zienten aus einem Ring R bilden einen Ring W (R), den so genannten
Witt-Ring zu R, der im Folgenden zu definieren ist. Dabei setzt man
W(R) = RN, um W(R) als Menge zu charakterisieren. Summe und
Produkt von Elementen z,y € W(R) werden durch Ausdriicke der
Form

T4y = (Sn(x,y))neN, T-y= (Pn(%y))neN

erklart, wobei S, (z,y), P,(z,y) fur n € N Polynome in xy,...,z, und
Y0, - - - » Yy, mit Koeffizienten aus Z sind®, also Polynome in den ersten

8 Die Multiplikation von Elementen aus Z mit Elementen aus R sei wie iiblich
erklédrt, etwa unter Zuhilfenahme des kanonischen Homomorphismus Z — R.
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n + 1 Komponenten von =z bzw. y. Wenn p = p -1 in R invertier-
bar ist, werden wir sehen, dass W(R) als Ring isomorph zu RY mit
komponentenweiser Addition und Multiplikation ist.

Um nun die Polynome S,,, P, € Z[ X, ..., X,,Yo,...,Y,] fur alle
n € N zu erkldaren, betrachten wir die so genannten Witt-Polynome

W, = szlen—t = X(Z))n +prn—1 + +ann S Z[Xo,,Xn:I
=0

Fiir diese gelten die Rekursionsformeln
(%) Wy =W (X8, ..., XE_ )+ p" Xy, n >0,

und man sieht per Induktion, dass sich X, jeweils als Polynom in
Wo, ..., W, mit Koeffizienten in Z[}%] schreiben ldsst, etwa

Xo = W, Xy =p 'Wy —p WP,

Lemma 2. Der durch FEinsetzen von Wy, ..., W, erklirte Endomor-
phismus

o Z[E] [Xor -, Xa] — Z[Y][Xo, ., X, ],
f(Xo, . ,Xn) — f(W(), . ,Wn),

ist bijektiv. Insbesondere geben die Abbildungen w,, n € N, Anlass zu
einem Automorphismus

w: 2[4 [Xo, Xo, .. ] — Z[2][Xo, Xu,. ],
f(XOaXla .. ) — f(W07W17 .. )

Beweis. In der Tat, w, ist surjektiv, da sich die Xy, ..., X, als Polyno-
me in den Wy, ..., W, schreiben lassen. Dann ist w, aus allgemeinen
Griinden aber auch injektiv; man erweitere etwa die Koeffizienten von
Z[%] zu Q und wende 7.1/9 an.

Wir wollen zusétzlich noch auf direkte Weise zeigen, dass w,, injek-
tiv ist, und gehen hierbei mit Induktion nach n vor. Der Fall n = 0 ist
wegen Wy = X trivial. Sei also n > 0 und sei
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F=Y_fi-X.,  FEZ[E[Xo... Xan],
=0

ein nicht-triviales Polynom in Xy, ..., X, mit Koeffizienten in Z[Z—l)],
etwa mit f,. # 0. Dann gilt

wa(f) =Y fi(Wo, ..., Waiy) - Wy,
=0

wobei alle f;(Wy,...,W,_1) Polynome in Xy, ..., X, _; sind und wo-
bei f.(Why,...,W,_1) nach Induktionsvoraussetzung nicht verschwin-
det. Wir denken uns nun w,(f) als Polynom in X,, mit Koeffizienten
aus Z[%] [Xo,...,Xn_1] geschrieben. Da p"X,, der einzige Term von
W, ist, der die Variable X,, enthélt, beginnt w,,(f) mit dem Produkt
P fr(Wo, ..., Wi—1) - X als hochstem Term, und es folgt w,(f) # 0,

d. h. w, ist injektiv. O

Wir werden im Folgenden die Polynome W,, héufig auch als Ele-
mente des Polynomrings Z[ Xy, X, ... ] auffassen, so dass fiir Punkte
r € RY mit Komponenten aus einem beliebigen Ring R die Werte
W, () Sinn machen.

Lemma 3. Es sei p in R invertierbar. Dann ist die Abbildung

w: W(R)=R"— RY,  z+— (W,(2))

neN’

bijektiv.

Bewers. In der Situation von Lemma 2 sind die Umkehrabbildungen
w, ! und w™! ebenso wie w, und w aufgrund der universellen Eigen-
schaft von Polynomringen 2.5/5 bzw. 2.5/1 Einsetzungshomomorphis-

men. Es existieren daher Polynome W, € Z[%] [Xo, ..., Xn] mit

W,(Wo,... . W,) = X0,  Wo(Wo,...,W,) = X,

fiir n € N. Da p in R invertierbar ist, dehnt sich der kanonische Ho-
momorphismus Z — R (auf eindeutige Weise) zu einem Homomor-
phismus Z[%] — R aus, und es bleiben die vorstehenden Relatio-

nen bestehen, wenn man Z[%] durch R als Koeffizientenring ersetzt.
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Hieraus folgt dann unmittelbar, dass die geforderte Abbildung w eine
Umkehrabbildung besitzt und also bijektiv ist.
Alternativ kann man auch

RN—>Hom<Z[%][X0,X1,...],R>, z— (f — f(2)),
als Identifizierung ansehen und w: RY — RN als Abbildung

Hom(Z[;;} [Xo, X1,. ..],R) N Hom(Z[ 1[Xo, X1, .. .],R),

1
p

prrpouw,

interpretieren, welche durch den Isomorphismus w aus Lemma 2 indu-
ziert wird; Hom(C, R) bezeichnet dabei fiir Ringe C' und R die Menge
aller Ringhomomorphismen C' — R. OJ

Ist also R ein Ring, in dem p invertierbar ist, so kénnen wir, aus-
gehend von RY als Ring mit komponentenweiser Addition “+.” und

W

komponentenweiser Multiplikation “.”, Verkniipfungen “+” und *“.”

auf W (R) durch die Formeln

ct+y=w(w@) +wy), z-y=w(wx) - wly))),

erkldren. Es ist unmittelbar klar, dass W (R) mit diesen Verkniipfungen
ein Ring ist. In der Tat, die Verkniipfungen auf W (R) sind gerade so
definiert, dass die Abbildung w: W (R) — RY ein Isomorphismus von
Ringen wird.

Man kann sich nun leicht davon iiberzeugen, dass sich die n-ten
Komponenten einer Summe x4y oder eines Produkts z -y von Elemen-
ten x,y € W(R) in polynomialer Weise aus den i-ten Komponenten
von x und y mit ¢ < n berechnen lassen. w ist ndmlich durch polyno-
miale Ausdriicke mit Koeffizienten in Z gegeben, w ™! durch ebensolche
mit Koeffizienten in Z[1], so dass man insgesamt Koeffizienten in Z[%]
benotigt. Allerdings werden wir sogleich sehen, dass bereits Koeffizien-
ten aus Z geniigen, um die Verkniipfungen “+” und “” auf W(R) zu
charakterisieren. Dies wird uns in die Lage versetzen, den Witt-Ring
W (R) auch fiir solche Ringe R zu definieren, in denen p nicht inver-
tierbar ist. Wir beginnen mit einer Hilfsaussage iiber Witt-Polynome.
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Lemma 4. Es sei R ein Ring, in dem p = p -1 kein Nullteiler sei.
Fiir Elemente aq,...,an,by,...,0, € R und r € N — {0} ist dann
dquivalent:

(i) a; =0b; mod (p") fir i =0,...,n.

(i) Wi(ao,...,a;) = Wi(bg,...,b;) mod (p") fiir i =0,...,n.

Beweis. Wir gehen mit Induktion nach n vor, wobei der Fall n = 0
klar ist. Sei also n > 0. Nach Induktionsvoraussetzung sind die Bedin-
gungen (i) und (ii) dquivalent fiir n — 1 anstelle von n. Ist daher (i)
oder (ii) erfiillt, so diirfen wir in jedem Falle beide Bedingungen fiir
t=20,...,n—1 als gegeben annehmen. Potenzieren der Kongruenzen
in (i) mit p ergibt

a? = b mod (p'tt), i=0,...,n—1,

i i

da r > 1 gilt und p die Binomialkoeffizienten (f), e (pfl) teilt. Nach

Induktionsvoraussetzung folgt hieraus insbesondere
Wooi(ah,...;al ) =W, (..., 00 ) mod (p™*")
und unter Benutzung der Rekursionsformeln ()
Walao, ... a,) — Wy(b, ..., b,) =p a, — p"b, mod (p"*").
Folglich ist die Kongruenz
Wolag, ..., a,) = Wy(bg,...,b,) mod (p'™™)

dquivalent zu p"a, = p"b, mod (p"t™"), also zu a,, = b, mod (p"), da
p kein Nullteiler in R ist. 0

Lemma 5. Es sei ¢ € Z[(,&] ein Polynom in den Variablen ¢ und &.
Dann ezistieren eindeutig Polynome ¢, € Z[Xo, ..., Xn, Yo, .-, Ynl,
n € N, mit

Wolpo, ..oy pn) = @(Wn(XO, oo X)), Wi (Yo, . . ,Yn)).

fir alle n.

Beweis. Wir setzen X = (Xo, X1,...) sowie 9 = (Yo, Y, ...) und be-
trachten das kommutative Diagramm
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ZIX] —— Z[;][X]

| |-
Z[3[%,9] == Z[2][%,9)],

welches durch

w: X, — W,
W W : Xy — Wo(Xo, ..., Xy), Yo — Wo(Yo,...,Y,),
T: Xy — (X, Vo),
T = (wW®w)oTow
festgelegt ist. Man beachte dabei, dass w geméafl Lemma 2 ein Isomor-
phismus ist und damit Gleiches auch fiir w ® w gilt. Insbesondere ist 7/
wohldefiniert und eindeutig durch die Kommutativitéit des Diagramms
bestimmt, also durch die Gleichung 7" o w = (w ® w) o 7. Setzen wir

daher ¢, = 7/(X,,), so sind die ¢, eindeutig bestimmte Polynome aus
Z[%] [Xo,--., Xn, Yo, .., Y, ] mit

Wo(©0, - n) = D(Wi(Xo, ..., Xn), Wa(Yo, ..., Yy)), n € N.

Zum Beweis der Aussage des Lemmas ist daher lediglich noch zu zeigen,
dass alle Polynome ¢,, Koeffizienten in Z haben.

Um letzteres einzusehen, verwenden wir Induktion nach n. Fiir
n = 0 ergibt sich wegen Wy = X unmittelbar ¢y = @, und es besitzt ¢
somit Koeffizienten in Z. Sei nun n > 0. Nach Induktionsvoraussetzung
diirfen wir annehmen, dass ¢y, . . . , ¢,_1 Koeflizienten in Z haben. Man
betrachte dann das Element

Wi(@o, .-, 0n) = 7o w(Xn) = (W@ w)oT(X,),

welches aufgrund der Definition von w und 7 ein Polynom in X und g)
mit Koeffizienten in Z darstellt. Gleiches gilt unter Benutzung der In-
duktionsvoraussetzung fiir W,,_1(¢h, ..., ¢ ;). Die Rekursionsformel
(*) ergibt nun

Wn(SDOv s 79071) = Wn—1<90g> s 902—1) +pn90nv

und es geniigt
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Wilwo, - 0n) = Wiua(ep, -, 1) mod (p")

zu zeigen, um einzusehen, dass ¢, Koeffizienten in Z besitzt.

Fiir Polynome ¢ € Z[X,2)] gilt o = ¢(XP,YP) mod (p), wie man
leicht anhand des Reduktionshomomorphismus Z[%,9)] — F,[X,92]
und mittels 3.1/3 nachweist; XP bzw. 2? sei das System aller p-ten
Potenzen der Komponenten von X bzw. ). Insbesondere hat man

O = i(XP,9P) mod (p), i=0,...,n—1,
woraus mit Lemma 4

anl(@ga R 90sz> =Wha ((po(%p’ i'Dp>7 Tt gpnfl(%pv @p)) mod (pn)

folgt. Unter Ausnutzung der Kommutativitdt des obigen Diagramms
und der Rekursionsformel (k) ergibt sich dann folgende Kongruenz
modulo (p"):

Wn(@oa cee 79011) = Q)(Wn(%)a Wn(@))
= (W, (XP), Wmr (D7)

= n—1 (@O(%pa 9:)1))’ s 7907171(%])7 g)p))
= n—1(9087 s 73017171)

Es folgt, wie oben erldutert, dass ¢,, Koeffizienten in Z besitzt. O

Wir wenden Lemma 5 speziell auf die Polynome
P(¢.&) =¢+& baw. D(CE) =(-¢
an und erhalten anstelle der ¢,, zugehorige Polynome
Sn, Py € Z[Xo, ..., X0, Yo, ..., Yo, n € N;
beispielsweise gilt
So=Xo+Yy,  Si=Xi+Yi+1(X]+Y] - (Xo+ o)),
Py = Xy - Yo, Py =X Yy + X§{Y1 4+ p X Yi.

Die Polynome S,,, P, sollen nun fiir beliebige Ringe R zur Definition der
Addition und Multiplikation im zugehorigen Witt-Ring W (R) benutzt



4.10 Allgemeine Kummertheorie und Witt-Vektoren™* 289

werden. Und zwar setzen wir W(R) = RN im Sinne von Mengen und
versehen W (R) mit den Verkniipfungen

r4+y=(S(9), o T y=(Pulz,y), o zyEW(R).
Aufgrund von Lemma 5 gelten dann fiir

w: W(R) — RY, 2+ (W,(2))

neN’

die Vertréglichkeitsrelationen

w(x+y) =w) +.wly), wx-y)=wk) wly), zyeW(R),

d. h. w ist ein Ringhomomorphismus, sofern wir gezeigt haben, dass
W(R) unter den Verkniipfungen “+” und “” ein Ring ist. Nun ist
aber, wie wir aus Lemma 3 wissen, w bijektiv, falls p in R invertierbar
ist. In diesen Féllen gilt daher

I—l—y:wil(w(l’)—l—cw(y)), x'y:wil( y))v x,yEW(R),

und wir sehen, wie bereits oben erldutert, dass W(R) dann in der Tat
ein Ring unter den Verkniipfungen “+” und “” ist, w: W(R) — RN
also ein Isomorphismus von Ringen ist.

Satz 6. Es sei R ein beliebiger Ring. Dann ist W(R) unter den aus
den Polynomen S,, P, gewonnenen Verkniipfungen “+7 und “7 ein
Ring mit folgenden FEigenschaften:

(i) (0,0,...) € W(R) ist das Nullelement und (1,0,0,...) € W(R)
das Finselement.

(i) w: W(R) — RN, 2 —— (W, (z))ien, ist ein Ringhomomor-
phismus, sogar ein Isomorphismus, falls p in R invertierbar ist.

(iii) Fir jeden Ringhomomorphismus f: R — R’ ist die induzierte
Abbildung

W(f): W(R) — W(R),  (an)new — (f(an)), ey

ebenfalls ein Ringhomomorphismus.

Beweis. Sei zunéchst p in R invertierbar. Dann ist, wie wir gesehen
haben, W (R) ein Ring und w: W(R) — RN ein Isomorphismus von
Ringen. Da man offenbar
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w(0,0,...)=(0,0,...),  w(1,0,0,...)=(1,1,1,...)

hat, ist (0,0,...) das Nullelement und (1,0,0,...) das Einselement in
W(R).

Wir wollen insbesondere den Fall R = Z[%] [X,9), 3] mit Systemen
von Variablen

%:(X[MXIW")? @:(%7}/17)7 3:(Z0a217"')

betrachten. Dann kénnen X, 92), 3 als Elemente von W (R) interpretiert
werden, und die Assoziativitéits-Bedingungen

(X4+9)+3=X+(+3), (X-9)-3=%X-(93)

stellen gewisse Polynom-Identitidten in den S, bzw. P, dar, wobei le-
diglich Koeffizienten aus Z ins Spiel kommen. Diese Identitédten be-
stehen daher bereits im Polynomring Z[X,2),3]. Mit den weiteren
Ringaxiomen kann man entsprechend verfahren, wobei man Lemma 5
mit @(¢,&) = —(¢ anwendet, um zu sehen, dass die Addition in W(R)
eine mittels Koeffizienten aus Z erklarte Inversenbildung besitzt. Als
Konsequenz ergibt sich, dass die betrachteten Verkniipfungen sozu-
sagen in generischer Weise die Axiome einer Ringstruktur erfiillen,
zu deren Beschreibung lediglich Koeffizienten aus Z benotigt werden.
Setzt man nun fiir die Variablen Werte aus einem beliebigen Ring R
ein, so behalten die Verkniipfungen “+” und “.” die Eigenschaften ei-
ner Ringstruktur, und man erkennt folglich W (R) auch fiir allgemeine
Ringe R wiederum als einen Ring.

Es bleibt noch Behauptung (iii) zu zeigen. Unter Benutzung der
universellen Eigenschaft von Polynomringen 2.5/1 kénnen wir W(R)
fiir beliebiges R mit der Menge Hom(Z[X], R) aller Homomorphis-
men Z[X] — R identifizieren und entsprechend W (R) x W (R) mit
Hom(Z[X,9], R). Addition und Multiplikation auf W (R) sind dann
zu interpretieren als diejenigen Abbildungen

Hom(Z[%,Q)],R) —>H0m(Z[%],R), Y pog,
die durch

g: Z[X] — Z[%,9], X, — S, bzw. X,, —> P,



4.10 Allgemeine Kummertheorie und Witt-Vektoren™* 291

induziert werden. Zu einem Ringhomomorphismus f: R — R’ erhalt
man dann, sowohl fiir die Addition wie auch fiir die Multiplikation, auf
kanonische Weise ein kommutatives Diagramm

Hom(Z[X%,9],R) —— Hom(Z[X],R)

| |

Hom(Z[X,9)],R) —— Hom(Z[X],R'),

wobei die vertikalen Abbildungen durch Komposition mit f erklért
sind und im Ubrigen als Abbildung

W(f): W(R) — W(R),  (an)uen — (f(an)),cp

bzw. deren kartesisches Produkt mit sich selber interpretiert werden
konnen. Die Kommutativitdat des Diagramms beinhaltet dann die Ho-
momorphieeigenschaft fiir W(f). OJ

Man nennt W (R) den Witt-Ring zum Ring R und dessen Elemente
Witt- Vektoren mit Koeffizienten aus R. Fiir a € W (R) bezeichnet man
w(a) auch als den Vektor der Neben- oder Geisterkomponenten von
a, da das Rechnen mit diesen Komponenten (zumindest im Falle, wo
p in R invertierbar ist) die Ringstruktur von W(R) bestimmt, diese
Komponenten selbst aber in W (R) nicht direkt in Erscheinung treten.

Wir wollen noch einige einfache Regeln fiir das Rechnen im Witt-
Ring W (R) anfithren und betrachten dazu wiederum den Homomor-
phismus w: W(R) — RY. Zuniichst gilt offenbar

w((a - 3,0,0,.. )) = w((a,0,0, . )) -w((ﬂ,0,0, . ))

fiir Elemente o, 8 € R, denn man hat W, (v,0,0,...) = +*" fiir v € R.
Hieraus folgt die Regel

(@,0,0,...) - (8,0,0,...) = (a- 5,0,0,...)

fiir die Multiplikation in W(R), zunéchst fiir den Fall, dass p in R
invertierbar ist, und dann mit einer Argumentation wie im Beweis zu
Satz 6 auch fiir beliebige Ringe R. In gleicher Weise beweist man die
Zerlegungsregel
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(ap,a1,...) = (ag,...,a,,0,0,...) +(0,...,0,an41,Cpi2,--.)

fir die Addition in W(R). Von besonderem Interesse ist im Weite-
ren die Multiplikation mit p in W(R), insbesondere fiir den Fall, dass
p-1=0in R gilt. Fiir R =F, und a € W(F,) hat man beispielsweise
w(p-a) = p-w(a) = 0, obwohl die p-Multiplikation in W (F,) nicht
trivial ist, wie wir sogleich sehen werden. Insbesondere folgt hieraus,
dass der Homomorphismus w: W (F,) — F} nicht injektiv sein kann.
Mit anderen Worten, Elemente aus W (IF,) sind nicht eindeutig durch
ihre Geisterkomponenten festgelegt.

Zur Behandlung der p-Multiplikation in W(R) fiihren wir den
Frobenius-Operator

F: W(R) — W(R), (ag,ay,...) — (abh,dy,...),
sowie den Verschiebungs-Operator
V:W(R) — W(R), (ap,as,...) — (0,a9,a,...),

ein. Beide Operatoren sind miteinander vertauschbar, d. h. es gilt
Vo F = FoV.Fiir Ringe R mit p-1 = 0 ist der Frobenius-Operator
F: W(R) — W(R) ein Ringhomomorphismus. In diesem Falle ist
nédmlich R — R, a — a”, ein Ringhomomorphismus und induziert
somit einen Ringhomomorphismus W(R) — W(R), der gerade mit
F iibereinstimmt. Der Verschiebungs-Operator V' besitzt keine solche
Eigenschaft, er ist aber stets additiv. Um dies zu verifizieren, darf man
dhnlich wie im Beweis zu Satz 6 annehmen, dass p in R invertier-
bar ist. Dann ist w: W(R) — RN ein Isomorphismus, und es gilt
Wyi1(V(a)) = pW,(a) bzw.

w(V(a)) = (O,pWO(a),pI/Vl(a), .. .),
was besagt, dass V' mittels w in die Abbildung
RY — RN (20,21, ...) — (0, pzo, pr1,...),

transformiert wird. Diese ist offenbar komponentenweise additiv.
Wir kénnen nun die p-Multiplikation auf W (R), die wir im Folgen-
den auch einfach mit p bezeichnen, wie folgt beschreiben:
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Lemma 7. Fir a € W(R) bezeichne (p - a) die p-fache Summe von a
in W(R) und (p - a), die n-te Komponente hiervon. Entsprechend sei
(Vo F(a)), die n-te Komponente von V o F(a). Dann gilt

(VoF(a), = (p-a), mod (p), n € N.
Hat man insbesondere p-1 =0 in R, so besteht die Beziehung

VoF=FoV =p.

Beweis. Mit der {iblichen Argumentation diirfen wir annehmen, dass
p kein Nullteiler in R ist. Die behaupteten Kongruenzen sind dann
gemafl Lemma 4 dquivalent zu

W, (Vo F(a)) = Wy(p-a) mod p"*, n € N.
Nun gilt aber aufgrund der Rekursionsformeln ()
W,(VoF(a)) =W,(FoV(a)=Wn1(V(a)) mod p™™

und weiter
Whi (V(a)) =p-Wala) =Wu(p-a)

Dabei hatten wir die Gleichheit links in vorstehender Formel bereits
weiter oben benutzt, um zu zeigen, dass V' additiv ist. Die Gleichheit
rechts folgt aus der Tatsache, dass w: W(R) — R homomorph ist,
so dass sich insgesamt die gewiinschten Kongruenzen ergeben. O

Im Hinblick auf die Kummer-Theorie zur Charakteristik p und zu
einem Exponenten p” bendtigen wir Ringe von Witt-Vektoren endlicher
Linge r > 1. Bisher sind wir von der Menge RN ausgegangen und
haben sozusagen Witt-Vektoren unendlicher Lénge betrachtet. Man
kann sich aber auch auf Vektoren (ag,...,a,_1) € R" der Lénge r
beschranken. Da die Polynome S,,, P, nur Variablen X;,Y; mit Indizes
t < n enthalten, induzieren diese Polynome wiederum Verkniipfungen
auf R", und man zeigt wie im Falle von Witt-Vektoren unendlicher
Lénge, dass man eine Ring-Struktur auf R" erhélt. Der resultierende
Ring wird mit W,.(R) bezeichnet und heifit Ring der Witt- Vektoren der
Linge r iiber R. Die Aussagen von Satz 6 iibertragen sich dem Sinne
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nach, wobei Wj(R) kanonisch isomorph zu R ist. Bezeichnet V wie
oben den Verschiebungs-Operator auf W (R), so ist die Projektion

W(R) — W,(R), (ag,a,...) — (ag,...,a,_1)
ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern
VTW(R) = {(ao,al, - ) € W(R) Qo = ... = Ap_1 = O},

induziert also einen Isomorphismus W(R)/V'W(R) =% W,(R). Ins-
besondere ist V"W (R) ein Ideal in W(R). Dabei bemerke man, dass
V" W(R) — W(R) ein injektiver Homomorphismus additiver Grup-
pen ist, der VFW (R) fiir k € N auf V"**IW(R) abbildet und daher zu
einem r-fachen Verschiebungs-Operator V7 : Wi(R) — W, x(R) An-
lass gibt. Letzterer ist ebenfalls ein injektiver Homomorphismus addi-
tiver Gruppen. Offenbar gilt

im Vkr = {(ao, ... ,CLTJrk,l) € WT+]€(R) a0 = ... = Qp_1 = 0},
und dieses Bild stimmt iiberein mit dem Kern der Projektion
Wyik(R) — Wo(R), (agy ... Qpyk—1) — (Qgy ..., ar_1).

Es folgt, dass V} einen Isomorphismus W, (R)/ Vi Wi(R) == W,(R)
induziert oder, mit anderen Worten, Anlass zu einer exakten Sequenz
abelscher Gruppen

0 —s Wi(R) 25 Wy n(R) —s Wy(R) — 0

gibt. Alternativ konnen wir auf W,.(R) auch die Abbildung

v
W, (R) 2 Wyi1(R) — Wi(R), (ao,....ar1) — (0,ao, ..., ars),

als Verschiebungs-Operator betrachten. Dieser Operator, im Folgenden
wieder mit V bezeichnet, ist additiv, und es besitzt V* fiir 0 < k <r
gerade

V*WL(R) = {(ao, ..., ar—1) € Wi(R); a0 = ... = a,_j_1 =0}

als Kern.
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Kummer-Theorie zum Exponent p”. — Wir wollen nun zur
Kummer-Theorie zu einem Exponenten p”, r > 1, zuriickkehren und
betrachten hierfiir einen Korper K der Charakteristik p > 0 mit se-
parabel algebraischem Abschluss K und absoluter Galois-Gruppe G.
Jeder Galois-Automorphismus o: K, — K, induziert dann einen Au-
tomorphismus von Ringen

W(K) — W(Ky), (ag, ..., a,—1) — (o(ag),...,o(a,_1)).

Insgesamt ergibt sich ein Homomorphismus G — Aut(W,.(Kj,)), der
eine Aktion von G auf W, (K) darstellt. Diese Aktion ist stetig, da die
Aktion von G auf den einzelnen Komponenten von W, (Kj) stetig ist.
Schreiben wir also im Folgenden A fiir die additive Gruppe von W,.(Kj),
so ist A mit einer stetigen G-Aktion versehen, wobei in der Notation
der allgemeinen Kummer-Theorie A, = W,.(L) fiir Zwischenkérper L
zu K /K gilt.
Es bildet nun

p: A— A, ar— F(a) — a,
einen Endomorphismus von A, der mit der G-Aktion vertréaglich ist.

Theorem 8. Fir char K = p > 0 erfillt A = W,.(Kj) als G-Modul
zusammen mit dem G-Homomorphismus

p: A— A, ar— F(a) — a,

die Voraussetzungen von Theorem 1 zur Kummer-Theorie vom Ezpo-
nenten p" iber K.

Wir fithren den Nachweis in einzelnen Schritten durch.

Lemma 9. g ist surjektiv.

Beweis. Im Falle r = 1 gilt A = W;(K,) = K, und wir haben die
Abbildung
p: Ky — K, ar— af — a,

zu betrachten. Diese ist surjektiv, da Polynome des Typs X? — X — ¢
mit ¢ € K, stets separabel sind. Ansonsten iiberlegt man sich fiir
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r > 1, dass p mit dem Verschiebungsoperator wie auch mit der Pro-
jektion W,.(K;) — Wi (K;) vertréglich ist. Fiir » > 1 hat man daher
ein kommutatives Diagramm

1

Vi
0 —— W, 1(K,) — W, (Ky) —— Wi(K,) —— 0

| | |

1

Vi
0 —— W, 1(K,) —— W, (K,) —— Wi(K,) —— 0,

und man schlieBt aus der Surjektivitdt von o auf W;(K,) und auf
W,_1(K) leicht die Surjektivitét auf W, (Kj). O

Weiter ist fiir die Kummer-Theorie der Kern von p zu bestimmen.
Wir fassen im Folgenden F, als Primkdrper unseres Koérpers K auf.

Lemma 10. Es gilt ker p = W,.(F,), und diese Gruppe ist zyklisch von
der Ordnung p". Sie wird erzeugt vom Einselement e € W,.(FF,).

Beweis. Die Losungen in K der Gleichung 2P = x bestehen gerade aus
den Elementen des Primkorpers F,, C K. Deshalb gilt ker p = W,.(IF,,).
Dies ist eine Gruppe der Ordnung p”, und wir behaupten, dass das
Einselement e = (1,0,...,0) € W,(F,) diese Ordnung besitzt. In der
Tat, die Ordnung von e ist ein Teiler von p”, also eine p-Potenz. Unter
Benutzung der Formel V o F' = p aus Lemma 7 schiebt jede Multipli-
kation mit p die Komponente 1 in e um eine Stelle nach rechts, so dass
sich tatsdchlich p" als Ordnung von e ergibt. 0

Um nun Theorem 1 anwenden zu kénnen und damit eine Charak-
terisierung der abelschen Erweiterungen mit einem Exponenten, der
p" teilt, zu gewinnen, bleibt noch die Giiltigkeit von Hilberts Satz 90
nachzuweisen.

Satz 11. Es sei L/K eine endliche Galois-Erweiterung in Charakte-
ristik p > 0 mit Galois-Gruppe G. Auf dem Ring der Witt-Vektoren
W,.(L) gegebener Linge r betrachte man die komponentenweise Aktion
von G. Dann gilt

HY(G,W,(L)) =0,
d. h. jeder 1-Kozyklus ist bereits ein 1- Korand.
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Beweis. Wir gehen &hnlich wie in 4.8/2 vor, miissen aber zusétzlich die
Spurabbildung

Sppyic: Wo(L) — W(K),  ar— > o(a),

benutzen. Da jedes 0 € G einen W, (K)-Automorphismus von W,.(L)
definiert, sieht man unmittelbar, dass die Spurbildung W, (K)-linear
ist. Im Ubrigen ist Sp;, i mit der Projektion W,.(L) — Wi (L) = L
vertriglich, wobei die Spurbildung auf W;(L) gemé&f 4.7/4 mit der
gewohnlichen Spurabbildung Sp;/: L — K iibereinstimmt. Wir
wollen mittels Induktion nach r zeigen, dass Spy ;- : W,.(L) — W,.(K)
surjektiv ist.

Im Falle » = 1 haben wir es mit der gewohnlichen Spurabbildung
fiir endliche Korpererweiterungen zu tun, und die Behauptung ergibt
sich mit 4.7/7. Ansonsten konnen wir benutzen, dass die Spurbildung
auf W,.(L) offenbar mit dem Verschiebungsoperator vertriglich ist und
wir daher fiir » > 1 ein kommutatives Diagramm

1
0 —— Wy 1(L) —= Wi(L) — Wi(L) — 0

SpL/Kl SpL/Kl SpL/Kl

0 —— W, (K) —= Wi(K) ——s Wi(K) —s 0

erhalten. Die Spurbildung auf dem Niveau von Wi (L) ist surjektiv. Da-
her impliziert die Surjektivitdt der Spurbildung auf dem Niveau von
W,_1(L) wie gewiinscht diejenige auf dem Niveau von W, (L). Insbe-
sondere existiert ein Element a € W,.(L) mit Spyx(a) = 1.

Sei nun f: G — W,.(L) ein 1-Kozyklus. Wir betrachten die Poin-
caré-Reihe

b= f(o')-d'(a)

o'eG

und erhalten fiir beliebiges o € G
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= Z (0 od) f(a)) (ood)(a)

o'eG

—Zfaoa (000 Zf (o od')(a)

o'eG o'eG

=b— f(o)- SPL/K(@) =b— f(o),

d. h. f ist ein 1-Korand. O

Theorem 8 ist damit bewiesen.

Aufgaben

1.

3.

Man charakterisiere innerhalb der allgemeinen Kummer-Theorie zu ei-
nem FExponenten n alle zyklischen Erweiterungen von einem Grad, der
n teslt.

Es sei K ein vollkommener Kérper der Charakteristik p > 0. Man
beweise folgende Figenschaften des Witt-Rings W (K):
(i) Die Abbildung
K* — W(K)*, a+— (a,0,0,...),
ist ein Monomorphismus multiplikativer Gruppen. Gilt eine dhn-

liche Aussage auch fir die addz’tz’ve Gruppe K?

(ii) Die kanonische Abbildung W(K) — Jim m W (K)/p"W(K) ist ein
Isomorphismus von Ringen. Insbesondere stimmt W (IF,) dberein
mit dem Ring Z, der ganzen p-adischen Zahlen; vgl. Abschnitt 4.2.
(iii) W(K) ist ein Hauptidealring mit p- W (K) = VIW(K) als ma-
zimalem Ideal. Alle weiteren nicht-trivialen Ideale in W(K) sind
Potenzen dieses maximalen Ideals und sind daher von der Form

p"-W(K) = V"W(K).
Es sei p prim und ¢ = p" eine nicht-triviale Potenz von p. Man zeige:
(i) Jedes a € W(F,) hat eine Darstellung
€N
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten ¢; € Fy; dabei ist ¢; jeweils
als Witt-Vektor (¢;,0,0,...) € W(F,) zu interpretieren.
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(ii) W(F,) = Z,[(] fir eine primitive (¢ — 1)-te Einheitswurzel ¢.

Man bestimme schliefilich den Grad des Quotientenkorpers Q(W (F,))
iiber Q(Zy).

4. Es sei G die absolute Galois-Gruppe eines Korpers K. Fiir einen
G-Modul A betrachte man in der Notation der allgemeinen Kummer-
Theorie die Abbildungen

&: A G(A/A),  W: H+—— A"
fiir Untergruppen A C A und H C G. Man zeige:

PoVoP(A)=d(A), VodoW(H)=V(H).

4.11 Galois-Descent*

Es sei K'/K eine Korpererweiterung. Ist V' ein K-Vektorraum, etwa
mit Basis (v;)ier, so kann man durch Koeffizientenerweiterung aus V'
einen K’-Vektorraum V' = V ®x K’ konstruieren, etwa indem man
(vi)ier als Basis vorgibt, nun aber Koeffizienten in K’ zuldsst. Man
sagt, V sei eine K-Form von V’. In dhnlicher Weise ldsst sich aus
einem K-Homomorphismus ¢: V' — W durch Koeffizientenerweite-
rung ein K’-Homomorphismus ¢': V! — W’ gewinnen. Gegenstand
der Descent-Theorie (“Abstiegs”-Theorie) zu K’/ K ist das umgekehr-
te Problem. Man mochte K-Vektorrdume und ihre Homomorphismen
durch die entsprechenden Objekte iiber K’ beschreiben, wobei man
auf letzteren gewisse Zusatzstrukturen, so genannte Descent-Daten
betrachtet. Es ist zwar einfach, zu K’-Vektorrdumen V', W' jeweils
K-Formen V., W anzugeben. Damit aber ein K’-Homomorphismus
¢ V! — W’ bei vorgegebenen K-Formen V., W zu V', W’ als iiber
K definiert, d. h. als Koeffizientenerweiterung eines K-Homomorphis-
mus p: V. — W angesehen werden kann, ist es erforderlich, dass ¢’
die auf V' und W’ gegebenen Descent-Daten respektiert.

Wir werden hier Descent-Theorie nur fiir den Fall durchfiihren, wo
K Fixkorper unter einer endlichen Gruppe von Automorphismen von
K’ ist, also fiir endliche Galois-Erweiterungen K’/K; vgl. 4.1/4. Die
erforderlichen Descent-Daten lassen sich dann mit Hilfe von Gruppen-
aktionen beschreiben. Es sei noch angefiigt, dass man Descent-Theorie
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in der Algebraischen Geometrie unter sehr viel allgemeineren Bedin-
gungen betreibt; man vergleiche hierzu die grundlegende Abhandlung
von Grothendieck [6], oder auch [3], Chap. 4.

Bevor wir mit der eigentlichen Descent-Theorie beginnen, wollen
wir den Prozess der Koeffizientenerweiterung bei Vektorraumen auf ei-
ne solide Basis stellen, indem wir Tensorprodukte einfithren. Wir dis-
kutieren hier nur den bendtigten Spezialfall, in allgemeinerem Rahmen
werden Tensorprodukte noch in Abschnitt 7.2 behandelt.

Definition 1. Es sei K'/K eine Korpererweiterung und V- ein K- Vek-
torraum. Ein Tensorprodukt von K’ mit V iiber K ist ein K'-Vektor-
raum V' zusammen mit einer K-linearen Abbildung 7:V — V', so
dass folgende universelle Figenschaft gilt:

Ist o: V. — W' eine K-lineare Abbildung in einen K'- Vektorraum
W' so existiert eindeutig ein K'-Homomorphismus ¢ : V' — W' mit
o = o1, also eine K'-lineare “Ausdehnung” ' von .

Tensorprodukte sind aufgrund der definierenden universellen Ei-
genschaft bis auf kanonische Isomorphie eindeutig bestimmt. Man
schreibt in vorstehender Situation K’ @ V oder V @ g K’ anstelle von
V', je nachdem, ob man V' unter der skalaren Multiplikation mit Ele-
menten aus K’ als Links- oder als Rechtsvektorraum ansehen mochte.
Weiter ist es iiblich, fiir (a,v) € K’ x V das Produkt a - 7(v) auch mit
a®v zu bezeichnen. Man nennt a ® v einen Tensor; die Elemente aus
K'®§ V sind endliche Summen solcher Tensoren, wie sich weiter unten
ergeben wird. Entsprechendes gilt, wenn man V' als Rechtsvektorraum
interpretiert.

Bemerkung 2. In der Situation von Definition 1 existiert das Ten-
sorprodukt V' = K' Qg V stets.

Beweis. Man wihle eine K-Basis (v;);e; von V und betrachte den
K'-Vektorraum V' = K’U) mit seiner kanonischen Basis (e;);c;. Indem
wir fiir i € I den Basisvektor v; € V auf den Basisvektor e¢; € K'()
abbilden, erhalten wir eine injektive K-lineare Abbildung 7: V" — V',
Es sei nun ¢: V. — W’ eine K-lineare Abbildung in einen beliebigen
K'-Vektorraum W’. Ist dann ¢': V' — W’ eine K'-lineare Abbildung
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mit ¢ = ¢’ o7, so folgt notwendig ¢'(e;) = ¢'(7(v;)) = w(v;). Somit
ist ¢ auf der K'-Basis (e;) von V' und damit auf ganz V' eindeutig
durch ¢ bestimmt. Umgekehrt kann man natiirlich durch e; — ¢(v;)
sowie K'-lineare Ausdehnung eine K’-lineare Abbildung ¢’: V' — W’
erklaren, welche dann ¢ = ¢’ o 7 erfiillt. Somit ist V' zusammen mit 7
ein Tensorprodukt von K’ mit V' iiber K. 0

Der Beweis zeigt, dass V' = K'®g V in der Tat aus V' entsteht, in-
dem man die “Koeffizienten von V' ausdehnt”. Wir kénnen namlich V'
mit einem K-Untervektorraum von K’ @y V' identifizieren, indem wir
die (injektive) K-lineare Abbildung 7: V — V' = K’ @ V verwen-
den. Im Beweis wurde, ausgehend von der K-Basis (v;);e; von V, das
Tensorprodukt K’ @ V' als K’-Vektorraum mit dieser Basis erklért.
Die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts, die wir nachgewiesen
haben, zeigt sofort, dass das Ergebnis unabhéngig von der Wahl der Ba-
sis (v;);er von V' ist. Man kann weiter in direkter Weise sehen, dass sich
jeder K-Homomorphismus ¢: V' — W zwischen K-Vektorrdumen V'
und W zu einem K’-Homomorphismus K'®¢: K'QgV — K'Qx W
ausdehnt. Letzteres folgt aber auch formal aus der universellen Eigen-
schaft des Tensorprodukts, denn

V— K' @k W, vi— 1®(v),

ist eine K-lineare Abbildung und korrespondiert somit zu einem K’-Ho-
momorphismus K' ® p: K' Qg V — K' @ W.9

Wir koénnen nun die eingangs bereits benutzten Begriffe “K-Form”
und “definiert iiber K” prézisieren. Dazu betrachte man eine be-
liebige Korpererweiterung K'/K. Ein K-Untervektorraum V' eines
K’-Vektorraumes V' heifit eine K-Form von V', wenn die zu V' — V'
gehorige K'-lineare Abbildung K’ ®x V' — V'’ ein Isomorphismus
ist. Fixieren wir eine K-Form V von V', so kénnen wir vorstehenden
[somorphismus als Identifizierung ansehen. Ein K’-Untervektorraum
U C V' heifit dann dber K definiert, wenn U’ die K’-Ausdehnung
eines K-Untervektorraumes U C V ist oder, mit anderen Worten,

9 Im Rahmen allgemeiner Tensorprodukte ist es iiblich, anstelle von K’ ® ¢ die
Bezeichnung idg' ®¢ zu benutzen. Es handelt sich um das Tensorprodukt zweier
K-linearer Abbildungen, nédmlich der Identitdt auf K’ und der Abbildung ; vgl.
Abschnitt 7.2.
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wenn es einen K-Untervektorraum U < V' gibt, so dass die induzierte
K'-lineare Abbildung K'®@x U — K'®@kV = V' (diese ist stets injek-
tivl) K'®x U mit U’ identifiziert. Insbesondere sieht man, dass U dann
eine K-Form von U’ ist. Schlielich heifit ein K’-Homomorphismus
¢V — W' zwischen K'-Vektorraumen mit K-Formen V und
W diber K definiert, wenn ' Ausdehnung eines K-Homomorphismus
p: V. — Wist, d. h. wenn es einen K-Homomorphismus ¢: V — W
gibt, so dass ¢’ beziiglich der Identifizierungen V' = K’ @ V und
W'= K' ®k W mit K’ ® ¢ iibereinstimmt.

Wir wollen nun auf den Fall einer endlichen Galois-Erweiterung
K'/K hinarbeiten und setzen zunichst voraus, dass K der Fixkorper
beziiglich einer Untergruppe G C Aut(K’) ist; vgl. 4.1/4. Ist dann
V' ein K’-Vektorraum mit K-Form V', wobei wir V/ mit K’ ®g V
identifizieren, so ldsst sich fiir jedes 0 € G die K-lineare Abbildung
fo: K'®gV — K'®g V betrachten, welche durch a®v — o(a)®@v
charakterisiert ist. Fixiert man némlich eine K-Basis (v;);cr von V, so
kann man diese auch als K'-Basis von V"’ auffassen, und man kann f,
durch

fgl Vi — V/, Z a;v; —— ZO’(CLi)Ui
erklaren. Wir nennen f, eine o-lineare Abbildung, denn es gelten die
Relationen

fo' ') = [o(V) + fo(w'),  fold'v) = o(a’) fo(v'),

fir v, w' € V' und o’ € K'. Weiter gilt f, o f. = f,, fir o,7 € G
sowie f. = idy. fiir das Einselement ¢ € G. Dies bedeutet, dass die
Abbildungen f, eine Aktion

GxV — V', (o,0) — fy(v),

von G auf V'’ im Sinne von 5.1/1 definieren. Man nennt f = (f,),cc
die zur K-Form V von V' gehorige kanonische G-Aktion.

Satz 3. Es sei K'/K eine Korpererweiterung, so dass K der Fizkorper
unter einer Gruppe G von Automorphismen von K' ist. V' sei ein
K'-Vektorraum mit K-Form V und zugehoriger G-Aktion f.

(i) Ein Element v € V' gehort genau dann zu V., wenn f,(v) = v
fir alle 0 € G gult.
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(ii) Ein K'-Untervektorraum U' C V' ist genau dann iber K defi-
niert, wenn f,(U") C U’ fir alle 0 € G gilt.

(iii) Ein K'-Homomorphismus ¢': V' — W' zwischen K'-Vektor-
raumen mit K-Formen V, W und zugehorigen G-Aktionen f, g ist ge-
nau dann tiber K definiert, wenn ¢’ mit allen Automorphismen o € G
vertraglich ist, wenn also fir alle o € G und v € V' die Beziehung

' (fo(v) = g5 (¢ (v)) gilt.

Beweis. Aussage (i) ist leicht einzusehen. Beziiglich einer K-Basis
(vi)ier von V' gelte v = > a;v; mit Koeflizienten a; € K’. Wegen
fo(v) =", 0(a;)v; ist v genau dann invariant unter allen f,, wenn die
Koeffizienten a; invariant unter allen ¢ € G sind, d. h. wenn alle a;
zu K gehoren und somit v Element von V ist. Genauso einfach ldsst
sich Aussage (iii) erhalten. Die dort angegebene Bedingung ist offen-
bar notwendig. Umgekehrt impliziert diese Bedingung unter Benutzung
von (i) aber auch ¢'(V) C W.

Nun zum Beweis von (ii). Die Bedingung f,(U’) C U’ fir o € G
ist trivialerweise notwendig. Um zu sehen, dass sie auch hinreichend
ist, betrachte man eine K-Basis (v;);e; von V' sowie die Restklassen
v; € W = V'/U" der v;. Es existiert dann ein Teilsystem (7;);c; des
Systems aller T;, welches eine K’-Basis von W’ bildet. Wir kénnen da-
her W = > ., K7; als K-Form von W’ auffassen sowie auf W' die
zu W gehorige kanonische G-Aktion ¢ einfithren. Es ist dann die Pro-
jektion ¢': V' — W’ bereits iiber K definiert. Um dies einzusehen,
beachte man, dass jedes v € V' eine Darstellung

mit einem Element v € U’ und Koeflizienten a; € K’ besitzt. Hieraus
ergibt sich fiir o0 € G wegen f,(U') C U = ker¢’ und f,(v;) = v;
sofort die Gleichung ¢'(f,(v)) = g,(¢'(v)); d. h. ¢ ist gemaf (iii) iiber
K definiert. Man erkennt dann unschwer, dass mit ¢’ auch U’ = ker ¢’
iiber K definiert ist. O

Wir wollen nun zeigen, dass man K-Formen eines Vektorraumes
mittels Gruppenaktionen charakterisieren kann.
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Satz 4. Es sei K'/K eine Korpererweiterung, so dass K der Fixkorper
unter einer Gruppe G von Automorphismen von K’ ist. Weiter sei V'
ein K'-Vektorraum. Fir jedes o € G sei f,: V' — V' eine o-lineare
Abbildung mit f, o fr = for fir o,7 € G und f. = idy fir das
Finselement € € G. Die Elemente f, definieren also eine Aktion f von
G auf V'. Sei V. C V' die Fizrmenge unter G. Dann gilt:

(i) V ist ein K-Untervektorraum von V', und die von A\: V < V'
induzierte K'-lineare Abbildung N : K' @ V. — V' ist injektiv.

(i) Ist G endlich, so ist X' surjektiv und somit bijektiv. V ist dann
also eine K-Form von V'.

Beweis. Es ist V eine K-Form von K’ ®p V', und wir kénnen die zu-
gehorige Aktion A von G auf K'® gV betrachten; man definiere namlich
he: K'@rgV — K' @k V durch a ®@ v — o(a) ® v. Dann ist A" kom-
patibel mit den Aktionen h und f, denn es gilt

N(ho(a®v)) = N(o(a) ®v) = a(a)v = f,(av) = f,(N(a @ v)).

Als Konsequenz ergibt sich h,(ker \') C ker X', d. h. ker A" ist nach
Satz 3 (ii) iiber K definiert. Es existiert also ein K-Untervektorraum
U CV, dessen K’-Ausdehnung in K’ @ V mit ker \’ {ibereinstimmt.
Fir u € U gilt aber u = AMu) = XN(u) = 0, also u = 0, und es folgt,
dass X injektiv ist. Aussage (i) ist damit klar.

Zum Nachweis von (ii) setzen wir G als endlich voraus. Es geniigt
zu zeigen, dass jede Linearform ¢': V! — K’ welche auf V ver-
schwindet, schon auf ganz V' verschwindet. Sei also ¢’ eine solche
Linearform mit ¢/(V) = 0, und sei v € V’. Dann sind fiir a € K’
die Elemente v, = ) s fo(av) alle invariant unter der Aktion von
G auf V', gehoren also zu V. Wegen ¢'(V) = 0 ergibt sich daraus
Y vec 0(a)¢'(fs(v)) = 0 fiir alle @ € K'. Fassen wir vorstehende Sum-
me als Linearkombination der Charaktere ¢ € G auf, so folgt aus dem
Satz 4.6/2 iiber die lineare Unabhéngigkeit von Charakteren, dass die
Koeffizienten ¢'(f,(v)) € K’ verschwinden. Fiir ¢ = ¢ (Einselement
von ) ergibt sich insbesondere ¢'(v) = 0. Jede Linearform auf V7,
welche auf V' trivial ist, ist somit auch auf V' trivial. O

Wir koénnen also zusammenfassend aus den Sétzen 3 und 4 ab-
lesen, dass fiir eine endliche Galois-Erweiterung K’/K mit Galois-
Gruppe G die Theorie der K-Vektorrdume &dquivalent zu der Theorie
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der K'-Vektorraume mit G-Aktionen der beschriebenen Art ist. Da-
bei korrespondieren die K-Homomorphismen von K-Vektorrdumen zu
denjenigen K’-Homomorphismen entsprechender K’-Objekte, die mit
den jeweiligen G-Aktionen vertrdglich sind. Die G-Aktionen spielen
also die Rolle der eingangs erwdhnten Descent-Daten.

Es sei abschlieend auch noch darauf hingewiesen, dass wir im Be-
weis von Satz 4 (ii) die lineare Unabhéngigkeit von Charakteren 4.6/2
in dhnlicher Weise benutzt haben wie im Beweis der kohomologischen
Version von Hilberts Satz 90, vgl. 4.8/2. In der Tat liefert 4.8/2 fiir
eine endliche Galois-Erweiterung K'/K gerade die Aussage von Satz 4
im Falle dimg V' = 1 bzw. V' = K’. Man rechnet namlich leicht nach,
dass fiir festes v € K’* die Abbildung

fo(v)

G — K'*, o— ,
v

ein 1-Kozyklus und somit nach 4.8/2 ein 1-Korand ist. Es existiert
deshalb ein Element a € K'* mit f,(v) -v™* =a-o(a)~!, und es folgt

folav) = o(a) - fo(v) = av,

d. h. av € V' ist ein Element, welches von allen f, festgelassen wird.
Man sieht nun leicht, dass V = K - av die Fixmenge unter der Aktion
von G auf V' ist, diese Menge also eine K-Form von V' darstellt.

Aufgaben

1. Es sei K'/K eine Korpererweiterung und A eine K-Algebra, d. h. ein
Ring mit einem Homomorphismus K — A. Man zeige, dass A @y K’
in natirlicher Weise eine K'-Algebra ist.

2. Man fiihre einen alternativen Beweis zu Satz 4. Aussage (i) verifiziere
man in direkter Weise mit einem induktiven Argument. Zum Nachweis
von (ii) wdhle man eine K-Basis a1, ...,a, von K' und zeige, dass
jedes v € V' eine Darstellung der Form

v = Zn;cl<z fg(aiv))

ceG

mit Koeffizienten ¢; € K' besitzt.
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Es sei K'/K eine Korpererweiterung, so dass K der Fixkorper unter
einer Gruppe G von Automorphismen von K’ ist. Weiter sei V' ein
K'-Vektorraum. Fiir 0 € G bezeichne V. den K’-Vektorraum, welcher
als additive Gruppe mit V' {ibereinstimmt, dessen Multiplikation aber
durch die Vorschrift a - v := o(a)v gegeben ist, wobei das Produkt rechts
im Sinne des K’-Vektorraums V'’ zu verstehen ist. Man betrachte die
Diagonaleinbettung A: V' — ], ., Vo als K-lineare Abbildung sowie
die induzierte K'-lineare Abbildung A: V' ®x K' — [] ¢ Vo und zei-
ge: A ist injektiv und im Falle [K’ : K] < oo sogar bijektiv. (Hinweis:
Man definiere eine geeignete Aktion von G auf [[, ., V., so dass V' die
zugehorige Fixmenge ist.)

oceG

Es sei K'/K eine Koérpererweiterung und V' ein K-Vektorraum. Man
betrachte die K-linearen Abbildungen

V —Ver K, v— U1,
Veok K' —Ver K' ®og K, 1TRa—vRa®l,
VoK' — Ve K ok K, vRar— v ®1®a,

und zeige, dass das Diagramm
VosVerK =2Verg K ok K’

exakt ist in dem Sinne, dass die Abbildung links injektiv ist und ihr
Bild gleich dem Kern der Differenz der beiden Abbildungen rechts ist.

Es sei K'/K eine endliche Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe G. In
der Situation von Aufgabe 4 setze man V' = V @k K’ und identifi-
ziere V! @ K' mit [] ., VJ im Sinne von Aufgabe 3. Man beschreibe
nunmehr die beiden Abbildungen V' = [] ., V, aus Aufgabe 4 auf
moglichst einfache Weise.
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Uberblick und Hintergrund

Wir wollen an dieser Stelle noch einmal auf das Problem der Losung
algebraischer Gleichungen zuriickkommen. Sei also f € K[X] ein
normiertes Polynom mit Koeffizienten aus einem Koérper K, und sei
L ein Zerfallungskorper von f, wobei wir die Erweiterung L/K als
separabel voraussetzen wollen. Wenn wir die algebraische Gleichung
f(z) = 0 durch Radikale auflésen mochten, so bedeutet dies, dass wir
eine Korperkette des Typs

(+) K=K CK C...C K,

mit L C K, finden miissen, wobei K;.; jeweils aus K; durch Ad-
junktion einer gewissen Wurzel eines Elementes aus K; entsteht. Denn
genau dann kénnen wir die Losungen von f(z) = 0, welche die Erwei-
terung L/K ja erzeugen, mittels rationaler Operationen und mittels
“Wurzelziehen” aus den Elementen von K gewinnen. Vereinfachend
wollen wir im Folgenden stets annehmen, dass die Erweiterung K, /K
galoissch ist. Dann ist eine Korperkette des Typs (x) aufgrund des
Hauptsatzes der Galois-Theorie 4.1/6 zu einer Kette von Untergrup-
pen

(k) Gal(K,/K)=Gy2G1 2 ... 202G, ={1}

dquivalent. Zudem haben wir in 4.5 und 4.8 Erweiterungen, die durch
Adjunktion n-ter Wurzeln entstehen, Galois-theoretisch charakteri-
siert. Wenn wir uns auf Koérper der Charakteristik 0 beschrianken und
annehmen, dass K geniigend viele Einheitswurzeln enthélt, so folgt
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mit 4.8/3 und 4.1/6, dass eine Korperkette des Typs () genau dann
durch sukzessive Adjunktion von Wurzeln entsteht, wenn die zugehori-
ge Kette (xx) die folgenden Eigenschaften besitzt: G, ist jeweils ein
Normalteiler in G; und die Restklassengruppen G;/G;.; sind zyklisch.
Genauer werden wir in 6.1 sehen, dass die Gleichung f(z) = 0 dann
und nur dann durch Radikale auflosbar ist, wenn sich eine Kette ()
mit den genannten Eigenschaften fiir die Galois-Gruppe Gal(L/K) fin-
den lasst.

Die vorstehenden Uberlegungen zeigen, dass man das Problem der
Auflosbarkeit algebraischer Gleichungen mittels der Galois-Theorie auf
ein gruppentheoretisches Problem reduzieren kann. Beispielsweise sieht
man unter Anwendung des Hauptsatzes iiber endlich erzeugte abelsche
Gruppen 2.9/9, dass algebraische Gleichungen mit abelscher Galois-
Gruppe stets auflosbar sind. Um hier aber zu allgemeineren Ergeb-
nissen zu gelangen, ist es notwendig, die Theorie der endlichen (nicht
notwendig kommutativen) Gruppen weiter auszubauen. Insbesondere
miissen wir diejenigen Gruppen G charakterisieren, die eine Kette von
Untergruppen des Typs (#x*) besitzen, und zwar mit der Eigenschaft,
dass G;11 jeweils ein Normalteiler in (G; ist und die Restklassengruppen
Gi/Git1 zyklisch sind. Wir bezeichnen G in diesem Falle als auflosbar,
wobei wir anstelle von “zyklisch” in &quivalenter Weise die Bedingung
“abelsch” fiir die Quotienten G;/G; 1 verlangen werden; vgl. 5.4/3 und
5.4/7.

Wir beginnen jedoch in 5.1 auf ganz elementare Weise mit Grup-
penaktionen. Prototyp einer solchen Aktion ist die Interpretation der
Galois-Gruppe einer algebraischen Gleichung f(z) = 0 als Gruppe von
Permutationen der zugehorigen Losungen; vgl. 4.3/1. Als Anwendung
beweisen wir in 5.2 die nach L. Sylow benannten Sétze iiber endliche
Gruppen. Diese machen Aussagen iiber die Existenz von Untergrup-
pen, deren Ordnung eine Primpotenz ist. Insbesondere kann man die
Sylowschen Sétze in Spezialfillen auch dazu benutzen, um zu testen,
ob eine gegebene Gruppe auflésbar ist oder nicht. Sodann haben wir
in 5.3 einige Grundlagen iiber Permutationsgruppen zusammengestellt,
und in 5.4 schliellich behandeln wir auflésbare Gruppen. Dort zeigen
wir insbesondere, dass die symmetrische Gruppe &,, fiir n > 5 nicht
auflosbar ist, woraus sich in 6.1 ergeben wird, dass die allgemeine Glei-
chung n-ten Grades fiir n > 5 nicht durch Radikale auflosbar ist.
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5.1 Gruppenaktionen

Im Kapitel iiber Galois-Theorie haben wir bereits verschiedentlich mit
Gruppenaktionen gearbeitet. Allerdings wurde dabei der Begriff einer
Aktion nicht explizit eingefiihrt, da es sich ausschliefilich um konkret
gegebene Aktionen einer Galois-Gruppe auf einem Korper oder den
Nullstellen eines Polynoms handelte. Im Folgenden wollen wir jedoch
den konkreten Rahmen verlassen und einige allgemeine kombinatori-
sche Figenschaften von Gruppenaktionen herleiten.

Definition 1. Es sei G eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe und
X eine Menge. Fine Operation oder Aktion von G auf X ist eine
Abbildung

GxX— X, (g,2) —> g -z,

welche folgende Bedingungen erfillt:

(i) 1-x =z fir das Einselement 1 € G und fir x € X.

(ii)) (gh) -z =g-(h-x) fir gh € G, z € X.

Wir fithren zunéchst einige Beispiele fiir Gruppenaktionen an.

(1) Es sei G eine Gruppe und X eine Menge. Dann gibt es stets
die triviale Operation von G auf X, gegeben durch die Abbildung

GxX—X, (9,2) — .

(2) Es sei X eine Menge und S(X) die Gruppe der bijektiven Ab-
bildungen X — X. Ist dann G C S(X) eine Untergruppe, so operiert
G auf X vermoge der Abbildung

GxX—X, (0,2) — o(x).

Insbesondere kann man fiir eine Galois-Erweiterung L/K die Aktion
der Galois-Gruppe Gal(L/K) = Autg (L) auf L betrachten. Diese Ak-
tion wurde in Kapitel 4 iiber Galois-Theorie bereits ausfiihrlich stu-
diert.

(3) Fiir jede Gruppe G ist die Gruppenmultiplikation

GxG— G, (g,h) — gh,
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eine Aktion von G auf sich selbst. Man sagt, G operiert durch Links-
translation auf sich, wobei man, wie bereits frither erwédhnt, unter der
Linkstranslation mit g € G die Abbildung

70 G — G, h — gh,

versteht. Analog kann man unter Benutzung der Rechtstranslation eine
Aktion von GG auf sich definieren, und zwar mittels

GxG— G, (g,h) — hg™".

Dabei heif3t
7';: G — G, h — hg,

fiir g € G die Rechtstranslation mit g auf G.

(4) Zu jeder Gruppe G gibt es weiter die so genannte Konjuga-
tionsoperation

G xG— G, (g,h) — ghg™'.
Die Abbildung
inty =1,07,: G — G, h+— ghg™*,

ist ein Gruppenautomorphismus von G, die so genannte Konjugation
mit g. Automorphismen der Form int, heiflen innere Automorphis-
men von G (“int” steht fiir “interior”), wobei die kanonische Abbil-
dung G — Aut(G), ¢ —— int,, ein Gruppenhomomorphismus ist.
Zwei Elemente h,h’ € G heiflen konjugiert, wenn es ein ¢ € G mit
h' = int,(h) gibt. Ebenso nennt man zwei Untergruppen H,H' C G
konjugiert, wenn es ein g € G mit H' = int,(H) gibt. Konjugiertheit
von Elementen oder Untergruppen in G ist eine Aquivalenzrelation.
Natiirlich ist die Konjugationsoperation die triviale Aktion, wenn G
kommutativ ist.

Ahnlich wie in (3) kann man fiir jede Gruppenaktion
GxX—X

die (Links-)Translation mit einem Element g € G erklédren, und zwar
als Abbildung
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Tyt X — X, T g-T.

Die Familie der Translationen (7,),ec beschreibt eine gegebene Aktion
von G auf X vollstandig. Es ist G — S(X), ¢ — 7,, ein Gruppen-
homomorphismus, wie man leicht nachrechnet. Umgekehrt gibt jeder
Gruppenhomomorphismus ¢: G — S(X) dhnlich wie in Beispiel (2)
Anlass zu einer Aktion von G auf X, ndmlich zu

GxX —X, (g9,2) — ¢(g)(z).

Beide Zuordnungen sind zueinander invers, so dass gilt:

Bemerkung 2. Es sei G eine Gruppe und X eine Menge. Dann ent-
sprechen die Gruppenaktionen Gx X — X vermdge der obigen Zuord-
nung in bijektiver Weise den Gruppenhomomorphismen G — S(X).

Betrachtet man fiir eine Gruppe G die Aktion G x G — G
vermoge Linkstranslation, so ist der zugehorige Gruppenhomomorphis-
mus G — S(G) injektiv; denn 7, = 7, ist dquivalent zu g = ¢'.
Insbesondere kann man G als Untergruppe von S(G) auffassen.

Definition 3. Es sei G x X — X eine Aktion einer Gruppe G auf
einer Menge X. Fiir Punkte x € X fihrt man folgende Notationen
emn:

(i) Gz :={gz; g € G} heifit Orbit oder Bahn von x unter G.

(i) G, :={g € G; gx = z} heifit Isotropiegruppe von x; es ist G,
eine Untergruppe von G.

Dass GG, wirklich eine Untergruppe von G ist, rechnet man leicht
nach. Denn G, enthilt das Einselement von G, und fiir g, h € G mit
gxr = x = hx ergibt sich

(gh™)z = (gh™")(hx) = g(h~* (hx)) = g((h'h)z) = gz = x.
Bemerkung 4. Es sei G x X — X eine Aktion einer Gruppe G auf

einer Menge X. Sind dann x,y zwei Punkte einer G-Bahn in X, so
sind die Isotropiegruppen G, G, zueinander konjugiert.

Beweis. Es geniigt, den Fall y € Gx zu betrachten. Sei also A € G mit
y = hx. Fir g € G, gilt dann



312 5. Fortfithrung der Gruppentheorie

(hgh™")y = (hgh™")ha = h(gz) = ha =y,

also hgh™ € G, und somit hG,h™' C G,. Aus & = h™'y leitet man
entsprechend die Inklusion h'G,h C G, her, so dass G, = hG h™*
folgt. O

Weiter wollen wir zeigen, dass fiir zwei Bahnen Gz, Gy C X aus
Gz NGy # () bereits Gx = Gy folgt. Ist namlich z € Gz N Gy, etwa
2z = gr = hy mit g,h € G, so hat man z = g~'2 = g 'hy und damit
Gx C Gy. Analog ergibt sich Gx D Gy und somit Gx = Gy. Folglich
gilt:

Bemerkung 5. Ist G x X — X eine Aktion einer Gruppe G auf
einer Menge X, so ist X disjunkte Vereinigung der Bahnen unter G.

Ein Element z einer Bahn B zu einer Aktion G x X — X wird
auch als Vertreter dieser Bahn bezeichnet. Analog versteht man unter
einem Vertretersystem einer Familie (B;);c; paarweise disjunkter Bah-
nen eine Familie (z;);c; von Elementen aus X, so dass jeweils z; € B;
gilt. Die Aktion G x X — X heiflt transitiv, wenn es genau eine
G-Bahn gibt.

Wir wollen die Bahnen unter einer Gruppenaktion noch genauer
charakterisieren. Wie iiblich sei ord M die Anzahl der Elemente ei-
ner Menge M sowie (G : H) der Index einer Untergruppe H in einer
Gruppe G.

Bemerkung 6. FEs sei G x X — X ecine Gruppenaktion. Fiir
xr € X induziert die Abbildung G — X, g — gz, eine Bijektion
G/G, == Gz von der Menge der Linksnebenklassen von G modulo
der Isotropiegruppe G, auf die Bahn von x unter G. Insbesondere gilt

ordGx = ord G/G, = (G : G,).

Beweis. Man betrachte die surjektive Abbildung
p: G — G, gr— gr.

Fiir g, h € G hat man dann
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o) =¢h) <= gr=hr <= h'gr =0 <= h'gc G,
— gG, = hG,.

Folglich induziert ¢, &hnlich wie bei dem Homomorphiesatz 1.2/7, eine
Bijektion G/G, == Gx. O

Als direkte Folgerung ergibt sich aus den Bemerkungen 5 und 6:

Satz 7 (Bahnengleichung). Es sei G x X — X eine Aktion einer
Gruppe G auf einer endlichen Menge X sowie x1,...,x, en Vertre-
tersystem der Bahnen von X. Dann folgt

ord X = anordei = Zn:(G : Gy,).
i=1

=1

Wir werden die Bahnengleichung insbesondere fiir X = G und
die Konjugationsoperation G x G — G anwenden. Im Folgenden sei
G eine Gruppe und S C G eine Teilmenge. Dann erklart man den
Zentralisator von S in G durch

Zg:{xEG;xs:sxfﬁralleseS},
das Zentrum von G als Zentralisator von G, also durch
Z:ZG:{xGG;xs:smfﬁralleSEG},
sowie den Normalisator von S in G durch

NS:{xEG;xS:Sx}.

Bemerkung 8. (i) Z ist ein Normalteiler in G.

(ii) Zg und Ng sind Untergruppen in G.

(iii) Ist S eine Untergruppe von G, so ist Ng die grifite aller Un-
tergruppen H C G mit der Figenschaft, dass S ein Normalteiler in H
18t.

Die Aussagen sind alle leicht nachzupriifen. Wir gehen hier nur auf
den Fall Zg in (ii) ein. Besteht S aus genau einem Element s, so ist
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Zs = Ng die Isotropiegruppe von s unter der Konjugationsoperation
von G. Fiir allgemeines S ist deshalb Zg = [, Z(s; Untergruppe von
G. Im Ubrigen gilt stets Zg C Ng.

Satz 9 (Klassengleichung). Es sei G eine endliche Gruppe mit Zentrum
Z und xq,...,x, ein Vertretersystem der Bahnen in G'—Z unter der
Konjugationsoperation von G auf sich. Dann gilt

ordG = ord Z + Z(G : Ziaiy)-

i=1

Beweis. Fiir € Z besteht die Bahn unter der Konjugationsoperation
von G lediglich aus dem Element x. Fiir x € G—Z hingegen kann die
Bahn von  mit G/Zy,; identifiziert werden, vgl. Bemerkung 6. Die
Behauptung ergibt sich damit aus der Bahnengleichung. O

Abschlielend wollen wir noch zwei Resultate iiber das Zentrum Z
einer Gruppe G erwiahnen. Da Z gerade der Kern des Homomorphis-
mus

G — Aut(G), g — int,,

ist, gilt aufgrund des Homomorphiesatzes 1.2/7:

Bemerkung 10. Die Gruppe der inneren Automorphismen von G ist
isomorph zu G/Z.

Bemerkung 11. Ist G/Z zyklisch, so ist G abelsch.

Beweis. Sei a € G, so dass G//Z von der Restklasse @ zu a erzeugt
wird. Sind nun g, h € G mit Restklassen g = @™, h = @", so gibt es
Elemente b,c € Z mit g = a™b, h = a™c. Dann folgt

gh = a"ba"c = am+an’ hg = a"ca™b = am+ncb — am+nbc7
d. h. insgesamt gh = hg. 0
Aufgaben

1. Es sei G eine endliche Gruppe und H C G eine Untergruppe. Man be-
trachte die Aktion von H auf G vermdge Linkstranslation (bzw. Rechts-



5.2 Sylow-Gruppen 315

translation) und interpretiere die zugehdrige Bahnengleichung im Sinne
der elementaren Gruppentheorie.

2. Es sei L/K eine endliche Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe G.
Man betrachte die natiirliche Aktion von G auf L und interpretiere fiir
a € L die Isotropiegruppe G, sowie die Bahn Ga im Sinne der Galois-
Theorie. Weiter bestimme man die Ordnungen von G, und Ga.

3. Essei G eine Gruppe und X die Menge aller Untergruppen von GG. Man
zeige:

(i) Gx X — X, (g9,H) — gHg™ !, definiert eine Aktion von G auf
X.

(ii) Die Bahn eines Elementes H € X besteht genau dann nur aus H,
wenn H ein Normalteiler in G ist.

(iii) Ist die Ordnung von G Potenz einer Primzahl p, so unterschei-
det sich die Anzahl der Untergruppen in G von der Anzahl der
Normalteiler in G um ein Vielfaches von p.

4. Es sei G eine endliche Gruppe, H eine Untergruppe und Np ihr Nor-
malisator. Man zeige fiir M := J, ¢ gHg™!:

(i) ord M < (G : Ng) -ord H
(ii) Falls H # G, so gilt auch M # G.

5. Es sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe sowie Ny bzw. Zpy der
zugehorige Normalisator bzw. Zentralisator von H in G. Man zeige, dass
Zp ein Normalteiler in Ny ist und dass die Gruppe Ng/Zp isomorph
zu einer Untergruppe der Automorphismengruppe Aut(H) ist.

6. Lemma von Burnside: Es sei G x X — X eine Aktion einer endlichen
Gruppe G auf einer Menge X. Sei X/G die Menge der Bahnen und
X9 ={z € X; gx =z} die Menge aller Elemente in X, die von einem
Element g € GG festgelassen werden. Man zeige

1
ord(X/G) = dC Zorng.
geG

5.2 Sylow-Gruppen

In Abschnitt 2.9 haben wir mit dem Hauptsatz 2.9/9 eine genaue
Analyse der Struktur endlich erzeugter und insbesondere endlicher
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abelscher Gruppen gegeben. Wir wollen im Folgenden endliche Grup-
pen ohne Kommutativitatsvoraussetzung studieren und als Hauptziel
die nach L. Sylow benannten Sétze beweisen, welche Aussagen {iber
die Existenz von Untergruppen mit gewissen Eigenschaften machen.
Als zentrale Begriffe fithren wir zunédchst p-Gruppen sowie p-Sylow-
Untergruppen endlicher Gruppen ein.

Definition 1. Es sei G eine endliche Gruppe sowie p eine Primzahl.
(i) G heifit p-Gruppe, wenn die Ordnung von G eine p-Potenz ist.
(ii) Fine Untergruppe H C G heifit p-Sylow-Gruppe, wenn H eine
p-Gruppe ist und p nicht den Index (G : H) teilt, wenn es also k,m € N
mit ord H = p*, ord G = p*m und ptm gibt (vgl. 1.2/3).

Aufgrund des Satzes von Lagrange 1.2/3 haben Elemente von
p-Gruppen stets eine p-Potenz als Ordnung. Ebenso folgt mit 1.2/3,
dass eine p-Sylow-Gruppe niemals echt in einer p-Untergruppe von GG
enthalten sein kann, also stets eine maximale p-Gruppe in G ist. Die
Umkehrung hierzu wird sich erst als Folgerung aus den Sylowschen
Sétzen ergeben, vgl. Korollar 11. Die triviale Untergruppe {1} C G
ist ein Beispiel einer p-Gruppe und fiir ptord G sogar einer p-Sylow-
Gruppe in G. Im Ubrigen kann man etwa aus dem Hauptsatz 2.9/9
ablesen, dass es in einer endlichen abelschen Gruppe G zu einer Prim-
zahl p mit p|ord G genau eine p-Sylow-Gruppe S, # {1} gibt und dass
G die direkte Summe aller dieser Sylow-Gruppen ist. Obwohl wir dieses
Resultat im Weiteren nicht benotigen, wollen wir zur Illustration die
Existenz von Sylow-Untergruppen im Falle endlicher abelscher Grup-
pen zunéchst einmal vom elementaren Standpunkt aus behandeln. Das
nachfolgend formulierte Resultat ist spéter allerdings auch in einfacher
Weise aus den Sylowschen Sétzen abzuleiten; man vergleiche hierzu
Aufgabe 1.

Bemerkung 2. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe und p eine
Primzahl. Dann st

Sp = {a eG; o =1 fiir geeignetes t € N}

die einzige p-Sylow-Gruppe in G.
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Beweis. Zunéchst ist zu zeigen, dass S, eine Untergruppe von G ist.
Seien also a, b € S,, etwa a? =1,b0" =1.Dann gilt fiir t = max (¢, t")
aufgrund der Kommutativitat von G

(ab™ VP =a” b =1,

und somit ab~! € S, d. h. S, ist eine Untergruppe von G. Nach Kon-
struktion enthélt S, jede p-Untergruppe von G; denn S, besteht aus
allen Elementen von G, deren Ordnung eine p-Potenz ist. Wenn wir
also zeigen, dass 5, eine p-Sylow-Gruppe in G ist, so ist diese auch
eindeutig bestimmt.

Es bleibt somit noch nachzuweisen, dass S, eine p-Sylow-Gruppe
ist. Wir gehen mit Induktion nach n = ord G vor. Im Falle n = 1
ist nichts zu zeigen; sei also n > 1. Man wihle ein Element x # 1
in G. Indem wir x durch eine geeignete Potenz ersetzen, kénnen wir
annehmen, dass ¢ = ordz prim ist. Man betrachte dann zu der
von x erzeugten zyklischen Untergruppe (z) C G die Projektion
m: G — G' = G/(z), wobei aufgrund des Satzes von Lagrange 1.2/3
die Gleichung ord G’ = %ordG gilt.

Ist S, C G’ die Untergruppe aller Elemente von G, deren Ordnung
eine p-Potenz ist, so wissen wir nach Induktionsvoraussetzung, dass S,
eine p-Sylow-Gruppe in G ist. Weiter hat man 7(S,) C 5, und wir
wollen zeigen, dass sogar 7(S5,) = S, gilt. Hierfiir betrachte man ein
Element @ € S, mit 7-Urbild a € G. Ist p' die Ordnung von @, so
folgt a” € (x), also a”'? = 1. Fiir p = ¢ ergibt dies bereits a € Sp.
Andererseits existiert fiir p # ¢ aufgrund der Teilerfremdheit von p
und ¢ eine Gleichung rp’ + sq = 1 mit ganzen Zahlen r, s, und es folgt

_ et ot .
(@) =a" =a?a? =a? ™ =q

mit a*? € S, denn es gilt a?" = 1. Wir schen daher, dass 7 in jedem
Falle eine surjektive Abbildung 7,: S, — S, induziert, und zwar mit
kerm, = (z) NS,.

Gelte nun n = ord G = p*m mit pfm. Fiir p = ¢ hat man, wie oben
berechnet, ord G' = Il)ord G = p*~'m sowie nach Induktionsvorausset-
zung ord S}, = p*~'. Da weiter in diesem Falle (z) C S, und folglich
kerm, = (r) gilt, induziert 7, einen Isomorphismus S,/(zr) == S.
Nach 1.2/3 ergibt sich ord S, = p-ord S, = p¥, und wir sehen, dass
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S, eine p-Sylow-Gruppe in G ist. Sei nun p # ¢. Dann folgt ent-
sprechend ord G’ = p* - 2 und ord 5, = p*. Da (z) kein Element
enthalten kann, dessen Ordnung eine echte p-Potenz ist, hat man
kerm, = (z) N S, = {1} und folglich einen Isomorphismus S, =% 5.
Es ergibt sich deshalb ord S, = ord S, = p*, und S, ist auch in diesem
Falle eine p-Sylow-Gruppe in G. 0

Im nicht-kommutativen Fall ist die Theorie der p-Gruppen bzw.
p-Sylow-Gruppen komplizierter. Wir beginnen mit p-Gruppen.

Satz 3. Es sei p prim und G eine p-Gruppe der Ordnung p*, k > 1.
Dann teilt p die Ordnung des Zentrums Z von G, insbesondere gilt also

Z £ {1}.

Beweis. Man betrachte die Klassengleichung 5.1/9 fiir die Konjuga-
tionsoperation von G auf sich:

ordG =ordZ+ Y (G:Zpu,)

=1

Dabei sei x1, ..., x, ein Vertretersystem der G-Bahnen in G — Z. Der
Index (G : Z{,y) ist nach 1.2/3 jeweils eine p-Potenz, da ord G eine
p-Potenz ist. Es ist (G : Zy,,)) sogar eine echte p-Potenz, da Zi,,
wegen x; ¢ Z eine echte Untergruppe von G ist. Folglich erhilt man
plord Z. O

Korollar 4. Es sei p eine Primzahl und G eine p- Gruppe der Ordnung
p*. Dann gibt es eine absteigende Kette von Untergruppen

G=GrDGr1D...D G, =11},

derart dass ord Gy, = p* gilt und G,_; fir ¢ = 1,... k jeweils ein
Normalteiler in G, ist.!

Insbesondere existiert zu jedem Teiler p* von p* eine p- Untergruppe
H C G mit ord H = p*, und es besitzt G fir k > 1 ein Element der
Ordnung p.

! Die Quotienten G;/G,_; sind von der Ordnung p und damit zyklisch sowie
insbesondere abelsch. Jede endliche p-Gruppe G ist daher auflésbar im Sinne der
Definition 5.4/3.
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Beweis. Wir schliefen mit Induktion nach k. Der Fall k£ = 0 ist trivi-
al, gelte also £ > 0. Dann ist das Zentrum Z C G nach Satz 3 nicht
trivial, und wir konnen ein Element a # 1 in Z wahlen. Ist p” dessen
Ordnung, so hat a*" ' die Ordnung p. Wir diirfen also ohne weiteres
ord a = p annehmen. Da a im Zentrum von G liegt, ist die von a er-
zeugte Untergruppe (a) C G sogar ein Normalteiler in G. Dann besitzt
G = G/{a) gem#B 1.2/3 die Ordnung p*~!, und wir kénnen auf diese
Gruppe die Induktionsvoraussetzung anwenden. Es existiert also eine
Kette von Untergruppen

G = @k D) ak,1 D...D 61 = {1}, ord@g :p5717

so dass Gy_; fiir £ = 2,...,k jeweils ein Normalteiler in G/ ist. Man
betrachte nun die Projektion 7: G — G/(a) und setze G, = 71 (Gy)
fir /¥ =1,...,k. Dann ist

G=G,DGr1D...0G D{1}

offenbar eine Kette von Untergruppen in G mit den gewiinschten Ei-
genschaften. 0

Satz 5. Es sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung p?.
Dann ist G abelsch. Genauer gilt

G~7/p°Z oder G ~7/pZ x Z/pZ.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass G abelsch ist. Aus Satz 3 ergibt sich
plord Z fiir das Zentrum Z von G. Also ist die Ordnung von Z gleich
p oder p?. Im Falle ord Z = p? gilt G = Z, d. h. G ist abelsch. Nehmen
wir dagegen ord Z = p an, so kann G nicht abelsch sein. Allerdings ist
dann G/Z zyklisch von der Ordnung p, so dass G nach 5.1/11 doch
abelsch sein miisste im Widerspruch zu ord Z = p.

Man benutze nun Korollar 4 und wéhle ein Element a € G mit
orda = p; sei b € G aus dem Komplement der von a erzeugten zykli-
schen Untergruppe (a) C G. Dann hat b die Ordnung p oder p?, wobei
im letzteren Falle G von b erzeugt wird, also G = (b) ~ Z/p*Z gilt.
Gelte deshalb ord b = p. Wir behaupten, dass die Abbildung

v: {a) x (b)y — G, (a', b)) — a't’,
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ein Gruppenisomorphismus ist. Zunéchst ist ¢ ein Gruppenhomomor-
phismus, da G bereits als abelsch erkannt ist. Da weiter (a) N (b) wegen
b & (a) eine echte Untergruppe von (b) ist, hat man (a) N (b) = {1},
d. h. ¢ ist injektiv. Dann ist ¢ aber wegen

ord({a) x (b)) = p* = ord G

auch bijektiv, und mit (a) ~ Z/pZ ~ (b) folgt G ~ Z/pZ x Z/pZ.
Alternativ héitten wir natiirlich auch den Hauptsatz iiber endlich er-
zeugte abelsche Gruppen 2.9/9 anwenden kénnen. [

Als Néchstes sollen die Sylowschen Sétze bewiesen werden, die wir
in folgendem Theorem zusammenfassen:

Theorem 6 (Sylowsche Sitze). Es sei G eine endliche Gruppe, p eine
Primzahl.

(i) Es enthdlt G eine p-Sylow-Gruppe. Genauer existiert zu jeder
p-Untergruppe H C G eine p-Sylow-Gruppe S C G mut H C S.

(ii) Ist S C G eine p-Sylow-Gruppe, so auch jede zu S konjugierte
Untergruppe von G. Umgekehrt sind je zwei p-Sylow-Gruppen in G
zueinander konjugiert.

(iii) Fir die Anzahl s der p-Sylow-Gruppen in G gilt

slord G, s=1 mod (p).

Wir gliedern den Beweis des Theorems in einzelne Schritte auf und
beginnen mit einem grundlegenden Lemma, das wir nach H. Wielandt
dhnlich wie in [10], Kap.I, Satz 7.2, herleiten.

Lemma 7. Es sei G cine endliche Gruppe der Ordnung n = pFm,
wobei p prim, aber nicht notwendig teilerfremd zu m sei. Dann gilt fiir
die Anzahl s der p- Untergruppen H C G mit ord H = p* die Beziehung

() -2() i

Beweis. Wir bezeichnen mit X die Menge aller Teilmengen von G,
welche aus genau p* Elementen bestehen. Es gilt
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ord X = <;) ,

und G operiert auf X durch “Linkstranslation” vermoge
GxX— X, (g,U)»—>gU:{gu;u€U}.

Abweichend von unserer bisherigen Notation werde die GG-Bahn eines
Elementes U € X im Folgenden mit G(U) bezeichnet; Gy ist wie
gewohnlich die Isotropiegruppe zu U. Fasst man U im urspriinglichen
Sinne als Teilmenge von G auf, so induziert die Linkstranslation von GG
auf sich selbst eine Aktion von Gy auf U. Es besteht daher U aus ge-
wissen Rechtsnebenklassen von Gy in GG. Diese sind paarweise disjunkt
und besitzen alle genau ord Gy Elemente, so dass ord Gy notwendig
ein Teiler von ord U = p*, also von der Form p* mit k&’ < k ist. Insbe-
sondere ist U genau dann selbst eine Rechtsnebenklasse von Gy, wenn
ord Gy = pF gilt.

Es sei nun (U;);er ein System von Elementen aus X, welches ein
Vertretersystem aller G-Bahnen von X bildet. Dann gilt aufgrund der
Bahnengleichung 5.1/7

(;) —ord X = ordG(U:) = ) (G:Gu,).

iel il

Wir wollen diese Gleichung weiter auswerten, indem wir modulo (pm)
rechnen. Wie wir gesehen haben, ist Gy, eine p-Gruppe einer Ordnung
pFi mit k; < k. Mittels des Satzes von Lagrange 1.2/3 folgt daraus
(G : Gy,) = pF~*im. Setzen wir dann I' = {i € I; k; = k}, so ergibt
sich
(ord I') -m = Z(G :Gu,) = (TZ) mod (pm),
ier p

und es geniigt zum Beweis des Lemmas zu zeigen, dass ord I’ mit der
Anzahl s aller p-Untergruppen H C G der Ordnung p* iibereinstimmt.

Um letzteres nachzuweisen, erinnern wir uns daran, dass ein Index
i € I genau dann zu I’ gehort, wenn ord G(U;) = (G : Gy,) = m gilt,
die Bahn G(U;) also aus genau m Elementen besteht. Man kann nun
fiir p-Untergruppen H C G der Ordnung p* die G-Bahn G(H) C X
betrachten; diese besteht jeweils aus den Linksnebenklassen von H in
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G, also aufgrund des Satzes von Lagrange 1.2/3 aus genau m Ele-
menten. Verschiedene solche Untergruppen H, H' C GG geben dabei zu
verschiedenen GG-Bahnen Anlass, denn aus gH = H' fiir ein Element
g € G folgt wegen 1 € H' unmittelbar g € H und damit H = H'. An-
dererseits kann man leicht einsehen, dass jede G-Bahn G(Uj;), i € I,
vom Typ G(H) mit einer p-Untergruppe H C G der Ordnung pF ist.
Fiir i € I’ gilt nimlich ord Gy, = p*, und es ist, wie wir oben gesehen
haben, U; eine Rechtsnebenklasse von Gy, in G, etwa U; = Gy, - u; mit
u; € U;. Fiir die G-Bahn von U; in X folgt dann

wobei nunmehr A = u; L.Gy, -u; eine p-Untergruppe in G der Ordnung
p¥ ist. Somit entsprechen die Elemente i € I’ in bijektiver Weise den
p-Untergruppen H C G der Ordnung p*, und die Aussage des Lemmas
ist bewiesen. 0

In einer zyklischen Gruppe der Ordnung n gibt es zu jedem Teiler
d von n genau eine Untergruppe der Ordnung d; vgl. 1.3, Aufgabe 2
und deren Losung im Anhang. Somit ergibt sich in der Situation von
Lemma 7 die nicht-triviale Relation

(304 =0 i

und wir erhalten folgende partielle Verallgemeinerung von Korollar 4:

Satz 8. Es sei G eine endliche Gruppe und p* eine Primpotenz, welche
ein Teiler von ord G ist. Weiter bezeichne s die Anzahl der p-Unter-
gruppen H C G der Ordnung p*. Dann gilt s =1 mod (p) und folglich

s # 0.

Indem wir k& maximal mit p¥|ord G wihlen, sehen wir also insbe-
sondere, dass G mindestens eine p-Sylow-Gruppe enthélt und, genauer,
dass die Anzahl dieser Untergruppen kongruent 1 modulo p ist.

Lemma 9. Es sei G eine endliche Gruppe, H C G eine p- Untergruppe
und S C G eine p-Sylow-Gruppe. Dann existiert ein Flement g € G
mit H C gSg~ .
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Beweis. Wir versehen die Menge G/S der Linksnebenklassen von S in
G mit der H-Aktion

HxG/S—G/S,  (hgS)— (hg)S,

und wenden den Satz von Lagrange 1.2/3 in Verbindung mit 5.1/6 und
der Bahnengleichung 5.1/7 an. Da es sich bei H um eine p-Gruppe
handelt, ist die Ordnung einer jeden H-Bahn in G/S als Teiler von
ord H eine p-Potenz. Da andererseits aber p kein Teiler von ord G/S
sein kann, muss es mindestens eine H-Bahn geben, deren Ordnung p°,
also 1 ist. Dann besteht diese H-Bahn aus genau einer Nebenklasse
gS, und es gilt hgS = ¢S fiir alle h € H, woraus wegen 1 € S sofort
hg € gS bzw. h € gSg~! und damit H C gSg~! folgt. O

Da die Abbildung G — G, x — gxg™ !, fiir g € G ein Automor-
phismus ist, folgt in der Situation von Lemma 9 unmittelbar, dass mit
S auch gSg~! eine p-Sylow-Gruppe in G ist. Ist H C G eine weitere
p-Sylow-Gruppe, so ergibt sich aus der Inklusion H C ¢Sg~! wegen
ord H = ord S = ordgSg~! bereits H = gSg~!, so dass Satz 8 und
Lemma 9 insgesamt die Behauptungen von Theorem 6 implizieren, ab-
gesehen von der Aussage s |ord G in (iii). Dieser noch fehlende Teil
ergibt sich aber unter Benutzung des Satzes von Lagrange 1.2/3 aus
folgendem Resultat:

Lemma 10. Es sei G eine endliche Gruppe und S eine p-Sylow-
Gruppe in G. Bezeichnet dann Ng den Normalisator von S in G, so
gibt der Index (G : Ng) gerade die Anzahl der p-Sylow-Gruppen in G
an.

Bewets. Es sei X die Menge der p-Sylow-Gruppen in G. Da alle
p-Sylow-Gruppen zueinander konjugiert sind, ist die Konjugationsope-
ration

GxX— X, (9,8") — gS’g ",

transitiv. Insbesondere gilt nach 5.1/6
ord X = (G : Gg),

und es stimmt Gg als Isotropiegruppe beziiglich der Konjugationsope-
ration mit dem Normalisator Ng iiberein. O
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Die Sylowschen Sétze in der Form von Theorem 6 sind damit be-
wiesen. Wir wollen nun noch einige Folgerungen aus diesen Sétzen
ziehen.

Korollar 11. Es sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl.
Dann gilt:
(i) Fir plord G enthilt G ein Element der Ordnung p.
(ii) G ist genau dann eine p-Gruppe, wenn es zu jedem a € G ein
t € N mit a*' =1 gibt.
(iii) Fine Untergruppe H C G ist genau dann eine p-Sylow-Gruppe,
wenn sie maximale p- Gruppe in G ist.

Beweis. Behauptung (i) ist eine Konsequenz von Satz 8 oder auch von
Theorem 6 (i) in Verbindung mit Korollar 4.

Zum Nachweis von (ii) nehme man an, dass jedes Element a € GG
eine p-Potenz als Ordnung besitzt. Ist ord G keine p-Potenz, so wéhle
man eine von p verschiedene Primzahl ¢, welche ord G teilt. Wie wir
gesehen haben, enthélt G dann ein Element der Ordnung ¢, im Wider-
spruch zu unserer Annahme. Also ist ord GG eine p-Potenz und damit G
eine p-Gruppe. Umgekehrt hat natiirlich jedes a € G eine p-Potenz als
Ordnung, wenn G eine p-Gruppe ist, da die Ordnung eines Elementes
a € G aufgrund des Satzes von Lagrange 1.2/3 ein Teiler von ord G
ist.

Ebenfalls sieht man mit 1.2/3, dass jede p-Sylow-Gruppe in G eine
maximale p-Untergruppe ist. Die Umkehrung hierzu folgt aus Theo-
rem 6 (i), so dass auch Behauptung (iii) klar ist. O

Satz 12. Es seien p,q Primzahlen mit p < q und pt(q —1). Dann ist
jede Gruppe G der Ordnung pq zyklisch.

Beweis. Sei s die Anzahl der p-Sylow-Gruppen in G. Dann gilt s|ord G
bzw. s|pgq sowie s = 1(p) nach Theorem 6 (iii). Letzteres bedeutet pts
und somit s|q. Da ¢ = s = 1(p) wegen pt (¢ — 1) ausgeschlossen ist,
gilt notwendig s = 1. Es gibt also genau eine p-Sylow-Gruppe 5, in
G. Diese ist invariant unter Konjugation mit Elementen aus G' und
daher ein Normalteiler in G. Ist s’ die Anzahl der ¢-Sylow-Gruppen in
G, so folgt entsprechend s’ |p. Der Fall s’ = p scheidet wieder aus, da
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p = s = 1(g) nicht mit p < ¢ vereinbar wire. Also gilt s’ = 1, und
es existiert genau eine ¢-Sylow-Gruppe S, in G. Diese ist ebenfalls ein
Normalteiler in G. Da S, und S, nur die triviale Gruppe {1} als echte
Untergruppe besitzen, gilt S, NS, = {1}.

Wir behaupten nun, dass die Abbildung

w: S, xSy — G, (a,b) — ab,

ein Isomorphismus von Gruppen ist. Dann ist G, etwa nach dem Chine-
sischen Restsatz in der Version 2.4/14, als kartesisches Produkt zweier
zyklischer Gruppen teilerfremder Ordnungen selbst wieder zyklisch.
Zunéchst miissen wir zeigen, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist.
Es gilt fir a € S,, b€ S,

aba bt = (aba b € S,
aber auch
aba b~ = a(ba b7t € S,
Somit hat man
aba 'v"' € S,N S, = {1}

und deshalb ab = ba. Elemente aus S, kommutieren also mit Elementen
aus 9.
Fiir a,a’ € S, und b,b" € S, gilt daher

o((a,b) - (d',V)) = p(ad,bb') = aa'bVf
= aba't! = 90<a7 b) ) W(alv b/)a

d. h. ¢ ist Gruppenhomomorphismus. Wegen S, N S, = {1} ist ¢
injektiv und sogar bijektiv, denn die Ordnungen von S, x S, und G
stimmen iiberein. O

Aufgaben

1. Man mache sich klar, welche Information die Sylowschen Sdtze im Falle
endlicher abelscher Gruppen liefern.

2. Es sei ¢o: G — G’ ein Homomorphismus endlicher Gruppen. Man ver-
suche, Beziehungen zwischen den Sylow-Gruppen in G und denjenigen
in G’ herzustellen.



326 5. Fortfithrung der Gruppentheorie

3. Es sei G eine endliche Gruppe und H C G eine p-Untergruppe fiir eine
Primzahl p. Man zeige: Ist H ein Normalteiler in G, so ist H in jeder
p-Sylow-Gruppe von G enthalten.

4. Es sei GL(n, K) die Gruppe der invertierbaren (n x n)-Matrizen iiber
einem endlichen Korper K der Charakteristik p > 0. Man zeige, dass
die oberen Dreiecksmatrizen, deren Diagonalelemente sdmtlich 1 sind,
eine p-Sylow-Gruppe in GL(n, K) bilden.

5. Man zeige, dass jede Gruppe der Ordnung 30 bzw. 56 eine nicht-triviale
normale Sylow-Gruppe besitzt.

6. Man zeige, dass jede Gruppe der Ordnung 45 abelsch ist.

7. Man zeige, dass jede Gruppe G der Ordnung 36 einen nicht-trivialen
Normalteiler besitzt. Hinweis: Man betrachte die Aktion von G auf der
Menge der 3-Sylow-Gruppen in G.

8. Man zeige, dass jede Gruppe G mit ord G < 60 zyklisch ist oder einen
nicht-trivialen Normalteiler besitzt.

5.3 Permutationsgruppen

Wir wollen im Folgenden die Gruppe &,, der bijektiven Selbstabbildun-
gen von {1,...,n} etwas genauer untersuchen. Wie wir bereits wissen,
bezeichnet man &,, auch als symmetrische Gruppe oder Permutations-
gruppe von {1,... ,n}, wobei ord &, = n! gilt und &,, in natiirlicher
Weise auf {1,...,n} operiert. Elemente m € &,, schreibt man héaufig

auch in der Form
1 n
(1) ... w(n))’

insbesondere dann, wenn die Bilder 7(1),...,7(n) in expliziter Weise
gegeben sind. Eine Permutation 7 € &,, heifit ein Zyklus, wenn es
paarweise verschiedene Zahlen x1, ...z, € {1,...,n} gibt, r > 2, mit

’/T([L'l) = Tj+1 fir 1<i< T,
m(x,) = a1,
m(x)=x fir ze€{l,....n} —{x1,...,2,}.

In dieser Situation nennt man 7 genauer einen r-Zyklus und verwen-
det fiir 7 die Schreibweise (x1,...,2,). Zwei Zyklen (z,...,z,) und
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(Y1, --.,ys) heiflen fremd, wenn

{z1, ..., )0 {yr, ..., ysp =0

gilt. Ein 2-Zyklus heifit auch Transposition.

Satz 1. Sei n > 2.
(i) Sind 7, m € &, fremde Zyklen, so gilt m o Ty = w5 0 7.
(i) Jedes m € &, ist Produkt paarweise fremder Zyklen. Diese sind
eindeutig durch m bestimmt (bis auf die Reihenfolge).
(iii) Jedes m € &,, ist Produkt von Transpositionen.

Beweis. Aussage (i) ist trivial. In der Situation von (ii) sei H = () die
von 7 erzeugte zyklische Untergruppe von &,,. Die natiirliche Opera-
tion von H auf {1,...,n} liefert eine Unterteilung in disjunkte Bahnen.
Seien By, ..., B, diejenigen unter diesen Bahnen, die aus mindestens
zwei Elementen bestehen, also mit ry, = ord By, > 2. W&hlt man dann
jeweils x)\ € B,, so erhilt man

B, = {az,\,w(x,\), . ,WTA’I(J:A)}

und
¢

T = H(.CIZ)\,’/T(%’)\), o ,WTA’l(;EA)),
A=1
also eine Zerlegung von 7 in paarweise fremde Zyklen, wobei die Rei-
henfolge bei der Produktbildung gemé$ (i) ohne Belang ist. Umgekehrt
ist leicht zu erkennen, dass jede Darstellung von 7 als Produkt paarwei-
se fremder Zyklen in der gerade beschriebenen Art zu der Zerlegung
von {1,...,n} in seine H-Bahnen korrespondiert. Hieraus folgt die
Eindeutigkeitsaussage.
Aussage (iii) schlieBlich ergibt sich mit Hilfe der Zerlegung

(x1,...,2) = (1, 22) 0 (x2,23) 0 ... 0 (1, ;)

aus (ii). O
Fiir eine Permutation m € G,, definiert man das Signum durch

sgnm = H 7ﬂ(lz :;T<j) .

i<j
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Das Signum kann die Werte 1 und —1 annehmen. Es heifit 7 eine ge-
rade oder ungerade Permutation, je nachdem ob sgn7 positiv oder
negativ ist. Bei der Bildung des Signums wird sozusagen in multipli-
kativer Weise modulo 2 gezéhlt, fiir wie viele 2-elementige Teilmen-
gen {i,j} C {1,...,n} die Abbildung 7 die zwischen ¢ und j be-
stehende Groflenrelation dndert. Das obige Produkt darf daher allge-
meiner iiber irgendeine Menge I von Paaren (i, j) natiirlicher Zahlen
mit 1 < 4,7 < n gebildet werden, mit der Mafigabe, dass die Zu-
ordnung (4, j) — {i,j} eine Bijektion zwischen I und der Menge der
2-elementigen Teilmengen von {1,...,n} definiert.

Bemerkung 2. Die Abbildung sgn: &, — {1, —1} ist ein Gruppen-
homomorphismus.

Beweis. Seien 7, 1" € &,,. Dann gilt

sgnWOW/:HWOW,(i)_WOW,(j)

i<j 1=
_yyren () —mon'(j) «'(i)—7'(j)
=005 i

= sgnm-sgnm.

O

Fiir eine Transposition aus &,, berechnet sich das Signum zu —1.
Zerlegen wir daher eine Permutation 7 € &, gemé#fi Satz 1 (iii)
in ein Produkt von Transpositionen, etwa m = 71 0 ... o 7, so gilt
sgn = (—1)%, und die Restklasse von ¢ modulo 2 ist eindeutig durch
7 bestimmt. Insbesondere ist 7 eine gerade oder ungerade Permutation,
je nachdem ob 7 ein Produkt einer geraden oder ungeraden Anzahl von
Transpositionen ist. Aus Bemerkung 2 folgt weiter, dass

2, = kersgn = {7r €G6,; sgnm = 1},

die Menge der geraden Permutationen, fiir n > 1 einen Normalteiler
vom Index 2 in &,, bildet. Man nennt 2, die alternierende Gruppe.

Satz 3. Fiir n > 3 besteht 2, aus allen Permutationen m € S,,, die
sich als Produkt von 3-Zyklen schreiben lassen.
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Beweis. Seien x1, x9, 3,24 € {1,...,n}. Sind dann z;, x9, v3 paarweise
verschieden, so hat man die Formel

(21, 22) 0 (T2, 23) = (21, T2, T3).
Sind weiter x1, x9, x3, x4 paarweise verschieden, so gilt

(37171’2) o ($3,$4) = (371, 3737332) o (371, 3737334)-

Die erste Gleichung impliziert, dass jeder 3-Zyklus zu 2A,, gehort und
damit auch jedes Produkt von 3-Zyklen. Beide Gleichungen zusammen
zeigen, dass jedes Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen,
also jedes Element von 2,,, ein Produkt von 3-Zyklen ist. Il

Wir wollen nun noch einige konkrete Permutationsgruppen bzw.
Untergruppen von Permutationsgruppen diskutieren.

(1) Zunéchst ist S eine Gruppe der Ordnung 2; daher ergibt sich

(2) Die Gruppe &3 hat die Ordnung 6. Man kann sie interpre-
tieren als Diedergruppe Ds, d. h. als Gruppe der Spiegelungen und
Drehungen eines gleichseitigen Dreiecks (3 Drehungen, 3 Spiegelun-
gen). Es enthélt &3 nur Elemente der Ordnung 1, 2 und 3, aber kein
Element der Ordnung 6. Folglich ist &3 eine von der zyklischen Grup-
pe Z/67Z verschiedene Gruppe. Da jede abelsche Gruppe der Ordnung
6 zu dem Produkt Z/27Z x 7Z/3Z isomorph und somit aufgrund des
Chinesischen Restsatzes 2.4/14 zyklisch ist, erkennt man S3 als nicht-
abelsche Gruppe der Ordnung 6 (was man natiirlich auch in direkter
Weise nachpriifen kann).

(3) Fiir n > 3 erkldrt man die Diedergruppe D,, als Gruppe der
Bewegungen eines regelméfligen n-Ecks. Nummeriert man dessen Eck-

punkte fortlaufend mit 1,...,n, so wird D,, als Untergruppe von G,
von den Permutationen
1 2 3 .on
o=, =300 )

erzeugt. Hierbei entspricht ¢ einer Drehung des regelméfiigen n-Ecks
um den Winkel 27 /n und 7 einer Spiegelung an der Symmetrieachse
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durch den Punkt 1. Es gilt ord D,, = 2n; die von o erzeugte zyklische
Untergruppe von D, ist ein Normalteiler vom Index 2. In dhnlicher
Weise definiert man Bewegungsgruppen fiir Tetraeder, Wiirfel, Okta-
eder, Dodekaeder und Ikosaeder.

(4) Im Hinblick auf spatere Anwendungen wollen wir noch die so
genannte Kleinsche Vierergruppe U, C &4 einfiihren:

U, = {id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}
Es gilt
0, C Q[4 C 64,

wobel man leicht nachpriift, vgl. Aufgabe 6, dass U4 ein Normalteiler
in &, ist. Im Ubrigen ist U, isomorph zu Z/27Z x Z/27Z.

Aufgaben

1. Transpositionen in G, werden auch als Vertauschungen bezeichnet. Man
mache sich in direkter Weise klar, dass fir n > 2 jedes m € &, als
Produkt von Transpositionen geschrieben werden kann.

2. Fiir eine Primzahl p gebe man explizit eine p-Sylow-Gruppe in &, an.

r—1

3. Es sei m € &,, ein r-Zyklus. Man zeige sgnm = (—1)

4. Fiir eine Permutation 7 € &, bezeichne (r) C &, die zugehori-
ge zyklische Untergruppe. Weiter sei m die Anzahl der (m)-Bahnen
beziiglich der natiirlichen Aktion von (m) auf {1,...n}. Man zeige:
sgnm = (—1)"""™,

5. Man schreibe folgende Permutationen als Produkt von Zyklen und be-
rechne jeweils das Signum:

123466 1234567866
341 2 b 31452687 8
6. Man betrachte einen r-Zyklus 7 = (x1,...,2,) € &, und zeige fiir
beliebiges 0 € &,
comoo ! = (o(z1),...,0(x,)).

Als Anwendung verifiziere man, dass die Kleinsche Vierergruppe ein
Normalteiler in &y ist.



5.4 Auflésbare Gruppen 331

7. Man zeige fiir n > 2, dass die Zyklen (1,2) und (1,2, ...,n) die Gruppe
&, erzeugen.

8. Man zeige fiir n > 3, dass die alternierende Gruppe 2{,, von den Zyklen
(1,2,3), (1,2,4),...,(1,2,n) erzeugt wird. Hieraus folgere man, dass
ein Normalteiler N C 2, welcher einen 3-Zyklus enthélt, bereits mit
2, iibereinstimmt.

5.4 Auflésbare Gruppen

Zur Charakterisierung auflésbarer Gruppen wollen wir den Begriff des
Kommutators verwenden. Sind a, b zwei Elemente einer Gruppe G, so
bezeichnet man [a,b] = aba~'b~! als den Kommutator von a und b.
In dhnlicher Weise konnen wir fiir zwei Untergruppen H, H' C G den
Kommutator [H, H'] bilden, indem wir die von allen Kommutatoren
[a,b] mit a € H, b € H' erzeugte Untergruppe in G betrachten. Spe-
ziell fir H = H' = G erhélt man die so genannte Kommutatorgruppe
[G,G] von G. Es ist G genau dann abelsch, wenn [G, G] = {1} gilt.

Bemerkung 1. (i) Es besteht [G, G| aus allen (endlichen) Produkten
von Kommutatoren aus G.

(i) [G,G] ist ein Normalteiler in G, und zwar der kleinste unter
allen Normalteilern N C G, so dass G/N abelsch ist.

Beweis. Fiir a,b € G gilt
[a,b] "t = (aba "0 1) = bab 'a™ = [b,a].

Daher bilden die endlichen Produkte von Kommutatoren eine Unter-
gruppe von G, und zwar die Kommutatorgruppe [G,G]. Weiter hat
man fiir a,b,g € G

gla,b]lg™ = gaba'b" g™ = (gag~")(gbg ") (gag™") " (gbg ")
= [gag™", gbg™"].

Dies zeigt, dass [G, G] ein Normalteiler in G ist. Bezeichnen wir fiir
x € G mit T jeweils die Restklasse in G/[G, G], so zeigt die Gleichung

a-b-a b =aba =1,
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dass G/[G, G] abelsch ist. Ist N C G ein Normalteiler mit der Eigen-
schaft, dass G/N abelsch ist, so enthdlt N notwendigerweise alle Kom-
mutatoren [a,b] von Elementen a,b € G. Dann gilt aber [G,G] C N,
d. h. es ist [G,G] der kleinste aller Normalteiler N C G mit der Ei-
genschaft, dass G/N abelsch ist. O]

Wir wollen einige spezielle Kommutatoren berechnen, die wir
spéter bendtigen werden.

Bemerkung 2. Es gilt:

[6,,6,] =2, firn > 2,
{1} fiirn=2,3,

[, 2,] =< U, fiirn=4, (Kleinsche Vierergruppe)
A, furn > 5.

Beweis. Wir beginnen mit der Berechnung von [&,,, S,,]. Die Faktor-
gruppe &, /2, ~ Z/2Z ist abelsch. Folglich hat man [&,,6,] C 2,
nach Bemerkung 1 und insbesondere [Sq, S5 = 2, wegen 24, = {1}.
Zum Nachweis der Inklusion [&,,,&,] D 2, fir n > 3 benutzen wir,
dass jedes Element aus 2, ein Produkt von 3-Zyklen ist, vgl. 5.3/3.
Jeder 3-Zyklus (1, xe,23) € &, ist aber aufgrund der Gleichung

(21,29, 23) = (%@3)(9027903)@1,903)_1@2@3)_1

ein Kommutator. Somit erhélt man [S,,&,] D 2, und daher insge-
samt [6,,,6,] =A,.

Als Néchstes bemerken wir, dass die Gruppen 2, und 2(3 von der
Ordnung 1 bzw. 3 und damit abelsch sind. Folglich ist die Kommu-
tatorgruppe [2,,2,] fir n = 2,3 trivial. Sei nun n > 5, und sei
(1,9, 23) ein 3-Zyklus in &,,. Wahlt man dann z4, x5 € {1,...,n},
so dass x1,...,r5 paarweise verschieden sind, so hat man

(21,29, 3) = (@1, T2, 14) (21, T3, 75) (21, Ta, T4) " (71, T3, 75) .

Da 2, geméf 5.3/3 aus allen endlichen Produkten von 3-Zyklen be-

steht, ist also jedes Element aus 2, ein Produkt von Kommutatoren
aus A, so dass A, C [A,,2A,] und damit [2A,,2A,] = A, gilt.
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Es bleibt noch [2d4,204] = U, nachzurechnen. Es ist [y, 4] der
kleinste Normalteiler in 214 mit abelscher Faktorgruppe, vgl. Bemer-
kung 1 (ii). Da 2,/%, von der Ordnung 3, also abelsch ist, ergibt
sich [24,204] C Uy. Andererseits hat man fiir paarweise verschiedene
Elemente z1,...,24 € {1,...,4} die Gleichung

(1, 22) (23, 24) = ($1,=’E27$3)($1,$2,$4)($1,$2,$3)_1($1,$2,9€4)_17

welche besagt, dass Uy = {id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} in
[244,20,] enthalten ist. O

Im Folgenden wollen wir den Begriff des Kommutators zur Cha-
rakterisierung so genannter auflosbarer Gruppen verwenden. Hierzu
definieren wir fiir eine Gruppe G und ¢ € N den i-ten iterierten Kom-
mutator D'G induktiv durch

D°G = G und D''G = [D'G, D'G].
Somit erhalt man eine Kette
G=DGo>D'G>...oDG>...

von Untergruppen von G, wobei stets D*"1G ein Normalteiler in D'G
ist. AuBerdem ist D'G/D""'G abelsch. Allgemeiner benutzt man Ket-
ten mit diesen Eigenschaften zur Definition auflésbarer Gruppen:

Definition 3. Es sei G eine Gruppe. Fine Kette von Untergruppen
G=GyD>G D...0G,={1}

heif$t eine Normalreihe von G, wenn G,y jeweils ein Normalteiler in
G; ist. Die Restklassengruppen G;/Giy1, 1 = 0,...,n — 1, werden als
die Faktoren der Normalreihe bezeichnet.

Es heifst G auflosbar, wenn G eine Normalrethe mit abelschen Fak-
toren besitzt.

Satz 4. Eine Gruppe G ist genau dann auflosbar, wenn es eine natiirli-
che Zahl n mit D"G = {1} gibt.
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Beweis. Sel zunachst G auflosbar und
G=GyD>G D...0G,={1}

eine Normalreihe mit abelschen Faktoren. Wir zeigen dann mit In-
duktion D'G C G fir i = 0,...,n. Fiir i = 0 ist diese Beziehung
trivialerweise richtig. Gelte nun D'G C G; fiir ein i < n. Aus der
Tatsache, dass G;/G;41 abelsch ist, ergibt sich [G;, G;] C Giyq, vgl
Bemerkung 1 (ii). Somit hat man

DG = [D'G,D'G] C [G;,Gi] C Giyq
und damit die gewiinschte Inklusion. Insbesondere folgt
D"G c G, ={1}.
Ist umgekehrt D"G = {1} bekannt, so ist
G=D'GD>D'G>...oD"G={1}
eine Normalreihe mit abelschen Faktoren. OJ

Wir wollen einige Beispiele betrachten. Trivialerweise ist jede kom-
mutative Gruppe auflésbar.

Bemerkung 5. Die symmetrische Gruppe &, ist auflosbar fir n < 4,
nicht aber fir n > 5.

Beweis. Fiir n < 4 hat man fiir S,, folgende Normalreihen mit abel-
schen Faktoren:

62 ) {1}7
63 D) 22(3 D) {1},
G, DA DYy D {1}

Dass die Faktoren dieser Normalreihen abelsch sind, kann man leicht
einsehen. Die Gruppen &g, &3/3 und &,/2, sind zyklisch von der
Ordnung 2, die Gruppen 23 und 20, /0, zyklisch von der Ordnung 3,
so dass die Kommutativitdt in diesen Féillen klar ist. Weiter ist die
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Kleinsche Vierergruppe U, ebenfalls kommutativ. Daher ist &,, fiir
n < 4 auflosbar. Fir n > 5 gilt [6,,,6,] = A, sowie [2,,A,] = A,,
vgl. Bemerkung 2, so dass G,, in diesem Fall nicht auflésbar sein kann.

O

Bemerkung 6. Fir eine Primzahl p ist jede (endliche) p-Gruppe, also
jede Gruppe der Ordnung p"™ mit n € N, auflosbar.

Dies wurde bereits in 5.2/4 bewiesen. Als Néchstes wollen wir eine
spezielle Charakterisierung der Auflosbarkeit endlicher Gruppen ge-
ben, welche insbesondere fiir die Auflésung algebraischer Gleichungen
von Interesse sein wird.

Satz 7. Es sei G eine endliche auflosbare Gruppe. Dann ldsst sich in
G jede echt absteigende Normalreihe mit abelschen Faktoren zu einer
Normalreihe verfeinern, deren Faktoren zyklisch von Primzahlordnung
sind.

Beweis. Es sei Gog D ... D G, eine echt absteigende Normalreihe von
GG mit abelschen Faktoren. Ist dann einer der Faktoren, etwa G;/G,1
nicht zyklisch von Primzahlordnung, so wihle man ein nicht-triviales
Element @ € G;/G;41. Indem man zu einer geeigneten Potenz von @
iibergeht, kann man annehmen, dass ord @ prim ist. Die von @ erzeugte
zyklische Gruppe (@) ist dann echt in G;/G;41 enthalten, da letztere
Gruppe nicht zyklisch von Primzahlordnung ist. Das Urbild von (@) in
G; unter der Projektion G; — G;/G;41 ergibt daher eine Gruppe H
mit

Gi 2D H DGy

Da (@) ein Normalteiler in der (abelschen) Gruppe G;/G;i1 ist, ist
auch das Urbild H ein Normalteiler in ;. Trivialerweise ist GG;;1 ein
Normalteiler in H. Wir konnen also die Normalreihe Gy O ... D G,
durch Einfiigen von H zwischen G; und G;;; zu einer neuen Normal-
reihe verfeinern. Letztere hat ebenfalls abelsche Faktoren, denn man
hat eine Injektion H/G;y 1 — G;/G;y1 sowie einen Epimorphismus
G;/Gix1 — G;/H, wobei G;/G;y1 abelsch ist. Wiederholt man das

Verfahren der Verfeinerung, so gelangt man aufgrund der Endlichkeit
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von G nach endlich vielen Schritten zu einer Normalreihe, deren Fak-
toren zyklisch von Primzahlordnung sind. 0

Satz 8. Fs sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Ist G
auflosbar, so auch H. Ist H ein Normalteiler in G, so ist G genau
dann auflosbar, wenn H und G/H auflésbar sind.

Beweis. Sei zunichst G auflésbar. Dann ist wegen D'H C D'G auch
H auflosbar. Ist weiter H ein Normalteiler in G, so kann man den
kanonischen Epimorphismus 7: G — G/H betrachten. Fiir diesen
gilt D(7(G)) = n(D(Q)), wie man leicht verifiziert, und es ist mit G
auch G/H = m(G) auflosbar.

Seien nun H und G/H auflosbar, wobei etwa D"H = {1} und
D"(G/H) = {1} gelte. Dann folgt

n(D"G) = D"(G/H) = {1},

d. h. D"G C H und weiter D*"G C D"H = {1}. Somit ist G auflssbar.
0

Korollar 9. Sind G4, ...,G, Gruppen, so ist das kartesische Produkt
[1-, Gi genau dann auflésbar, wenn alle G; auflosbar sind.

Beweis. Man schliefle induktiv. Fiir n = 2 wende man Satz 8 auf die
Projektion Gy x Gy — G4 an, welche G als Kern besitzt. O

Aufgaben

1. Wir haben in Bemerkung 1 gesehen, dass fir eine Gruppe G der Kom-
mutator (G, G] gleich dem kleinsten aller Normalteiler N C G mit abel-
schem Quotienten G /N ist. Man leite allgemeiner eine entsprechende
Aussage fiir Kommutatoren der Form [G,H] her, wobei H ein Nor-
malteiler bzw. lediglich eine Untergruppe in G sei.

2. Es seien p, g verschiedene Primzahlen. Man zeige, dass jede Gruppe der
Ordnung pq auflosbar ist.

3. Es sei G eine endliche Gruppe. Man zeige:
(i) Sind H, H' normale auflésbare Untergruppen in G, so auch H - H'.
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(ii) Es existiert eine eindeutig bestimmte grofite normale auflésbare
Untergruppe in G. Diese ist invariant unter allen Automorphismen
von G.

. Man zeige, dass jede Gruppe der Ordnung < 60 auflésbar ist.

. Man zeige, dass die alternierende Gruppe 25 keinen nicht-trivialen Nor-
malteiler besitzt.

. Es sei T die Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen in GL(n, K), der
Gruppe der invertierbaren (n x n)-Matrizen iiber einem Kérper K. Man
zeige, T' ist auflosbar.

. Zu einer Gruppe G betrachte man die Untergruppen C%(G), welche
induktiv durch C}(G) = G und C*"}(G) = [G,CHG)] definiert sind.
Es heifit G nilpotent, wenn es ein n € N mit C"(G) = {1} gibt. Man
zeige: Jede nilpotente Gruppe ist auflésbar.

. In der Notation von Aufgabe 6 betrachte man fiir K # Fy die Grup-
pe der oberen Dreiecksmatrizen T C GL(n, K) sowie die Untergruppe
Ty C T aller Dreiecksmatrizen, deren Diagonalelemente 1 sind. Man zei-
ge, dass T nilpotent (vgl. Aufgabe 7) ist, nicht aber T'. Es ist daher T’
ein Beispiel einer auflésbaren Gruppe, die nicht nilpotent ist.
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Uberblick und Hintergrund

Inzwischen sind wir in der Gruppen- und Korpertheorie zu einem ge-
wissen Abschluss gelangt und wollen nun zeigen, wie die Galois-Theorie
zur Losung einiger berithmter klassischer Fragestellungen eingesetzt
werden kann. Wir beginnen in 6.1 mit dem Problem der Auflésbarkeit
algebraischer Gleichungen durch Radikale, also mit demjenigen Pro-
blem, das E. Galois zur Entwicklung seiner “Galois”-Theorie motiviert
hat, und beweisen, dass fiir ein normiertes separables Polynom f mit
Koeffizienten aus einem Korper K die algebraische Gleichung f(x) = 0
genau dann durch Radikale auflésbar ist, wenn die zugehorige Galois-
Gruppe im gruppentheoretischen Sinne auflésbar ist.

Die grundsétzliche Beweisidee hierzu ist einfach zu erklaren. Man
reduziert das Problem auf der Korperseite auf den Fall, dass K
geniigend viele Einheitswurzeln enthélt und betrachtet Erweiterungen
von K, die durch Adjunktion eines Radikals entstehen, also einer Null-
stelle eines Polynoms des Typs X" — ¢ € K[X] fiir char K tn oder
im Falle p = char K > 0 auch des Typs X? — X — ¢ € K[X]. Dies
sind im Wesentlichen die zyklischen Galois-Erweiterungen von K; vgl.
4.8/3 und 4.8/5. Entsprechend benutzt man auf der Seite der Galois-
Gruppen, dass die zyklischen Gruppen sozusagen die “Bausteine” der
auflosbaren endlichen Gruppen darstellen; vgl. 5.4/7. Dabei ist es fiir
p = char K > 0 {iblich, auch die Nullstellen von Polynomen des Typs
XP — X —c € K[X] als “Radikale” zu interpretieren, da nur so die
Charakterisierung auflosbarer (separabler) algebraischer Gleichungen
mittels auflésbarer Galois-Gruppen auch fiir Koérper positiver Charak-
teristik giiltig ist. Man bedenke hierbei, dass fiir p = char K’ > 0
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Polynome des Typs X? — ¢ nicht separabel sind, ihre Nullstellen also
nicht mit Galois-theoretischen Methoden behandelt werden koénnen.
Weiter gehen wir in 6.1/10 noch auf eine notwendige Bedingung fiir
die Auflosbarkeit irreduzibler algebraischer Gleichungen von Primzahl-
grad ein, welche man insbesondere zur Konstruktion nicht-auflosbarer
algebraischer Gleichungen verwenden kann. Auch dieses Kriterium geht
auf E. Galois zuriick. Zur rechnerischen Illustration des Auflésbarkeits-
problems behandeln wir anschlieend in Abschnitt 6.2 die expliziten
Auflosungsformeln fiir algebraische Gleichungen vom Grad 3 und 4.

Als zweite Anwendung bringen wir in 6.3 einen Galois-theoretischen
Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra. Dieser Satz bietet aus al-
gebraischer Sicht einige T1iicken, wie auch die Beweise der ersten Stun-
de zeigen. Dies hingt damit zusammen, dass der Kérper C der kom-
plexen Zahlen zwar aus den reellen Zahlen R in algebraischer Weise
durch Adjunktion einer Quadratwurzel zu —1 gewonnen werden kann,
dass aber zur Konstruktion von R Methoden benutzt werden, die im
Grunde genommen der Analysis zuzurechnen sind. Daher hat man fiir
Polynome f € C[X] nur geringe Chancen, deren Nullstellen in alge-
braischer Weise als Elemente von C zu konstruieren. Stattdessen gehen
wir indirekt vor. Wenn C nicht algebraisch abgeschlossen ist, so gibt es
nach dem Satz von Kronecker eine nicht-triviale Erweiterung L/C, die
man als Galois-Erweiterung annehmen kann. Wir zeigen dann mittels
Galois-Theorie und unter Benutzung der Tatsache, dass reelle Poly-
nome ungeraden Grades stets eine reelle Nullstelle haben, dass man
L/C vom Grad 2 annehmen darf. Eine solche Erweiterung kann aber
nicht existieren; dies erkennt man unmittelbar, wenn man ausnutzt,
dass positive reelle Zahlen eine Quadratwurzel in R und folglich alle
komplexen Zahlen eine Quadratwurzel in C besitzen. Wie man sieht,
stiitzt man sich auch bei dieser Schlussweise auf gewisse “analytische”
Gegebenheiten der reellen Zahlen.

Als weitere Anwendung diskutieren wir in 6.4 Konstruktionen mit
Zirkel und Lineal in der komplexen Zahlenebene. Eine genaue Analy-
se der Konstruktionsschritte, die man mit solchen Mitteln ausfithren
kann, zeigt, dass man beginnend mit den Punkten 0,1 € C lediglich
Punkte z € C konstruieren kann, zu denen es eine Galois-Erweiterung
L/Q mit z € L gibt, wobei der Grad [L : Q] eine Potenz von 2
ist. Insbesondere ist dann z algebraisch iiber Q, mit einem Grad, der
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ebenfalls eine Potenz von 2 ist. So kann etwa die Konstruierbarkeit
der Kubikwurzel /2 ausgeschlossen werden, und es folgt als Beispiel,
dass das antike Problem der Wiirfelverdoppelung mit Zirkel und Lineal
nicht 16sbar ist. Im Ubrigen werden wir auf die Untersuchungen von
C. F. Gauf$ zur Konstruierbarkeit regelméfliger n-Ecke eingehen.

6.1 Auflésbarkeit algebraischer Gleichungen

Wenn auch die Formeln zur Auflésung algebraischer Gleichungen vom
Grad 2 als simpel erscheinen mégen, so machen die entsprechenden For-
meln fiir die Grade 3 und 4, die wir in Abschnitt 6.2 herleiten werden,
bereits unmissverstandlich klar, dass es sich bei der Auflésung algebrai-
scher Gleichungen um ein kompliziertes Problem handelt. Im Ubrigen
werden wir sehen, dass es ab Grad 5 derartige allgemeine Auflosungs-
formeln aus prinzipiellen Griinden nicht mehr geben kann. Um die
Hintergriinde genauer analysieren zu kénnen, wollen wir zunéchst den
Begriff der Auflosbarkeit algebraischer Gleichungen prézisieren.

Definition 1. Eine endliche Korpererweiterung L/ K heiffit durch Ra-
dikale auflosbar, wenn es zu L einen Erweiterungskorper E sowie eine
Korperkette

K=FCFE, C..CE,=F

gibt, so dass E;.1 jeweils aus F; durch Adjunktion eines Elements des
folgenden Typs entsteht, namlich einer

(1) Einheitswurzel oder

(2) Nullstelle eines Polynoms X™ —a € E;[ X ] mit char K{n oder

(3) Nullstelle eines Polynoms des Typs XP — X —a € E;[ X ], wobei
p = char K > 0 gelte.

FEsist L/K dann notwendig separabel.
Hauptziel dieses Abschnitts ist es, die Auflosbarkeit durch Radi-

kale mit Hilfe der Auflosbarkeit von Galois-Gruppen (vgl. 5.4/3) zu
charakterisieren.
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Definition 2. Fine endliche Korpererweiterung L/K heifst auflosbar,
wenn es einen Oberkorper E D L gibt, so dass E/K eine endliche Ga-

lois- Erweiterung mit (im Sinne von 5.4/3) auflosbarer Galois- Gruppe
Gal(E/K) ist.

Man beachte bei dieser Definition, dass eine Galois-Erweiterung
L/K genau dann auflosbar ist, wenn die Galois-Gruppe Gal(L/K)
auflosbar ist. Kénnen wir ndmlich L/K zu einer endlichen Galois-
Erweiterung F/K mit auflosbarer Galois-Gruppe vergrofiern, so ist
Gal(L/K) nach 4.1/2 ein Quotient von Gal(E/K) und somit nach
5.4/8 ebenfalls auflosbar.

Die beiden Auflosbarkeitsbegriffe lassen sich in nahe liegender Wei-
se auf algebraische Gleichungen iibertragen. Ist f ein nicht-konstantes
(separables) Polynom mit Koeffizienten aus einem Korper K, so wéhle
man einen Zerfiallungskorper L von f iiber K. Wir sagen dann, dass die
algebraische Gleichung f(x) = 0 dber K auflésbar bzw. durch Radikale
auflosbar ist, wenn die Erweiterung L /K die entsprechende Eigenschaft
besitzt.

Als Néchstes wollen wir einige mehr oder weniger elementare Ei-
genschaften der beiden Auflosbarkeitsbegriffe behandeln.

Lemma 3. Es sei L/K eine endliche Korpererweiterung sowie F
ewn beliebiger Erweiterungskorper von K. Man bette L mittels eines
K-Homomorphismus in einen algebraischen Abschluss F von F ein,
vgl. 3.4/9, und bilde das Kompositum FL in F. Ist dann L/K auflosbar
(bzw. galoissch mit auflosbarer Galois-Gruppe, bzw. durch Radikale
auflosbar, bzw. ausschopfbar durch eine Korperkette des in Definition 1
genannten Typs), so gilt dasselbe auch fir die Erweiterung FL/F.

Lemma 4. Fiir eine Kette endlicher Korpererweiterungen K C L C M
ist M/ K genau dann auflosbar (bzw. durch Radikale auflosbar), wenn
M/L und L/K auflosbar (bzw. durch Radikale auflosbar) sind.

Beweis zu Lemma 3. Sei zundchst L/K auflosbar. Indem wir L ver-
grofern, diirfen wir L/K als galoissch mit auflésbarer Galois-Gruppe
Gal(L/K) annehmen. Dann ist auch F'L = F(L) eine endliche Galois-
Erweiterung von F. Da jedes o € Gal(FL/F) den Korper K festlasst,
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ist o(L) wieder algebraisch iiber K. Man erhilt folglich mittels 3.5/4
einen Restriktionshomomorphismus

Gal(FL/F) — Gal(L/K).

Dieser ist wegen F'L = F(L) injektiv, so dass die Auflosbarkeit von
Gal(FL/F) und damit von F'L/F aus 5.4/8 folgt. Ist andererseits L/ K
durch Radikale auflosbar bzw. durch eine Korperkette des in Defini-
tion 1 genannten Typs ausschopfbar, so gilt dies trivialerweise auch fiir
die Erweiterung F'L/F. O

Beweis zu Lemma 4. Wir beginnen wieder mit der Eigenschaft “auflos-
bar”. Sei zundchst M /K auflosbar. Indem wir M vergroBern, diirfen
wir M /K als galoissch mit auflosbarer Galois-Gruppe annehmen. Dann
ist definitionsgeméfl auch L/K auflésbar. Da weiter Gal(M/L) in
natiirlicher Weise als Untergruppe von Gal(M/K') aufzufassen ist, folgt
unter Verwendung von 5.4/8, dass auch M/L auflosbar ist.

In der Kette K C L C M seien nun M/L und L/K auflosbar.
In einem ersten Schritt wollen wir zeigen, dass beide Erweiterungen
als Galois-Erweiterungen mit auflosbaren Galois-Gruppen angenom-
men werden diirfen. Hierzu wihle man eine endliche Erweiterung L'
zu L, so dass L'/ K galoissch mit auflosbarer Galois-Gruppe ist. Unter
Benutzung von Lemma 3 diirfen wir dann L durch L’ und M durch
das Kompositum L'M (in einem algebraischen Abschluss von M) er-
setzen. Weiter finden wir eine endliche Erweiterung M’ von L'M, so
dass M’/ L’ galoissch mit auflosbarer Galois-Gruppe ist. Indem wir wei-
ter L' M durch M’ ersetzen, konnen wir im Folgenden annehmen, dass
M/L und L/K jeweils galoissch mit auflosbarer Galois-Gruppe sind.

Da M wohl separabel, aber nicht notwendig galoissch iiber K ist,
gehen wir zu einer normalen Hiille M’ von M /K iiber; vgl. 3.5/7. Es ist
dann M’/K eine endliche Galois-Erweiterung. Zur Konstruktion von
M’ betrachten wir alle K-Homomorphismen o: M — M in einen
algebraischen Abschluss M von M und definieren M’ als das Kompo-
situm aller o(M). Da L/K galoissch ist, hat man o(L) = L fiir alle
o, und es folgt, dass jede Erweiterung o(M)/L eine zu M/L isomor-
phe Galois-Erweiterung ist. Wir behaupten, dass die Galois-Gruppe
Gal(M'/K) und damit die Erweiterung M/K auflosbar ist. Um dies
einzusehen, betrachte man die surjektive Restriktionsabbildung
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Gal(M'/K) — Gal(L/K),

welche Gal(M'/L) als Kern hat; vgl. 4.1/2 (ii). Da Gal(L/K) auflosbar
ist, haben wir gemé$ 5.4/8 lediglich zu zeigen, dass Gal(M'/L) auflos-
bar ist. Letztere Gruppe lésst sich aber unter Benutzung von 4.1/12 (ii)
als Untergruppe des kartesischen Produktes

[[ Gal(o(n)/L)

o€Homg (M,M)

auffassen. Alle Gruppen Gal(o(M)/L) = Gal(c(M)/o(L)) sind kano-
nisch isomorph zu Gal(M /L) und daher auflosbar. Dann ist auch das
kartesische Produkt dieser Gruppen auflosbar, vgl. 5.4/9, und man
sieht mit 5.4/8, dass Gal(M’'/L) auflosbar ist. Dies beendet den Be-
weis von Lemma 4 fiir die Eigenschaft “auflésbar”.

Es bleibt noch der Fall “durch Radikale auflosbar” zu betrach-
ten. Ist M /K durch Radikale auflosbar, so gilt dies trivialerweise auch
fiir die Erweiterungen M /L und L/K. Sind umgekehrt M/L und L/K
durch Radikale auflosbar, so wihle man eine Erweiterung L'/ L, so dass
die Erweiterung L'/K durch eine Kette des in Definition 1 genannten
Typs ausgeschopft werden kann. Man bilde dann in einem algebrai-
schen Abschluss von M das Kompositum L'M, wobei L'M /L’ gemifl
Lemma 3 ebenfalls durch Radikale auflosbar ist. Trivialerweise ist dann
L'M /K durch Radikale auflosbar, und es folgt, dass auch M /K durch
Radikale auflosbar ist. OJ

Theorem 5. FEine endliche Korpererweiterung L/K ist genau dann
auflosbar, wenn sie durch Radikale auflosbar ist.

Beweis. Sei zunéchst L/ K als auflosbar vorausgesetzt. Indem wir L ver-
grofern, diirfen wir L/K als galoissch mit auflésbarer Galois-Gruppe
annehmen. Sei weiter m das Produkt aller Primzahlen g # char K, wel-
che den Grad [L : K] teilen, und sei F' ein Erweiterungskorper von
K, der durch Adjunktion einer primitiven m-ten Einheitswurzel ent-
steht. Die Erweiterung F//K ist dann per definitionem durch Radikale
auflosbar. Indem wir das Kompositum von F' und L in einem algebrai-
schen Abschluss von K bilden, konnen wir die Kette

KCcFCFL
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betrachten, und es geniigt zu zeigen (vgl. Lemma 4), dass F'L/F durch
Radikale auflosbar ist. Dabei wissen wir nach Lemma 3, dass F'L/F
auflosbar ist, ja sogar eine Galois-Erweiterung mit auflésbarer Galois-
Gruppe ist, da wir die entsprechende Eigenschaft fiir L /K vorausge-
setzt haben. Man wéhle nun eine Normalreihe

Gal(FL/F) =Gy > G D...DG,={1}

mit Faktoren, die zyklisch von Primzahlordnung sind; vgl. 5.4/7. Auf-
grund des Hauptsatzes der Galois-Theorie 4.1/6 korrespondiert hierzu
eine Korperkette

F=FCFC..CF,=FL,

wobei Fi,1/F; jeweils eine zyklische Galois-Erweiterung mit Primzahl-
grad, etwa p;, ist. Bemerkt man nun, dass [F'L : F'], etwa unter Be-
nutzung von 4.1/12 (i), ein Teiler von [L : K] ist, so erkennt man fiir
p; # char K| dass die Primzahl p; ein Teiler von m ist. Folglich enthélt
F und damit F; eine primitive p;-te Einheitswurzel. Nach 4.8 /3 entsteht
dann Fj,; aus F; durch Adjunktion einer Nullstelle eines Polynoms des
Typs XP —a € F;[X]. Andererseits sicht man im Falle p; = char K
mit 4.8/5, dass Fj;;; aus F; durch Adjunktion einer Nullstelle eines
Polynoms des Typs X? — X — a € F;[X] gewonnen wird. Insgesamt
ergibt sich, dass F'L/F und somit auch L/K durch Radikale auflosbar
ist.

Es sei nun L/K durch Radikale auflésbar. Dann existiert eine
Korperkette K = Ky € K; € ... C K, mit L C K, so dass die
Erweiterung K;1/K; jeweils vom Typ (1), (2) oder (3) im Sinne von
Definition 1 ist. Indem wir L vergroflern, diirfen wir L = K, annehmen.
Um nun zu zeigen, dass L/K auflosbar ist, reicht es geméf Lemma 4,
zu zeigen, dass jede Erweiterung K;,q/K; auflosbar ist. Mit anderen
Worten, wir diirfen annehmen, dass die Erweiterung L/K von der Form
(1), (2) oder (3) in Definition 1 ist. Nun sind aber Erweiterungen des
Typs (1) nach 4.5/7 und des Typs (3) nach 4.8/5 abelsche bzw. zy-
klische Galois-Erweiterungen und damit auflésbar. Sei also L/K eine
Erweiterung des Typs (2), d. h. es entstehe L aus K durch Adjunk-
tion einer Nullstelle eines Polynoms X" — ¢ € K [X] mit char K{n. Ist
F/K eine Erweiterung, die von einer primitiven n-ten Einheitswurzel
erzeugt wird, so bilde man das Kompositum von F und L in einem
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algebraischen Abschluss von L und betrachte die Kette K C F C FL.
Dann ist F'//K nach 4.5/7 als abelsche Galois-Erweiterung auflésbar
sowie F'L/F nach 4.8/3 eine zyklische Galois-Erweiterung, also eben-
falls auflosbar. Es folgt mit Lemma 4, dass F'L/ K und somit auch L/K
auflosbar ist, was zu zeigen war. 0

Korollar 6. Es sei L/K eine separable Korpererweiterung vom Grad
< 4. Dann ist L/K auflosbar, insbesondere also auch durch Radikale
auflosbar.

Beweis. Aufgrund des Satzes vom primitiven Element 3.6/12 ist L/ K
eine einfache Korpererweiterung, etwa L = K(a). Sei f € K[X] das
Minimalpolynom von a iiber K, und sei L’ ein Zerfallungskorper von f
iber K. Dann gilt grad f = [L : K] <4, und es lésst sich die Galois-
Gruppe Gal(L'/K) nach 4.3/1 als Untergruppe von S, auffassen. Da
G4 und damit alle ihre Untergruppen auflosbar sind (vgl. 5.4/5 und
5.4/8), so sind auch L'/K und L/K auflésbar. O

Korollar 7. Es existieren endliche separable Kérpererweiterungen, die
nicht durch Radikale auflosbar sind. Beispielsweise ist die allgemeine
Gleichung n-ten Grades fiir n > 5 nicht durch Radikale auflosbar.

Zum Beweis geniigt es zu wissen, dass die allgemeine Gleichung
n-ten Grades fiir n > 2 die volle Permutationsgruppe &,, als Galois-
Gruppe besitzt; vgl. Abschnitt 4.3, Beispiel (4). Da &,, geméaf} 5.4/5 fiir
n > 5 nicht auflosbar ist, sieht man mit Theorem 5, dass die zugehorige
Erweiterung L/K in diesem Falle nicht durch Radikale auflosbar sein
kann. O

Wir wollen das Beispiel (4) aus Abschnitt 4.3 noch einmal reka-
pitulieren. Man ging dort von einem Korper k£ aus und betrachtete
den rationalen Funktionenkorper L = k(T4,...,T,) in den Variablen
Ty,...,T,. Auf L liel man die Gruppe &,, durch Permutieren der T;
operieren, wobei sich L als Galois-Erweiterung iiber dem zugehori-
gen Fixkorper K mit Galois-Gruppe Gal(L/K) = &,, herausstellte.
Der Fixkorper selbst ergab sich als Korper K = k(sy,...,S,), wobei
S1,...,8, die elementarsymmetrischen Polynome in T7,...,7, sind.
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Weiter hatten wir gesehen, dass L ein Zerfallungskorper des Polynoms
f=X"— s X"+ ...+ (-1)"s, € K[X] ist. Da die Elemente
S1,...,8, € K aufgrund des Hauptsatzes iiber symmetrische Polyno-
me 4.3/5 bzw. 4.4/1 algebraisch unabhéngig iiber k sind, kann man
die Koeffizienten —s1, ..., (—1)"s, auch als Variablen iiber £ ansehen.
Somit kann man im Fall n > 5 sagen, dass fiir Variablen ¢y, ..., ¢, iiber
k die allgemeine Gleichung n-ten Grades ™ + cia™ ' 4+ ... 4+ ¢, = 0
iiber dem rationalen Funktionenkérper K = k(cy,...,c,) nicht durch
Radikale auflosbar ist.

Konkreter kann man natiirlich die Frage stellen, ob es auch {iber
dem Korper @Q Gleichungen gibt, die nicht durch Radikale auflosbar
sind. Einige Aspekte dieser Fragestellung sollen im Folgenden studiert
werden, wobei wir allerdings nur Gleichungen von Primzahlgrad be-
trachten werden. Wir beginnen mit zwei Hilfsresultaten iiber Permuta-
tionen, welche wir anschliefend auf Galois-Gruppen anwenden wollen.

Lemma 8. Fir eine Primzahl p sei G C &, eine Untergruppe, welche
transitiv auf {1,...,p} operiere. Dann enthilt G eine Untergruppe
H der Ordnung p. Ist G auflosbar, so ist H eindeutig bestimmt und
insbesondere ein Normalteiler in G.

Beweis. Da G transitiv auf {1,...,p} operiert, gibt es bei dieser Ope-
ration lediglich eine G-Bahn. Diese besteht aus p Elementen, und man
sieht etwa mit 5.1/6, dass p ein Teiler von ord G ist. Da p? kein Teiler
von p! ist, also die Ordnung von &, nicht teilt, kann p? auch kein Teiler
von ord G sein. Es enthélt G daher eine Untergruppe H der Ordnung
p, nédmlich eine p-Sylow-Gruppe, vgl. 5.2/6.

Nehmen wir nun an, dass G auflésbar ist, so gibt es nach 5.4/7 eine
Normalreihe G = Gy 2 ... 2 G,, = {1}, deren Faktoren zyklisch von
Primzahlordnung sind. Wir wollen per Induktion zeigen, dass G, fiir
i < n jeweils transitiv auf {1, ..., p} operiert. Fiir i = 0 ist dies voraus-
gesetzt, sei also ¢ > 0. Da G; ein Normalteiler in GG;_; ist, ergibt sich
fir g € G;—; und x € {1,...,p} die Gleichung g(G;z) = G;(gx). Dies
bedeutet, dass G;_; auf den G;-Bahnen von {1,...,p} operiert und,
wenn wir nach Induktionsvoraussetzung annehmen, dass G;_; tran-
sitiv auf {1,...,p} operiert, dass alle G;-Bahnen von {1,...,p} die
gleiche Ordnung haben. Sind also By, ..., B, die Bahnen der Aktion
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von G; auf {1,...,p}, so folgt p = 22:1 ord B, = r - ord By, woraus
sich r = 1 oder ord By = 1 ergibt. Fiir i < n ist aber G; # {1} und
daher ord B, > 1, so dass r = 1 folgt. Es gibt also nur eine Bahn
beziiglich der Aktion von G, d. h. G; operiert transitiv auf {1,...,p}.
Als Konsequenz enthélt G; fiir ¢ < n stets eine Untergruppe der Ord-
nung p, wie wir oben gezeigt haben. Insbesondere ist daher G,,_; selbst
von der Ordnung p, denn G,,_; ~ G,,_1/G,, ist von Primzahlordnung.

Mittels wiederholter Anwendung des Satzes von Lagrange 1.2/3
zeigt man ord G = H?:_Ol ord G;/G;y1. Da p ein Teiler von ord G ist,
nicht aber p?, gilt p # ord G;/Gyyq fiir i = 0,...,n — 2. Ausgehend
von H C Gy schlieft man hieraus in induktiver Weise H C G, fiir
1 =20,...,n— 1. Hat man ndmlich H C G; fiir ein i < n — 2, so ist die
kanonische Abbildung

H— G, — Gi/Gi-H

wegen p{ord G;/G,y trivial, und es folgt H C G;y;. Insbesondere
erhdlt man H C G,,_; und damit H = G,_;. Dies zeigt die Eindeu-
tigkeit von H. Dann ist H aber auch invariant unter der Konjugation
mit Elementen aus GG und folglich ein Normalteiler in G. OJ

Lemma 9. Es sei G in der Situation von Lemma 8 eine auflisbare
Gruppe. Besitzt dann ein Element 0 € G als bijektive Selbstabbildung
von {1,...,p} zwei verschiedene Fizpunkte, so folgt o = id.

Beweis. Nach Lemma 8 gibt es in G einen Normalteiler H der Ord-
nung p. Notwendigerweise ist H dann zyklisch von der Ordnung p und
wird von einem Element 7 € G C G, erzeugt. Indem man 7 als Pro-
dukt elementfremder Zyklen schreibt, vgl. 5.3/1 (ii), und ord7w = p
benutzt, sieht man, dass 7 ein p-Zyklus ist, etwa 7 = (0,...,p — 1),
wobei wir aus schreibtechnischen Griinden &, als Gruppe der Permu-
tationen der Elemente 0, ...,p — 1 auffassen. Sei nun o € G eine Per-
mutation mit zwei verschiedenen Fixpunkten. Durch Umnummerieren
konnen wir dann annehmen, dass einer dieser Fixpunkte das Element
0 ist. Seien also 0,7 mit 0 < ¢ < p zwei Fixpunkte von o. Da H ein
Normalteiler in G ist, gehort das Element

comoo ' =(c(0),...,0(p—1))
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wiederum zu H, lédsst sich also als Potenz 7" mit 0 < r < p schreiben,
etwa

(0(0),...,0(])—1)) = (O,ﬁ,...,r-(p—l)),

wobei 7 - j jeweils den Rest in {0,...,p — 1} bezeichnet, wenn man
r - j durch p teilt. Wegen o(0) = 0 und o (i) = i folgt r -7 = i, bzw.
7i =1 -1 =i in Z/pZ. Hieraus ergibt sich 7 = 1 und damit r = 1, denn
1 ist wegen 0 < i < p eine Einheit in Z/pZ. Somit hat man o = id. O

Wir wollen nun die Aussage von Lemma 9 im Sinne der Galois-
Theorie interpretieren.

Satz 10. Es sei K ein Korper und f € K[X] ein irreduzibles se-
parables Polynom von primem Grad p. Die zugehdrige Galois-Gruppe
set auflosbar. Ist dann L ein Zerfdllungskorper von f iber K und sind
a, B € L zwei verschiedene Nullstellen von f, so gilt L = K(«, 3).

Beweis. Es ist L/K eine Galois-Erweiterung mit G = Gal(L/K) als
Galois-Gruppe, die zugleich die Galois-Gruppe des Polynoms f ist.
Jedes Element ¢ € G induziert eine Permutation der Nullstellen
ai,...,a, von f, und wir konnen G deshalb als Untergruppe der Per-
mutationsgruppe &, auffassen, vgl. 4.3/1. Da f irreduzibel ist, gibt
es zu je zwei Nullstellen «, 5 von f ein 0 € G mit o(a) = §, und
die Aktion von G auf {oy,...,q,} ist transitiv. AuBerdem ist G nach
Voraussetzung auflosbar, erfiillt also die Voraussetzungen zu Lemma 9.
Gilt daher o # 5 und ist o € G ein Automorphismus von L, welcher
auf K (o, () trivial ist, so hat o als Permutation von ay,..., o, zwei
verschiedene Fixpunkte, ndmlich o und 3, und ist folglich die Identitét.
Deshalb ergibt sich Gal(L/K (a, 8)) = {1} und somit L = K(«, /5) auf-
grund des Hauptsatzes der Galois-Theorie 4.1/6. 0

Mittels Satz 10 kann man nun eine ganze Reihe von nicht-auflosba-
ren endlichen Korpererweiterungen von Q konstruieren. Ist namlich
f € Q[X] irreduzibel mit primem Grad p > 5 und besitzt f mindes-
tens zwei reelle sowie eine nicht-reelle Nullstelle in C, so kann die Glei-
chung f(z) = 0 nicht auflosbar sein. Anderenfalls kénnte man namlich
mit Satz 10 schlielen, dass der Zerfallungskorper von f in C reell ist,
im Widerspruch zu der Tatsache, dass f nicht-reelle Nullstellen besitzt.



350 6. Anwendungen der Galois-Theorie

Als Beispiel betrachte man etwa fiir Primzahlen p > 5 das Polynom
f=XP—4X +2 € Q[X]. Dieses ist irreduzibel aufgrund des Eisen-
steinschen Irreduzibilitdtskriteriums 2.8/1. Weiter sieht man mittels
Kurvendiskussion, dass f genau 3 reelle Nullstellen hat. Folglich ist die
zugehorige Galois-Gruppe nicht auflésbar. Speziell fiir p = 5 kann man
dies auch anders einsehen, indem man zeigt, dass die Galois-Gruppe G
zu f = X5 —4X + 2 isomorph zu &j ist. Fassen wir G ndmlich gemif3
4.3/1 als Untergruppe von S5 auf, so enthdlt G etwa nach Lemma 8
ein Element der Ordnung 5, also einen 5-Zyklus. Weiter permutiert die
komplexe Konjugation die beiden nicht-reellen Nullstellen von f, wobei
die 3 iibrigen Nullstellen invariant bleiben, da sie reell sind. Es enthélt
daher G auch eine Transposition. Dann folgt aber bereits G = Gs;
vgl. Aufgabe 7 aus Abschnitt 5.3. Mit dieser Argumentation kann man
allgemeiner zeigen, dass es zu jeder Primzahl p ein irreduzibles Poly-
nom f € Q[X] vom Grad p gibt, dessen zugehérige Galois-Gruppe
isomorph zu &, ist; vgl. Aufgabe 5.

Aufgaben

1. Es sei K ein Korper und f € K[X] ein nicht-konstantes separables
Polynom. Sei Ko der kleinste Teilkdrper von K, der alle Koeffizienten
von f enthdilt. Welche Beziehung besteht zwischen der Auflésbarkeit der
Gleichung f(x) = 0 dber K und iber Ko?

2. Es sei K ein Kirper und f € K[X] ein separables nicht-konstantes
Polynom. In dlterer Terminologie nennt man die algebraische Glei-
chung f(x) = 0 metazyklisch, wenn sie sich auf eine Kette zykli-
scher Gleichungen zurickfiihren ldsst. Genauer bedeutet dies folgendes:
Ist L ein Zerfillungskorper von f iber K, so gibt es eine Kdorperket-
te K=KyCK|C...CK, mit L C K, und der Eigenschaft, dass
Ki+1/K; jeweils eine Galois-Erweiterung zu einer zyklischen Gleichung
ist, also mit zyklischer Galois-Gruppe. Man zeige, dass die Gleichung
f(x) = 0 genau dann metazyklisch ist, wenn sie auflosbar (bzw. durch
Radikale auflosbar) ist.

3. Man bestimme die Galois-Gruppe des Polynoms
XT-8X° —4X*+2X° —4X%+2€ Q[X]

und entscheide, ob diese auflosbar ist oder nicht.
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4. Man entscheide, ob die Gleichung
7 5 10 yv3 2 _
X'+4X° — 7 X° —4X +57=0
mit Koeffizienten aus Q durch Radikale auflésbar ist oder nicht.

5. Man zeige, dass es zu jeder Primzahl p > 5 ein irreduzibles Polynom
fp € Q[X] mit grad f, = p gibt, dessen zugehorige Galois-Gruppe (iiber
Q) isomorph zu &, ist. (Hinweis: Man gehe aus von einem separablen
Polynom h, € Q[X] vom Grade p, welches genau zwei nicht-reelle Null-
stellen besitzt, und approximiere h, durch ein geeignetes irreduzibles
Polynom f,. Man benutze dabei, dass sich die Nullstellen von A, bei
stetiger Abénderung der Koeffizienten von h,, ebenfalls in stetiger Weise
dndern.)

6. Fiir eine Primzahl p betrachte man die Gruppe S(F,) der bijektiven
Selbstabbildungen F,, — F,, des Korpers F, = Z/pZ. Ein Element
o € S(Fp) heiBe linear, wenn es a,b € F), gibt mit o(z) = az +b fiir alle
z € F), wobei dann notwendigerweise a # 0 folgt. Eine Untergruppe
G C S(Fp) heile linear, wenn alle Elemente o € G linear sind. Schlief3-
lich nennen wir eine Untergruppe G C 6, linear, wenn es eine Bijektion
{1,...,p} — F, gibt, unter welcher G zu einer linearen Untergruppe
von G, korrespondiert. Man zeige:

(i) Ist 0 € S(F,) linear und besitzt ¢ mindestens zwei verschiedene
Fixpunkte, so gilt o = id.
(ii) Jede Untergruppe G C &,, welche auflosbar ist und transitiv auf
{1,...,p} operiert, ist linear.
(iii) Jede lineare Untergruppe G C &, ist auflosbar.

(iv) Die Galois-Gruppe eines irreduziblen Polynoms vom Grad p ist
linear, sofern sie auflosbar ist.

6.2 Algebraische Gleichungen vom Grad 3 und 4*

Es sei K ein Korper, f € K[X] ein separables normiertes Polynom
und L ein Zerfallungskorper von f iiber K. Wie wir gesehen haben,
ist die algebraische Gleichung f(z) = 0 genau dann durch Radikale
auflosbar, wenn die zugehorige Galois-Gruppe Gal(L/K) auflésbar im
gruppentheoretischen Sinne ist. Letzteres ist dquivalent zur Existenz
einer Normalreihe
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Gal(L/K) :GQDGlD...DGr:{l}

mit (endlichen) zyklischen Faktoren; vgl. 5.4/7. Gehen wir nun von
einer solchen Normalreihe aus, so korrespondiert hierzu aufgrund des
Hauptsatzes der Galois-Theorie 4.1/6 eine Korperkette

K=FCFE C..CE =1L,

derart dass F;/E;_q fir ¢ = 1,...,r eine zyklische Erweiterung mit
Galois-Gruppe G;_1/G; ist. Den Schliissel zur Auflosung der Gleichung
f(z) = 0 liefert in dieser Situation die in 4.8/3 (i) gegebene Charakteri-
sierung zyklischer Erweiterungen: Unter der Voraussetzung, dass F;_;
eine Einheitswurzel der Ordnung n; = [E; : E;_;] enthélt und char K
den Grad n; nicht teilt, entsteht E; aus E; ; durch Adjunktion einer
n;-ten Wurzel eines Elementes ¢; € E;, wobei ¢; allerdings in nicht-
konstruktiver Weise mit Hilfe von Hilberts Satz 90 bestimmt wird.
Um nun fiir konkretes f zu Losungsformeln der Gleichung f(z) = 0
zu gelangen, miissen wir wie beschrieben vorgehen und gleichzeitig ver-
suchen, die auftauchenden Korpererweiterungen explizit zu beschrei-
ben. Wir interessieren uns lediglich fiir Polynome f der Grade 2, 3
und 4 und fassen dementsprechend die Galois-Gruppe Gal(L/K) als
Untergruppe von Gy, &3 bzw. &4 auf. Fiir diese Permutationsgruppen
stehen folgende Normalreihen mit zyklischen Faktoren zur Verfiigung:

S, 3912:{1},
63 szlg D) {1},
6439[43%4333{1}.

Dabei bezeichnet 2L, jeweils die alternierende Gruppe, U, die Kleinsche
Vierergruppe, sowie 3 eine zyklische Untergruppe der Ordnung 2 in Uy;
vgl. Abschnitt 5.3.

Es seien nun zq,...,x, € L die Nullstellen von f. Wir kénnen
die Galois-Gruppe Gal(L/K) dann als Untergruppe von &,, auffassen.
Nehmen wir fiir einen Moment Gal(L/K) = &,, an und betrachten
2(,, als Untergruppe von Gal(L/K), so ldsst sich der zugehorige Zwi-
schenkorper E; von L/ K relativ leicht explizit beschreiben. Man nennt

A = §% mit

i<j
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die Diskriminante des Polynoms f; vgl. Abschnitt 4.4. Es gilt A # 0,
da f als separabel vorausgesetzt war. Weiter ist A invariant unter al-
len Permutationen m € &,, und gehort folglich zu K. In Abschnitt 4.4,
vgl. insbesondere 4.4/10, haben wir genauer gezeigt, wie man A aus
den Koefhizienten von f berechnen kann. Gilt char K # 2, so ist im
Ubrigen die Quadratwurzel § zu A genau dann invariant unter einer
Permutation 7 € G,,, wenn 7 gerade ist, also zu 2,, gehort. Dies bedeu-
tet K(\/Z) C L* = E; und wegen VA € K sogar K(\/Z) = F;. Der
Schritt &,, D 2, wird folglich fiir char K # 2 auf der Kérperseite durch
die Adjunktion einer Quadratwurzel der Diskriminante A realisiert.

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wollen wir uns nun den
speziellen Auflosungsformeln fiir algebraische Gleichungen f(z) = 0
vom Grad < 4 zuwenden, wobei wir f als nicht notwendig irreduzibel
oder separabel annehmen. Voraussetzungen an die Charakteristik von
K werden aber garantieren, dass der Zerfallungskorper L von f stets
separabel und damit galoissch iiber K ist. Wir beginnen mit einem
Polynom f € K[X] zweiten Grades, etwa

f=X*+aX +0,

wobei char K # 2 gelte. Man konnte wie iiblich schnell mit Hilfe
der quadratischen Ergénzung zum Ziel gelangen. Wir wollen aber,
wie oben angedeutet, die Diskriminante benutzen. Es sei also L ein
Zerfallungskorper von f {iber K, und xy, x5 seien die Nullstellen von
f in L. Die Diskriminante von f berechnet sich zu A = a? — 4b. Es ist
dann 6 = x; — x5 eine Quadratwurzel zu A, und es gilt 1 + x5 = —a,
also
z1 = 3(—a+9), Ty = 3(—a—9),

a a?
SR A
=Ty 1

Dies sind die bekannten Losungsformeln fiir quadratische Gleichungen.
Als Néchstes wollen wir ein Polynom f € K[X] dritten Grades
betrachten, etwa

bzw.

f=X*+aX?+0bX +c,

wobei wir char K # 2,3 voraussetzen. Mittels kubischer Ergénzung,
man ersetze X durch X — %a, konnen wir annehmen, dass f von der
etwas einfacheren Gestalt
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f=X+pX +q

ist. L sei wieder ein Zerfallungskorper von f, und xq, 29,23 seien
die Nullstellen von f in L. Die Diskriminante von f bestimmt sich
zu A = —4p3 — 27¢%; vgl. die Rechnung im Anschluss an 4.4/10. Zur
Losung der Gleichung f(z) = 0 ist es niitzlich, sich zundchst den Fall
Gal(L/K) = &,, anzuschauen, den wir als den generischen Fall be-
zeichnen. Unsere Rechnungen sind jedoch, wie wir sehen werden, fiir
beliebige Galois-Gruppen Gal(L/K) giiltig.

GeméB der Normalreihe &3 D 3 D {1} adjungieren wir zunéchst
zu K eine Quadratwurzel

0= ([L’l — .’ﬂQ)(QZ’l — [L'g)(.’ﬂg — 33’3) = \/Z

der Diskriminante A. Im generischen Fall, den wir fiir einen Moment
verfolgen wollen, ist L/K(0) dann eine zyklische Galois-Erweiterung
vom Grad 3. Motiviert durch die Voraussetzungen in 4.8/3 (i) adjun-
gieren wir weiter eine primitive dritte Einheitswurzel ¢ zu K(0) bzw.
K und setzen der Einfachheit halber von nun an { € K voraus. Es ent-
steht dann L/K(0) durch Adjunktion einer dritten Wurzel eines Ele-
mentes aus K (). Eine Zuriickverfolgung der Konstruktionen in 4.8/3
und 4.8/1 zeigt, dass man diese Wurzel als so genannte Lagrangesche
Resolvente

(¢, z) =z +Co(x) + (o’ (x)
mit einem geeigneten Element z € L wéhlen kann; o ist dabei ein
erzeugendes Element der zyklischen Gruppe Gal(L/K(4)).
Da ein spezielles Element x wie gerade beschrieben nicht in kano-
nischer Weise zur Verfiigung steht, nutzen wir die Nullstellen 1, x5, x3,
um “Resolventen” durch

(1,%) =1+ 22+ 23 = 0,
(¢, ) = a1 + g + (P,
(% 2) = 21+ Cag + Ca
zu erkliaren; zur Motivation diirfen wir uns z = z, o(z) = x5 und

o%(x) = x3 vorstellen. Indem wir benutzen, dass die primitiven dritten
Einheitswurzeln

(0) (=—5+3V=3,  (=-i-1V=3
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Nullstellen des Kreisteilungspolynoms &3 = X2 + X + 1 € Z[X] sind,
konnen wir die Nullstellen x1, xo, z3 von f wie folgt ausdriicken:

I = %(( ,SL’) + (CZ,QJ)),
(1> T2 = %(CQ(C,Lﬁ) + C(CQ,J?)),
r3 = 3(C(¢ ) + (¢ ).

Unser Ziel ist es daher, die genannten Resolventen zu bestimmen. Da
die Erweiterung L/K(0) im generischen Fall 23 als Galois-Gruppe be-
sitzt, sind die dritten Potenzen der Resolventen (¢, z), (¢?, z) invariant
unter Gal(L/K(6)) und folglich enthalten in K(§). Wir wollen dies
auch durch Rechnung nachpriifen. Mit

5 = (.Tl — IQ)(ZEl — .Tg)(l'g — ZE3)

2 2 2 2 2 2
=TT + X523 + X301 — TIT3 — THX1 — T3T2
und (0) ergibt sich unabhéngig vom generischen Fall

(¢ 2)® =2 + 23 + 23 + 3¢ (52w + 2225 + 2221
+ 3¢ (233 + 23w1 + 2572) + 6217073
=27 - %Zi;ﬁj wix; + 6x119w3 + %\/ —3-0.

Dabei ist die spezielle Wahl der Quadratwurzel v/—3 ohne Belang. Er-
setzen von \/—3 durch —/—3 bewirkt eine Vertauschung der GroBen ¢
und ¢? bzw. ((,z) und (¢?, z). Insbesondere lisst sich (¢?, )3 berech-
nen, indem man in der obigen Formel v/—3 durch —v/—3 ersetzt.

Wir wollen (¢, z)? als symmetrische Funktion in x1, 2, x3 auffassen
und durch die elementarsymmetrischen Polynome

o1 = s1(x1, 2, 23) = 1 + T2 + 3 = 0,
0y = So(T1, Te, T3) = T 1Ty + 123 + TaTz = D,

03 = 33(37173527353) = 212273 = —(q

ausdriicken, um eine Darstellung in den Koeffizienten p, g der betrach-
teten Gleichung zu erhalten. Dabei benutzen wir das Verfahren aus
dem Beweis zu Satz 4.3/5.
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(¢ 2)° = 3,2) — %Zi;ﬁj w?x; + 6riwowy 4+ 3/=3-6
0‘? = Za:f’ + 3ZZ¢]$3$] + 6.T1[L'2.CE3
- %Zi;ész?xj + %\/__36
—30102 = - %Z#jx?xj - %$1x2$3
Triwaxs + 5v/=3-6
z0-3 = lefﬂgwg

2

5/°3-6

Folglich erhélt man (¢,z)® = o} — S0109 + Zo3 + 3/=3 - §, mithin
wegen 01 = 0 und 03 = —¢q

(2) (Ca)=—Zg+2V=3-6=—-Zq+27,/(2)3 + (2)2,
sowie entsprechend
(3) (o) =-Zq-3V=3-0=-Lq-27,/(2)% + (1)

Die Resolventen (¢, z) und (¢?, z) sind durch diese Gleichungen bis auf
eine dritte Einheitswurzel bestimmt. Die Gleichungen (1) fiir x1, zo, x3
zeigen weiter, dass man ((,z) durch (¢, z) ersetzen darf, wenn man
gleichzeitig (¢%,x) durch ¢%((?,z) ersetzt. Dies liisst vermuten, dass
die dritten Wurzeln beim Losen der Gleichungen (2) und (3) nicht
unabhéngig voneinander gewahlt werden diirfen, wenn man mittels (1)
zu Losungen der Gleichung 2® 4+ px 4+ ¢ = 0 gelangen mochte. In der
Tat, es besteht die Beziehung

(¢ 2) (P 2) = (21 + (g + Cas) (21 + oy + (a3)
=27+ 25 + 25 + (C+ ) (2122 + 1123 + ToT3)

= Jf — 309 = —309 = —3p,

welche diesen Sachverhalt bestétigt. Folglich konnen wir feststellen:

Satz 1 (Cardanosche Formeln). Es sei K ein Korper der Charakteristik
char K # 2,3. Fir p,q € K werden die Lisungen der algebraischen
Gleichung x + px + q¢ = 0 gegeben durch
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ry=u-+, zo = CPu+ (v, z3 = Cu+ .

Dabei ist ( € K eine beliebige primitive dritte Finheitswurzel, sowie

wobei die dritten Wurzeln mit der Nebenbedingung uv = —ép 2u wahlen
sind.

Beweis. FErsetzt man bei den vorstehenden Ausdriicken w,v durch
Cu, C*v bzw. C*u, (v, so bewirkt dies lediglich eine Permutation von
x1, Ty, r3. Wir diirfen daher ohne Einschrankung v = %(C,x) sowie
v o= %(CQ,x) annehmen. Die im Satz angegebenen Groflen i, xy, 73
stimmen dann aufgrund der Formeln (1) mit den Losungen der Glei-
chung 23 + pz + ¢ = 0 iiberein. O

Wir wollen schliefilich noch ein Polynom vierten Grades f € K[X]
betrachten, etwa

f:X4+pX2+qX+r,

wobei wir wiederum char K # 2,3 voraussetzen. Der Allgemeinfall
ldsst sich wie iiblich durch eine Substitution des Typs X — X — ic
auf diesen Spezialfall zuriickfithren. Es seien w1, x5, x3, x4 die Nullstel-
len von f in einem Zerfallungskorper L von f iiber K; diese erfiillen
dann die Relation z; + 29 + x5 + z4 = 0. Ahnlich wie bei Polyno-
men dritten Grades orientieren wir uns bei unseren Uberlegungen an
dem generischen Fall Gal(L/K) = &,. Zusétzlich sei hierbei vorausge-
setzt, dass x1, xo, x3 algebraisch unabhéngig iiber dem Primkorper von
K sind. Dieser generische Fall wird beispielsweise realisiert, wenn wir
die allgemeine Gleichung vierten Grades auf die hier betrachtete Form
transformieren. Man beachte jedoch, dass die nachfolgend ausgefiihrten
Rechnungen unabhéngig von diesen speziellen Voraussetzungen giiltig
sind.

Im generischen Fall kénnen wir die bereits oben erwéhnte Normal-

reihe
Sy DAL DYy D 3D {1}

sowie die hierzu korrespondierende Korperkette
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betrachten. Wie iiblich gilt L* = K(§) fiir eine Quadratwurzel § der
Diskriminante A von f, wobei man

A = 144pg*r — 128p*r? — 4p3¢® + 16p*r — 27¢* + 2561°

mittels 4.4/10 ausrechnet. Wir werden dies allerdings nicht weiter
benstigen. Die Erweiterung L% /L% ist vom Grad 3 und wird erzeugt
durch ein beliebiges Element aus L¥*, welches nicht zu L** gehort,
beispielsweise von

21 = (ZEl + Ig)([ﬁg + l’4) € L.

Um dies einzusehen, beachte man, dass z; nicht von der Permutation
(1,2,3) € A, festgelassen wird. Andererseits ist z; invariant unter al-
len Elementen in U4 und, zusétzlich, unter den Permutationen (1,2),
(3,4), (1,3,2,4) und (1,4,2,3). Insgesamt handelt es sich dabei um
die Elemente der Isotropiegruppe von z; in S4. Mittels 5.1/6 sehen
wir sodann, dass die Bahn von z; in &, aus genau den folgenden drei
Elementen besteht:

21 = (21 + x2) (23 + 24),
Z9 = (ZEl -+ Ig)(ZEQ + l’4),

Z3 = (-fﬁl + Z’4)(.CE2 + Z’g).

Insbesondere sind 21, 29, 23 die Wurzeln einer Gleichung dritten Grades
mit Koeffizienten aus K, namlich von

23 — b122 +b22— bg = 0,

wobei by, by, b3 die elementarsymmetrischen Polynome in 21, 25, 23 sind,
1
also

! Bei den nachfolgenden Summationen variieren die Indizes jeweils in {1, 2, 3,4}.
Unterschiedliche Indizes diirfen innerhalb einer Summe nur paarweise verschiedene
Werte annehmen.
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b1221+22+23 :25 Tilyj,
i<j
2.2 2
b2 = Z1%9 + 2123 + 29023 = E l’iﬂfj +3 E T; LTk + 6$1$2$3$4,
1<J %
i<k
3,.2 3
by = z12923 = E T; Tk + 2 E Ty T T,y
1,5,k Lt
j<k<l
2,2, 2 2.2
+2 g rixjry +4 E T XTI
i<j<k i<j

k<l

Es sind by, by, bg symmetrische Funktionen in x4, x5, 3, x4, und wir wol-
len diese als Funktionen in den elementarsymmetrischen Polynomen

01 = 31($1,5E2,$3a$4) = ZZ o =0,
09 = 82(I1,$2,ZE3,$4) = Ziq T =D
03 = 53($1,$2,$3,$4) = Zi<j<k TiljTp = —(,
04 = 84(T1, T2, T3, Ty) = T1T2T3T4 =r

schreiben, damit wir die b; durch die Koeffizienten p, ¢, r unserer Glei-
chung ausdriicken kénnen. Zunéchst gilt by = 205 = 2p. Fiir by fithren
wir folgende Rechnung durch, wobei wir wieder das Verfahren aus dem
Beweis zu Satz 4.3/5 benutzen:

by = E m?w? + 3 E m?xjxk + 6x1T2T3%4

J
2 _ 2,2 2
05 = g r;r; + 2 g T;T;xy + 611727374
J
E xija:k
K
i<k
0103 — E x?a:ja:k + 4$1I2$3$4
K
i<k
— 4I1$‘2[L‘3I4
—40'4 = — 4I1$‘2[L‘3I4

0
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Dies ergibt by = 03 + 0103 — 404 = p? — 47 wegen o, = 0. SchlieBlich
stellen wir noch b3 mittels o1, 09, 03, 04 dar:

bgzg xfx?a:k+2 E TP +2 E xfx?xzj%g xfx?xkxl

1,7,k i i<j<k i<j
j<k<l k<l
3,2 3 2.2 2 2.2
010903= Tk +3 E T;T T+ E xi.:cjxk+82 T TET
i,k i i<j<k i<j
j<k<l k<l
— g iR — E m?w?mi —4 g x?m?wkxl
1 1<j<k 1<j
j<k<l k<l
—0%04: — g x?:pjxkxl —25 xfm?a:ka:l
i i<j
j<k<l k<l
2.2 2 2.2
— E T;xjTyE —2 g T2 Ty
i<j<k i<j
k<l
2 2.2 2 2.2
—03= — E TyxiTy —2 g T TET
i<j<k 1<j
k<l
0
Hieraus folgt by = 010903 — 0304 — 0§ = —¢?, wiederum wegen o, = 0,

und wir erkennen unabhéngig von den Voraussetzungen des generi-
schen Falls z1, 29, 23 als die Losungen der Gleichung

22+ (P —4r)z + ¢ =0.

Diese Gleichung wird auch als kubische Resolvente der Gleichung vier-
ten Grades bezeichnet; ihre Losungen 2z, 29, 23 konnen mittels der Car-
danoschen Formeln bestimmt werden.

Im generischen Fall, den wir im Folgenden weiter betrachten, er-
kennt man U, als diejenige Untergruppe von &,, welche die Ele-
mente zi, 29, 23 festlisst. Dies bedeutet Gal(L/K(z1,z29,23)) = Uy
sowie K (z1,22,23) = LY. Um nun von K(21,2,23) zu L zu gelan-
gen, sind zwei Quadratwurzeln zu adjungieren, etwa geméafl der Kette
0, O 3 D {1}. Es ist 1 + x5 invariant unter den Elementen (1) und
(1,2)(3,4) von Yy, nicht aber unter den iibrigen Elementen von .
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Folglich besitzt z1 + x5 den Grad 2 iiber K(z1, 29, 23). In der Tat, un-
abhingig hiervon gilt

($1+l’2)($3+l’4):21, $1+$2+$3+$4:0,

also
$1+$2:\/—21, $3+l’4: —V —Z1,

bei Wahl einer geeigneten Quadratwurzel zu —z;. Entsprechend hat
man

T1+ T3 =/ —29, To+ Xy = —/—29,
T1+ Ty =/ —23, To + X3 = —+/—23,

sowie als Konsequenz

2= 3 V=E v =m + V=),
I2=%( V=21 — V-2 — V—23),
wsZ%(—\/—Z1+\/—Z2—\/ 23),
$4=%(—\/—21 V=2V —23).

Ahnlich wie bei den kubischen Gleichungen ergibt sich die Frage nach
der speziellen Wahl der benotigten Wurzeln zu —z1, —z29, —23. Es gilt

(1 + @2) (@1 + 23) (21 + 24) = 27 (1 + o + T3 + Ta) + D1 Tl Tk
= Zi<j<k LiLj Lk

Wir sehen also, dass wir zur Beschreibung der Nullstellen x1, xo, 23, 24
die Quadratwurzeln \/—z1, v/—22, /—23 mit der Nebenbedingung

V=2V=2n V-zm=—

wéhlen miissen. Als Konsequenz erhalten wir:

Satz 2. Es sei K ein Korper mit char K # 2,3. Fir p,q,r € K werden

die Lisungen der algebraischen Gleichung x*+px?®+qx+r = 0 gegeben
durch
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$1=%( \/—Z1+\/—Z2+\/ 23),
IEQZ%( \/—21—\/—22 3)7
T3 = %(—\/—21 + V=2 —V/—23),
174:%(—\/—21 \/—22+\/ 23).

Dabei sind zy, 29, z3 die Losungen der kubischen Resolvente
2= 2p2 + (p* —4r)z+¢* =0,
und es sind die Quadratwurzeln mit der Nebenbedingung

V=2 V=2n V-zm=—

zu wdahlen.

Abschlieend bemerken wir noch, dass wegen

21 — 2z = —(x1 — x4) (22 — x3),
Z1 — k3 = —(1‘1 — l’g)(Ig — 1‘4),
Z9g — 23 = —(xl - xz)(x?) - $4)

die Diskriminante von X% 4+ pX? + ¢X + r mit der Diskriminante der
kubischen Resolvente X3 — 2pX? + (p* — 4r) X + ¢* iibereinstimmt.

Aufgaben

1. Es sei K ein Teilkirper von R. Weiter seien f,g € K[X] normierte
irreduzible Polynome vierten bzw. dritten Grades, derart dass g(z) = 0
die kubische Resolvente der algebraischen Gleichung f(x) = 0 ist (unter
der Annahme, dass der kubische Term von f trivial ist). Man berechne
die Galois-Gruppe der Gleichung f(x) = 0 unter der Voraussetzung,
dass f keine reellen Nullstellen hat.

2. Es sei K ein Korper und L ein Zerfallungskorper eines normierten
Polynoms vierten Grades f € K[X], wobei wir annehmen, dass der
kubische Term von f trivial ist. Weiter sei L' mit K C L' C L ein
Zerfallungskorper der kubischen Resolvente zu f. Man fasse die Galois-
Gruppe G = Gal(L/K) als Untergruppe von &4 auf und zeige, dass
G NV, ein Normalteiler in G ist mit Gal(L'/K) = G/(G NYVy).
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6.3 Der Fundamentalsatz der Algebra

Konkrete Untersuchungen zur algebraischen Struktur der Korper R
und C haben in der Vergangenheit entscheidende Anstofle zur Ent-
wicklung der Theorie der Korper und ihrer Erweiterungen gegeben.
Wir wollen hier zunéchst auf den Fundamentalsatz der Algebra ein-
gehen, dessen Herleitung mit Methoden der Algebra auf Euler und
Lagrange zuriickgeht. Alternativ lédsst sich dieser Satz beispielsweise
auch mit Mitteln der komplexen Funktionentheorie beweisen.

Theorem 1. Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch ab-
geschlossen.

Zum Beweis miissen wir uns auf gewisse Eigenschaften des Korpers
der reellen Zahlen R stiitzen, und zwar werden wir benutzen:

Jedes Polynom f € R[X] ungeraden Grades hat mindestens eine
Nullstelle in R.

Jedes a € R, a > 0, hat eine Quadratwurzel in R.
Letztere Eigenschaft hat zur Folge, wie wir zeigen wollen, dass jedes
Polynom 2. Grades aus C[ X | eine Nullstelle in C hat. Es geniigt hierzu

zu zeigen, dass jedes z € C eine Quadratwurzel in C besitzt. Sei also
z=x+ 1y € Cmit z,y € R. Um z in der Form

z=x+iy = (a+ib)* = a* — b* + 2iab
mit a,b € R schreiben zu koénnen, sind die Gleichungen
r =a’— b y = 2ab,
in a,b zu losen. Diese Gleichungen sind, abgesehen von der Wahl des

Vorzeichens von a und b, dquivalent zu

1 1 1 1
2 2
N 2 I B2 — a4 oS24 g2
a 2x 5 e+ y°, 2x 5 e+ y°,
wobei + bedeutet, dass man fiir beide Gleichungen einheitlich entweder
das Plus- oder das Minuszeichen auswéhlt. Allerdings ist das Minus-
zeichen entbehrlich, da a® und b* keine negativen Werte annehmen
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konnen. Benutzen wir daher, dass nicht-negative reelle Zahlen jeweils
eine Quadratwurzel in R besitzen, so folgt die Existenz der gewiinsch-
ten Losungen a und b.

Zum Nachweis der algebraischen Abgeschlossenheit von C betrach-
te man eine Korperkette R € C C L, wobei L/C endlich sei. Zu zeigen
ist L = C. Indem wir L vergroflern, diirfen wir ohne Beschréankung
der Allgemeinheit annehmen, dass L/R eine Galois-Erweiterung ist.
Sei G = Gal(L/R) die zugehorige Galois-Gruppe, und gelte

[L:R] =o0rdG =2"m mit 2{m.

Es folgt k£ > 1, und G enthélt aufgrund von 5.2/6 eine 2-Sylow-Gruppe
H, also eine Untergruppe der Ordnung 2%. Fiir den Fixkorper L unter

der Aktion von H auf L hat man dann aufgrund des Hauptsatzes der
Galois-Theorie 4.1/6

[L : LH} =28 bzw. [LH : R} =m.

Da aber jedes reelle Polynom ungeraden Grades eine Nullstelle in R
hat, ergibt sich beispielsweise unter Benutzung des Satzes vom primi-
tiven Element 3.6/12 notwendig m = 1. Damit ist L vom Grad 2F
iiber R, also vom Grad 287! iiber C; auflerdem ist L/C eine Galois-
Erweiterung. Indem wir nun 5.2/4 anwenden, erhalten wir im Falle
L # C bzw. k > 2 eine Untergruppe H' C G’ = Gal(L/C) der Ord-
nung 252, Fiir den Fixkérper L gilt dann [L : L¥'] = 2¢-2 und

somit [L7" : C] = 2, was aber nicht sein kann, da jedes komplexe
Polynom 2. Grades eine Nullstelle in C besitzt. Folglich muss L = C
gelten, und C ist algebraisch abgeschlossen. 0

Der gerade vorgefiihrte Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra
benutzt die Theorie der Sylow-Gruppen. Im Unterschied hierzu wird in
Aufgabe 2 ein direkter Beweis vorgeschlagen, der ohne diese Theorie
auskommt. Des Weiteren sei hier noch erwahnt, dass der Korper R
der reellen Zahlen als Teilkorper von C aus rein algebraischer Sicht
keineswegs eindeutig bestimmt ist, da es Automorphismen von C gibt,
die R nicht wieder in sich selbst abbilden, vgl. etwa Aufgabe 2 aus
Abschnitt 7.1. Dass aber C als algebraischer Abschluss von R den
Grad 2 iiber R besitzt, hat tiefere Griinde, wie folgendes auf E. Artin
zuriickgehende Resultat zeigt.
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Satz 2. Es sei K ein Korper, K ein algebraischer Abschluss von K
sowie i € K ein Element mit i> = —1. Aus [K : K] < oo folgt
dann K = K(i). Ist zusitzlich K/K eine echte Erweiterung, so gilt
aufserdem char K = 0.

Beweis. Der Grad [K : K] sei endlich. Aufgrund der algebraischen Ab-
geschlossenheit von K ist die Erweiterung K /K normal, und wir be-
haupten, dass K /K sogar galoissch ist. Setzen wir etwa char K = p > 0
voraus, so gibt es nach 3.7/4 einen Zwischenkérper L zu K /K, so dass
K /L rein inseparabel und L/K separabel ist. Man betrachte dann den
Frobenius-Homomorphismus o: K — K, x — P, wobei ¢ aufgrund

der algebraischen Abgeschlossenheit von K ein Automorphismus ist.
Da o(L) C L gilt und der Grad

[F: L] = [O'(F) : O'(L):| = [F : O’(L):|

endlich ist, ergibt sich o(L) = L. Dies bedeutet aber, dass L keine
echte rein inseparable Erweiterung gestattet, d. h. man hat L = K,
und K /K ist galoissch.

Dann ist auch K /K (i) eine endliche Galois-Erweiterung, und wir
haben zu zeigen, dass diese Erweiterung trivial ist. Angenommen, letz-
teres ist nicht der Fall, so gibt es eine Untergruppe in Gal(K /K (7)),
deren Ordnung prim ist; man benutze etwa 5.2/8 bzw. 5.2/11. Fiir
den zugehérigen Fixkérper L C K ist dann der Grad [K : L] eben-
falls prim, etwa [K : L] = £, und es ist K/L eine zyklische Galois-
Erweiterung vom Grad ¢. Wir wollen zunéchst p = char K > 0 anneh-
men und den Fall £ = p behandeln. Nach 4.8/5 (i) gilt dann K = L(a)
mit einem Element a € K, dessen Minimalpolynom iiber L vom Typ
XP — X — ¢ ist. Um einen Widerspruch zu erhalten, betrachten wir
die Abbildung 7: K — K, x — 2P — z. Diese ist surjektiv, da K
algebraisch abgeschlossen ist. Wegen Spz,(2¥) = (Spg,(2))?, man
verwende etwa 4.7/4, ergibt sich die Beziehung

SPx,L, °T = T|g o Spw/1L -

Da aufer 7 auch Spg/;, surjektiv ist, vgl. 4.7/7, sieht man, dass auch
7| surjektiv sein muss. Dann besitzt aber X? — X — ¢ eine Nullstelle
in L, im Widerspruch dazu, dass dieses Polynom das Minimalpolynom
von a iiber L ist.



366 6. Anwendungen der Galois-Theorie

Der prime Grad ¢ = [K : L] sei nun von der Charakteristik von
K verschieden. Wihlt man eine primitive /-te Einheitswurzel ¢, in K,
so hat diese nach 4.5/7 einen Grad < ¢ iiber L. Mit Hilfe des Grad-
satzes 3.2/2 folgt dann aber bereits ¢, € L, und wir kénnen 4.8/3 (i)
anwenden. Es gilt also K = L(a) fiir ein Element a € K, dessen Mini-
malpolynom iiber L vom Typ X* — ¢ ist. Es sei nun o € K eine /-te
Wurzel zu a, d. h. es gelte o’ = a. Dann folgt aufgrund der Multiplika-
tivitit der Norm von K iiber L sowie unter Benutzung von 4.7/2 (ii)

NF/L(O‘)E = NF/L(O/) = N?/L(a) = (_1)”10-

Fiir ungerades ¢ ist daher N, («) € L eine {-te Wurzel zu ¢, was
aber der Irreduzibilitit des Polynoms X‘ — ¢ € L[X] widerspricht.
Im Falle £ = 2 schlieflich ist Nz, (a) € L eine Quadratwurzel zu —c.
Dann gibt es aber wegen ¢ € L auch zu c¢ eine Quadratwurzel in L,
was in gleicher Weise der Trreduzibilitét des Polynoms X? —c € L[ X]
widerspricht. Wir haben also insgesamt einen Widerspruch erhalten
und somit K = K (i) bewiesen.

Es gelte nun K C K (i) = K; insbesondere ist also —1 kein Quadrat
in K. Zum Nachweis von char K = 0 zeigen wir, dass die Summe zweier
Quadrate in K wieder ein Quadrat in K ergibt. Seien also a,b € K.
Dann besitzt a + ib eine Quadratwurzel in K (i), etwa = + iy, und es
gilt 22 —y? + 2ixy = a+1ib. Dies ergibt a = 2% —y?, b = 22y und somit

CL2 + bQ — (l’Q _ y2)2 + 41‘2y2 — (1,2 + y2)2‘

Per Induktion sieht man dann, dass die Summe endlich vieler Quadrate
aus K wieder ein Quadrat in K ist. Da aber in einem Ko6rper positiver
Charakteristik das Element —1 als mehrfache Summe des Einselemen-
tes 1 = 12 darstellbar ist, —1 in unserem Falle aber kein Quadrat in K
ist, gilt notwendig char K = 0. OJ

Aufgaben

1. Welche Argumentation verwendet man beim Beweis der in Theorem 1
benutzten FEigenschaften der reellen Zahlen, dass ndamlich jedes reelle
Polynom ungeraden Grades eine Nullstelle in R hat und dass jedes
a € R, a >0, eine Quadratwurzel in R besitzt?
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2. Es sei f € R[X] ein nicht-konstantes Polynom vom Grad n = 2¢m
mit 2¢m. Man beweise mittels Induktion nach k, dass f eine Nullstel-
le in C besitzt, und folgere hieraus den Fundamentalsatz der Algebra.
Hinweis: Man zerlege das Polynom f, welches man als normiert an-
nehme, iiber einem algebraischen Abschluss R von R in Linearfaktoren,
etwa f=[[)_;(X — ay), setze au = oy + @, + by, fiir beliebiges
b € R an und verwende die Induktionsvoraussetzung fiir das Polynom
9= I1,<,(X — o). Die in Aufgabe 1 spezifizierten Eigenschaften von
R diirfen dabei benutzt werden.

3. Es sei K ein Korper und X" — ¢ € K[ X] ein Polynom vom Grad n > 2
mit ¢ # 0. In Verallgemeinerung der im Beweis zu Satz 2 benutzten
Methoden zeige man, dass X™ — ¢ genau dann irreduzibel ist, wenn
¢ fiir keinen Primteiler p von n eine p-te Potenz in K ist und wenn
zusitzlich im Falle 4 | n das Element ¢ nicht von der Form ¢ = —4a*
mit a € K ist. Hinweis: Man studiere zunédchst den Fall, dass n eine
Primpotenz ist.

6.4 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

In diesem Abschnitt werden wir die Galois-Theorie auf geometrische
Konstruktionsprobleme in der komplexen Zahlenebene C anwenden.
Wir gehen von einer Teilmenge M C C aus (spéiter setzt man meist
M = {0,1}) und sagen, ein Punkt z € C lasse sich mit Zirkel und Li-
neal aus M konstruieren, wenn M sich durch endlich viele elementare
Konstruktionsschritte zu einer Teilmenge M’ C C mit z € M’ ver-
groffern léasst. Dabei lassen wir folgende drei Typen von elementaren
Konstruktionsschritten zu:

(1) Man betrachte zwei nicht-parallele Geraden g, und go in C,
welche jeweils durch Punkte z1, 29 € M bzw. 23,24 € M festgelegt sind,
und fiige zu M den Schnittpunkt von g1 mit go hinzu.

(2) Man betrachte eine Kreislinie K in C um einen Punkt z, € M
mit einem Radius, der durch den Abstand |z3 — zo| zweier Punkte
29,23 € M gegeben wird, sowie eine Gerade g, die durch zwei Punkte
24, 25 € M definiert wird, und fiige zu M alle Schnittpunkte von K mit
g hinzu.
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(3) Man betrachte zwei nicht-identische Kreislinien K, und Ky in
C mit Mittelpunkten z1,2z9 € M sowie Radien |z4 — z3| bzw. |26 — 25/,
die durch Abstinde zwischen Punkten zs, z4, 25, 26 € M gegeben werden.
Man fiige die Schnittpunkte von Ky mit Ko zu M hinzu.

Wir bezeichnen mit (M) die Menge aller mit Zirkel und Lineal aus
M konstruierbaren Punkte in C, wobei wir stets 0,1 € M voraussetzen
wollen. Ist dann M das Bild von M unter der komplexen Konjugation?
C — C, z = 7, so gilt offenbar (M) = A(M U M), da man
zu jedem z € M — R den konjugierten Punkt Z durch Spiegeln an der
reellen Achse mit Zirkel und Lineal aus M konstruieren kann. Fiir z rein
imaginér, also mit Realteil Re z = 0, ergibt sich z als Schnittpunkt der
Geraden durch 0 und z mit dem Kreis um 0 mit Radius |z| = |z — 0].
Ansonsten betrachtet man den Kreis um z mit Radius |z|. Dieser hat
zwei Schnittpunkte zq,zo mit der Geraden durch 0 und 1, und man
erhélt z als Schnittpunkt der Kreise um z; und z,, ebenfalls mit Ra-
dius |z].

Um die Menge £(M) mittels algebraischer Korpererweiterungen zu
charakterisieren, gehen wir von dem kleinsten Teilkérper in C aus, der
M und M enthilt. Dies ist der Kérper Q(M U M), der aus Q durch
Adjunktion von M U M entsteht.

Satz 1. Sei M C C mit 0,1 € M, und sei z € C. Dann ist dquivalent:
(i) z € R(M).
(ii) Es gibt eine Korperkette QUMUM) =Ly C Ly C...C L, CC
mit z € Ly, und [L; : L 1] =2 firi=1,... n.
(iii) z ist enthalten in einer Galois-Erweiterung L von Q(M U M),
deren Grad [L : Q(M U M)] eine Potenz von 2 ist.

Als direkte Folgerung ergibt sich hieraus:
Korollar 2. Sei M C C mit 0,1 € M. Es ist R(M) ein algebraischer

Erweiterungskdrper von Q(M U M). Der Grad eines jeden Elementes
z € R(M) diber Q(M U M) ist eine Potenz von 2.

2 Wir verwenden in diesem Abschnitt die Notation M fiir das Bild von M
unter der Konjugationsabbildung, auch wenn M ein Korper ist; ein algebraischer
Abschluss eines solchen Korpers M C C, iiblicherweise mit M bezeichnet, wird
nicht benétigt.



6.4 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal 369

Beweis von Satz 1. Wir beginnen mit der Implikation von (i) nach
(i) und zeigen zunichst, dass wir M als Kérper mit M = M und
t € M annehmen konnen, fiir die komplexe Zahl ¢ € C. Die komplexe
Konjugation beschréankt sich ndmlich zu einem Automorphismus des
Korpers Ly = Q(MUM), so dass Ly = Lg gilt. Dann ist L; = Lg(i) ein
Erweiterungskorper von Ly vom Grade < 2 mit L; = L; und i € L.
Weiter gilt &(M) C R(L;) und Q(L; U Ly) = Ly, und es geniigt, die
Implikation von (i) nach (ii) fiir L; anstelle von M nachzuweisen. Mit
anderen Worten, wir diirfen M als Koérper mit M = M und i € M
annehmen.

Aus dieser Voraussetzung ergibt sich, dass fiir einen Punkt z € M
auch sein Realteil Re z = (2 + %), sein Imaginérteil Im z = o-(z — %)
sowie das Quadrat |z|*> = 2% seines Betrages zu M gehéren. Sei nun
z € R(M). Es reicht, den Fall zu betrachten, wo sich z durch einen
einzigen elementaren Konstruktionsschritt aus M gewinnen lasst, und
zu zeigen, dass z in M oder in einem Erweiterungskorper L = M (\/Z)
enthalten ist, der aus M durch Adjunktion einer Quadratwurzel aus
einer nicht-negativen Zahl A € M N R gewonnen wird. Wegen L = L
und ¢ € L, erhdlt man hieraus mit Induktion den Allgemeinfall.

Wir betrachten zunéchst einen Konstruktionsschritt des Typs (1).
Dann ergibt sich z als Schnittpunkt zweier Geraden

g1 ={z +t(z0—21); t e R},
9o = {23+t (24 — z3) ; t' € R},

mit zq, 29, 23,24 € M, d. h. wir haben die Gleichung
21+ t(20 — 21) = 23 + (24 — 23)

nach den Parametern t,t' € R aufzulosen. Eine Aufspaltung dieser
Gleichung in Real- und Imaginérteil ergibt ein System von zwei linea-
ren Gleichungen in den Unbekannten ¢, mit Koeffizienten in R N M,
welches genau eine Losung (tg,t;) € R? besitzt. Da sich die Losung
(to, ;) beispielsweise mit der Cramerschen Regel aus den Koeffizienten
des Gleichungssystems berechnen lisst, erhdlt man ¢y, ¢, € RN M und
daher
=2 +t0<22 — 21) = 23 +t6<Z4 — Zg) eM,

so dass in diesem Falle keine Erweiterung von M notwendig ist.
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Als Néchstes nehmen wir an, dass z aus M durch einen Konstruk-
tionsschritt des Typs (2) gewonnen wird. Es ist z also Schnittpunkt
einer Kreislinie

K = {CEC, |C—le2: |23—ZQ|2}
mit einer Geraden
g={z+1t(zs—2); t e R},

wobei 2z1,...,25 € M. Um sédmtliche Schnittpunkte von K mit g zu
berechnen, ist die Gleichung

|24 +t(25 — 24) — 21|* = |23 — 20

nach t aufzulésen. Hierbei handelt es sich um eine quadratische Glei-
chung in ¢, und zwar mit Koeffizienten, die sich aus den Real- und
Imaginérteilen von zi,..., 25 mit rationalen Operationen berechnen
lassen, also zu R N M gehoren. Die Gleichung lésst sich dann in der
Form t? + at + b = 0 mit Koeffizienten a,b € M N R schreiben, wobei
der betrachtete Schnittpunkt z € K Mg zu einer reellen Losung ¢3 von
t2 + at + b = 0 korrespondiert. Fiir die Diskriminante A = a? — 4b
der Gleichung gilt dann A > 0, und es folgt ¢, € (M NR)(V/A) sowie
2= 24+ to(zs — 2z4) € L, wenn wir L = M(v/A) setzen.

Es bleibt noch ein Konstruktionsschritt des Typs (3) zu betrachten.
Sei z also Schnittpunkt zweier nicht-identischer Kreise

Klz{CE(C; |C—21]2:7’f},
ng{CE(C; |C—22]2:7’§},

wobei 71 = |24 — 23, T2 = |26 — 25], 21, ..., 26 € M. Dann geniigt z den
Gleichungen

27— 271 —Zo 27 =13,

RZ — ZZ9 — ZZo + 2929 = r%,
bzw., wenn man subtrahiert, einer Gleichung des Typs

az+az+b=0 bzw. 2Re(az)+b=0
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mit a = zZo — 21 € M und b € M N R. Da die Mittelpunkte von K;
und K, verschieden sein miissen, gilt a # 0, und es handelt sich bei
der letzten Gleichung um eine Geradengleichung fiir z. Die zugehorige
Gerade g enthélt die Punkte ;—Lf, ’522 € M, und die Schnittpunkte
von g mit Ky bzw. Ky stimmen {iberein mit denjenigen von K; und
K5. Indem wir also ¢ mit K; oder K5 schneiden, kénnen wir wie bei
einem Konstruktionsschritt des Typs (2) weiterschliefen. Der Beweis
der Implikation (i) = (ii) ist damit abgeschlossen.

Fiir die umgekehrte Implikation (ii) = (i) geniigt es zu zeigen,
dass K(M) (unter der Voraussetzung 0,1 € M) ein Teilkorper von
C ist, der M U M und damit Q(M U M) enthilt und fiir den mit z
auch jede der beiden Quadratwurzeln ++/z zu K(M) gehort. Um dies
einzusehen, erinnern wir an die Beziehung &(M) = &(M U M) und
zeigen nachfolgende Aussagen, von denen wir einige nur aus beweis-
technischen Griinden aufgelistet haben:

(a) 21,22 € R(M) = 21 + 22 € R(M)
(b) z € RM) = —z € R(M)

(c) z € R(M ):>|Z|ER(M)

(d) em/* =1+ 1.iv/3 € RM)

(e) 21,22 € ﬁ(M) — |21 22| € R(M)
(f) z€ AM), 2z £ 0= |z|7' € KM
(g) 21,20 € R(M) = 2129 € R(M)
(h) z€ RM),z # 0= z"' € K(M)
(i) z € RAM) = +/z € R(M)

Jede der vorstehenden Implikationen kann man mit Hilfe einfacher
geometrischer Konstruktionen verifizieren. Fiir (a) verwende man die
Interpretation der Addition komplexer Zahlen als Vektoraddition. Der
“Vektor” z; + z5 korrespondiert zu der Diagonalen des von den “Vek-
toren” zp, zp aufgespannten Parallelogramms. Fiir (b) spiegele man z
am Nullpunkt, es liegt —z auf der Geraden durch 0 und z (man neh-
me z # 0 an) sowie auf der Kreislinie um 0 mit Radius |z| = |z — 0|.
In (c) interpretiere man entsprechend |z| als Schnittpunkt der reellen
Achse mit der Kreislinie um 0 mit Radius |z|. Eigenschaft (d) benoti-
gen wir zum Nachweis von (e) und (f), um zu sehen, dass K(M) auBer
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den Punkten 0, 1 noch einen weiteren, nicht-reellen Punkt enthélt; man
errichte iiber der Strecke von 0 nach 1 ein gleichseitiges Dreieck der Sei-
tenlénge 1. Die Spitze, als Schnittpunkt der Kreise um 0 bzw. 1 mit Ra-
dius 1, ist dann die primitive sechste Einheitswurzel e™/3 = 2 +1.4y/3.
In der Situation (e) und (f) schlieBlich nehme man z; # 0 # 2z an und
betrachte folgende Figur:

— 0 o/ ¢/ R

Um diese zu erhalten, wiihle man einen Punkt zg = |2g|e’* in M —R
mit Re zy > 0, z. B. 2y = ™3, und betrachte die Gerade ¢ durch 0
und zp. Auf g kann man dann die Punkte p = € und ¢ = |z;|e™
betrachten, sowie auf der reellen Achse den Punkt a = |z|. Alle diese
Punkte gehoren zu R(M), wie man leicht verifiziert. Auf der reellen
Achse betrachte man noch den Punkt ¢, den man als Schnittpunkt von
R mit der Parallelen zu g,, durch ¢ gewinnt; dabei sei g,, die durch
a und p festgelegte Gerade. Auch ¢ gehort zu (M), wie man anhand
elementarer Konstruktionen sofort nachpriift; man fille etwa von ¢ aus
das Lot auf die Gerade g,, und errichte auf diesem Lot die Senkrechte
in ¢. Dann gilt nach dem Strahlensatz

lgl - Ip| ™ =] - |a] ™,
also wegen |q| = |22, [p| = 1 und |a| = |2z]
lc| = [a] - |g] = |z1] - [22]

und somit |z| - |22] € R(M). Indem man die Parallele zu g,, durch
1 € R konstruiert, erhédlt man als Schnittpunkt mit ¢ eine komplexe
Zahl vom Betrag |z1]7!, wobei |z1|7! € R(M) gemiB (c). Da sich bei
der Multiplikation komplexer Zahlen die Betrige multiplizieren und
die Argumente addieren, hat man zum Nachweis von (g) bzw. (h) le-
diglich noch die Winkeladdition bzw. -negation elementargeometrisch
durchzufithren, was aber ohne Probleme moglich ist. Da auch die Win-
kelhalbierung elementargeometrisch durchfiihrbar ist, bleibt fiir (i) nur
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noch zu zeigen, dass fiir = € &(M) — {0} auch +/]z| konstruierbar
ist. Hierzu betrachte man auf der reellen Achse die Strecke von —|z|
bis 1 und errichte hieriiber den Halbkreis des Thales. Diesen schneide
man mit der Senkrechten auf der reellen Achse, die man in 0 errich-
tet. Als Schnittpunkt ergibt sich nach dem Hohensatz fiir rechtwinklige
Dreiecke eine komplexe Zahl vom Betrag \/m . Damit ist gezeigt, dass
R(M) ein Teilkorper von C ist und dass £(M) abgeschlossen ist unter
der Bildung von Quadratwurzeln. Die Aquivalenz der Bedingungen (i)
und (ii) ist also bewiesen.

Es bleibt noch die Aquivalenz zwischen (i) und (iii) zu begriinden;
sei zunéchst Bedingung (ii) gegeben. Zu L,, als Koérpererweiterung von
K = Q(M U M) lisst sich die normale Hiille L in C bilden; vgl. 3.5/7.
Sind o4, ..., 0, die verschiedenen K-Homomorphismen von L,, nach C,
so ist L derjenige Korper, der iiber K von allen o;(L,), i = 1,...,r,
erzeugt wird. Da L,, aus K durch sukzessive Adjunktion von Quadrat-
wurzeln entsteht, gilt dasselbe fiir jedes o;(L,,) und daher auch fiir L.
Somit ist L/ K eine Galois-Erweiterung, deren Grad eine Potenz von 2
ist. Wegen z € L,, C L ist Bedingung (iii) erfiillt.

Ist umgekehrt Bedingung (iii) gegeben, so ist die Galois-Gruppe
Gal(L/K) eine 2-Gruppe und daher nach 5.4/6 auflosbar. Folglich be-
sitzt Gal(L/K) eine Normalreihe, deren Faktoren zyklisch von der Ord-
nung 2 sind, vgl. 5.4/7. Zu einer solchen Kette korrespondiert dann
aber aufgrund des Hauptsatzes der Galois-Theorie 4.1/6 eine Korper-
kette wie in Bedingung (ii) gefordert. O

Die Aussage des gerade bewiesenen Satzes ist oft niitzlich, um zu
zeigen, dass gewisse Groflen bzw. Punkte der komplexen Zahlenebene
nicht durch Konstruktion mit Zirkel und Lineal aus einer gegebenen
Menge M C C erhalten werden konnen. Ein berithmtes Beispiel hierzu
ist das Problem der Quadratur des Kreises, welches darin besteht, einen
Kreis, gegeben durch Mittelpunkt und Radius, durch Konstruktion mit
Zirkel und Lineal in ein flichengleiches Quadrat zu verwandeln. Man
betrachte etwa den Kreis mit Radius 1 um 0. Sein Fléacheninhalt wird
durch die Zahl 7 gegeben. Ein flichengleiches Quadrat hat somit die
Kantenldnge /7. Das Problem der Quadratur des Kreises besteht also
darin, zu entscheiden, ob /7 zu K({0,1}) gehort oder nicht. Gemif
Korollar 2 bildet K({0, 1}) einen algebraischen Erweiterungskoérper von
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Q, man weif} aber, wie F. Lindemann bereits 1882 in [13] gezeigt hat,
dass die Zahlen 7 bzw. /7 transzendent iiber Q sind. Es ist also /7
nicht mit Zirkel und Lineal aus {0, 1} konstruierbar und somit die Qua-
dratur des Kreises nicht 16sbar. In der Vergangenheit sind durch Kon-
struktion mit Zirkel und Lineal oftmals sehr gute Ndherungslosungen
fir 7 bzw. /7 gefunden worden, die dann in Unkenntnis der Sachlage
verschiedentlich als Losung des Problems der Quadratur des Kreises
angesehen wurden.

Ein weiteres klassisches Problem, dessen Unlésbarkeit sich heraus-
stellt, ist das Problem der Wiirfelverdoppelung: Kann man das Volumen
eines Wiirfels durch Konstruktion mit Zirkel und Lineal verdoppeln?
Man gehe etwa von einem Wiirfel der Kantenldnge 1 aus. Verdoppe-
lung des Volumens fithrt zu einem Wiirfel der Kantenléinge /2. Nach
Korollar 2 gehort aber v/2 nicht zu £({0, 1}), da der Grad von /2 iiber
Q keine Potenz von 2 ist. In &hnlicher Weise behandelt man auch das
Problem der Winkeldreiteilung; vgl. hierzu Aufgabe 2.

Wir wollen uns schliellich noch mit dem Problem der Konstruk-
tion regelmdajsiger n- Ecke beschiftigen. Wichtige Losungsbeitréage hier-
zu gehen auf C. F. GauB} zuriick. Das Problem besteht darin, zu ent-
scheiden, ob fiir eine gegebene natiirliche Zahl n > 3 die n-te primiti-
ve Einheitswurzel e?™/" zu £({0,1}) gehort oder nicht. Im Beweis zu
Satz 1 hatten wir bereits e™/3 € &({0,1}) gesehen. Das regelmiflige
6-Eck ist deshalb mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Allgemeiner gilt:

Satz 3. Sei n > 3 eine natirliche Zahl. Das regelmafige n-FEck ist
genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn ¢(n) eine Potenz
von 2 ist; dabei ist ¢ die Eulersche ¢-Funktion (vgl. 4.5/3).

Beweis. Es sei (, eine primitive n-te Einheitswurzel {iber Q. Dann ist
Q(¢,)/Q nach 4.5/8 eine abelsche Galois-Erweiterung vom Grad ¢(n).
Nehmen wir zunéchst an, dass das regelméflige n-Eck konstruierbar
ist, also ¢, € K({0,1}) gilt, so ist nach Korollar 2 der Grad von ¢,
iiber Q und damit ¢(n) eine Potenz von 2. Weil man umgekehrt, dass
o(n) = [Q(¢,) : Q] eine Potenz von 2 ist, ergibt sich ¢, € K({0,1}),

indem man die Implikation von (iii) nach (i) in Satz 1 ausnutzt. O
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Unter Benutzung von 4.5/4 (iii) berechnet man leicht folgende Wer-
te der p-Funktion:

n | 3|4|5(6|7|8|9|10[11|12|13[14|15]|16 |17
on)|2|2/4|2]6]4|6|4|10]4]12|6]|8]8]16

Kursivdruck in der Zeile fiir ¢(n) deutet Nicht-Konstruierbarkeit des
regelméfBigen n-Ecks an. Das regelméflige 7-Eck ist das erste nicht-
konstruierbare n-Eck in dieser Liste; der Beweis der Nicht-Konstruier-
barkeit geht auf Gaufl zuriick. Gaufl war es auch, der als Erster ein
Verfahren fiir die (recht aufwendige) Konstruktion des regelméafigen
17-Ecks fand; man beachte, dass ¢(17) = 16 eine Potenz von 2 ist.

Wir wollen abschlieBend noch auf den Zusammenhang zwischen
der Konstruierbarkeit des regelméfligen n-Ecks und der Zerlegung von
n in Fermatsche Primzahlen eingehen.

Definition 4. Fir ¢ € N heifit F, = 22 + 1 die (-te Fermatsche
Zahl. Eine Fermatsche Primzahl ist eine Primzahl, die zugleich eine
Fermatsche Zahl ist, also eine Primzahl der Form 22 4 1.

Es sind Fy =3, Fy =5, I, =17, F3 = 257, Fy = 65537 Primzah-
len, also Fermatsche Primzahlen. Dies sind die einzigen Fermatschen
Zahlen, von denen man bisher weif}; dass sie prim sind.

Satz 5. Sei n > 2. Dann ist dquivalent:
(i) @(n) ist eine Potenz von 2.

(ii) FEs existieren verschiedene Fermatsche Primzahlen pq,...,p,
sowie eine natirliche Zahl m € N mit n = 2"py ... p,.

Beweis. Fiir eine Primzahl p ist ¢(p™) = (p — 1)p™ ! genau dann eine
Potenz von 2, wenn p = 2 gilt oder wenn p™~! = 1, also m = 1 gilt
und p — 1 eine Potenz von 2 ist. Somit folgt die Aussage des Satzes
aufgrund der Multiplikativitdt der ¢-Funktion mit folgendem Lemma:

Lemma 6. Fine Primzahl p > 3 ist genau dann eine Fermatsche Zahl,
wenn p — 1 eine Potenz von 2 ist.
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Beweis. Fiir jede Fermatsche Zahl p ist nach Definition p—1 eine Potenz
von 2. Sei umgekehrt p — 1 eine Potenz von 2, etwa p = (22°)" + 1 mit
ungeradem r. Gilt dann r > 1, so kénnen wir p aufgrund der Formel

l+a" =1-(-a)"=(1-(-a)((—a)" "+ (-a)"?+...+1)
echt zerlegen in der Form
¥ +1=02% +1)(¥) = ... +1).
Da aber p eine Primzahl ist, ergibt sich r = 1. 0

Zusammenfassend stellt sich heraus, dass das regelméfiige n-Eck
genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist, wenn n von der
Form n = 2™p, ... p, mit paarweise verschiedenen Fermatschen Prim-
zahlen py,...,p, sowie einer natiirlichen Zahl m ist.

Aufgaben

1. Es sei M C C eine Teilmenge mit 0,1 € M. Man diskutiere die Frage,
ob ein Element z € C bereits dann zu K(M) gehort, wenn sein Grad
iiber Q(M U M) eine Potenz von 2 ist. Insbesondere betrachte man fiir
M = {0,1} den Fall, wo z vom Grad 4 diber Q ist.

2. Man tberlege, ob das Problem der Winkeldreiteilung mit Zirkel und Li-
neal losbar ist.

3. Fir M = {0, 1} betrachte man die Erweiterung &(M)/Q. Man zeige:
(i) R(M)/Q ist eine unendliche Galois-Erweiterung.

(ii) K(M) ist darstellbar als Vereinigung einer aufsteigenden Kette von
Galois-Erweiterungen von Q, deren Grad jeweils eine Potenz von
2 ist.

(iii) Man beschreibe die Gruppe Gal(R(M)/Q), indem man die Nota-
tion des projektiven Limes benutzt, vgl. Abschnitt 4.2.

4. Man beschreibe die Konstruktion mit Zirkel und Lineal fiir das re-
gelméBige 5-Eck.
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Uberblick und Hintergrund

Ausgehend von den rationalen Zahlen erkannte man schon friithzei-
tig, dass gewisse “Zahlen” wie etwa /2 nicht rational, also irrational
sind. Man sprach von den Irrationalitdten und versuchte insbesondere,
diese zu klassifizieren. Die Galois-Theorie lieferte dann erstmals einen
Zugang zu den algebraischen unter den irrationalen Zahlen, also zu
denjenigen, die einer nicht-trivialen algebraischen Gleichung mit Koef-
fizienten aus QQ geniigen. Kurze Zeit spéter konnte man zeigen, dass die
algebraischen nur den “kleineren” Teil aller irrationalen Zahlen ausma-
chen, die “allermeisten” aber keiner nicht-trivialen algebraischen Glei-
chung mit Koeffizienten aus QQ geniigen und somit transzendent sind,
wie man sagte.

Fiir eine iiber Q transzendente Zahl wie etwa m ist die einfa-
che Korpererweiterung Q(7)/Q leicht zu beschreiben: Der Monomor-
phismus Q[X] — Q(x), X —— =, induziert einen Isomorphismus
Q(X) == Q(m), wobei Q(X) der Funktionenkorper in der Variablen
X iber Q ist, also der Quotientenkorper zu Q[X]. Wie kann man
aber fiir kompliziertere Teilkérper L. C C oder gar fiir L = C die
Struktur der Erweiterung L/Q aus algebraischer Sicht beschreiben?
Eine verbliiffend einfache Antwort auf diese Frage gab E. Steinitz in
seiner grundlegenden Arbeit [15]. Und zwar existiert zu einer beliebi-
gen Korpererweiterung L/ K ein System ¢ = (z;);c; von Elementen aus
L, so dass ¢ die Eigenschaften eines Systems von Variablen iiber K hat
und L algebraisch iiber dem “Funktionenkorper” K (r) ist. Dabei wird
das System ¢ als eine Transzendenzbasis zu L/ K bezeichnet, wobei je-
doch zu beachten ist, dass der Zwischenkérper K (r) im Allgemeinen
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von der Wahl von ¢ abhéngt. Steinitz zeigte, dass sich Transzendenzba-
sen in etwa so wie Basen von Vektorrdumen verhalten, und insbesonde-
re, dass je zwei Transzendenzbasen einer Korpererweiterung L/K von
gleicher Méchtigkeit sind. Wir werden diese Theorie in Abschnitt 7.1
genauer behandeln.

Die Untersuchung von Korpererweiterungen L/K ohne Algebrai-
zitatsvoraussetzung ist nicht nur vor dem Hintergrund der Erweite-
rung C/Q von Interesse, sondern insbesondere auch aus algebraisch-
geometrischer Sicht. Ist K ein Korper mit algebraischem Abschluss
K, so kann man die Elemente des Polynomrings K[X1,..., X,] als
(Polynom-)Funktionen auf K" interpretieren; vgl. 3.9. Entsprechend
geben die Elemente des “Funktionen”-Korpers K (X,...,X,,) zu ge-
brochen rationalen “Funktionen” auf K" Anlass; denn fiir Quotien-
ten h € K(X1,...,X,), etwa h = f/g mit f,g € K[X1,...,X,],
g # 0, und fiir Punkte z € K" mit g(2) # 0 ist h(z) = f(2)/g(2) als
Element von K wohldefiniert. Allgemeiner kénnen wir iiber K end-

lich erzeugte Erweiterungskorper L = K(z1,...,x,) in dieser Weise
als Korper von gebrochen rationalen Funktionen interpretieren. Man
betrachte ndmlich zu einem gegebenen Erzeugendensystem xq,...,z,

den Unterring A = K[x,...,2,] C L und benutze eine Darstellung
A~ K[Xy,...,X,]/p von A als Restklassenring eines Polynomrings
nach einem Primideal p. Wie in 3.9 kann man dann die Elemente von A
als polynomiale Funktionen auf der Nullstellenmenge V(p) C K" des
Ideals p ansehen und entsprechend die Elemente von L = Q(A) als ge-
brochen rationale Funktionen auf V' (p). Wir werden in 7.3 insbesondere
die Begriffe separabel und rein inseparabel bzw. primdr, wie wir sagen
werden, von algebraischen auf beliebige Kérpererweiterungen ausdeh-
nen und plausibel machen, dass diese Eigenschaften zu konkreten geo-
metrischen Figenschaften der zugehérigen algebraischen Mengen V (p)
korrespondieren; man vergleiche hierzu insbesondere den Schluss von
Abschnitt 7.3 und die dortige Aufgabe 4.

Um separable und primdre Korpererweiterungen in 7.3 handhaben
zu konnen, bendtigt man eine gute Kenntnis des Tensorprodukts. Wir
haben Tensorprodukte zwar schon in 4.11 in speziellem Rahmen behan-
delt, doch ist es nunmehr notwendig, die zugehorigen Grundlagen in
allgemeinerer Form zu entwickeln; wir tun dies in 7.2. In Abschnitt 7.4
schliellich geben wir eine Charakterisierung separabler Korpererwei-
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terungen mittels Techniken der Differentialrechnung. Die benutzten
Methoden sind allerdings rein algebraischer Natur und vermeiden auf
diese Weise den Limesbegriff der Analysis.

7.1 Transzendenzbasen

In 2.5/6 hatten wir fiir Ringerweiterungen R C R’ die algebraische
Unabhéngigkeit bzw. Transzendenz von endlichen Systemen von Ele-
menten aus R’ eingefithrt. Zunéchst erinnern wir noch einmal an diese
Definition, wobei wir uns auf Korper beschréanken.

Definition 1. Es sei L/ K eine beliebige Korpererweiterung. Ein Sys-
tem (x1,...,x,) von Elementen aus L wird als algebraisch unabhéngig
oder transzendent tiber K bezeichnet, wenn aus einer Gleichung des
Typs f(x1,...,2,) = 0 mit einem Polynom f € K[Xy,...,X,] stets
f =0 folgt, d. h. wenn der Substitutionshomomorphismus

K[X1,...,X,] — L,
Z Copown X1t X — Z Copon ThE o T

ingektiv ist.

FEin System X = (x;)icr von (beliebig vielen) Elementen aus L heifst
algebraisch unabhéngig oder transzendent iber K, wenn jedes endliche
Teilsystem von X im obigen Sinne algebraisch unabhdngig iber K ist.

Ist also X = (x;)es ein iiber K algebraisch unabhéngiges System
von Elementen aus L, so kann man die x; in Bezug auf den Korper K als
Variablen ansehen. Insbesondere ist der von X erzeugte Korper K(X)
der Funktionenkorper in den Variablen z;, i € I, also der Quotien-
tenkorper des Polynomrings K [X]. Man nennt eine Kérpererweiterung
L/K rein transzendent, wenn L ein {iber K algebraisch unabhéngiges
System X mit L = K(X) enthalt.

Definition 2. Es sei L/ K eine Korpererweiterung und X ein algebra-
isch unabhdingiges System von Elementen aus L. Man nennt X eine
Transzendenzbasis von L/K, wenn L algebraisch iber K(X) ist.
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Satz 3. Es sei L/K eine Korpererweiterung. Ein System X von Ele-
menten aus L ist genau dann eine Transzendenzbasis von L/ K, wenn
X ein maximales tiber K algebraisch unabhdngiges System in L ist.
Insbesondere besitzt jede Korpererweiterung L/K eine Transzendenz-
basis.

Beweis. Sei zunéchst X ein maximales iiber K algebraisch unabhingi-
ges System in L. Dann folgt aus der Maximalitdt von X, dass jedes
Element aus L algebraisch tiber K(X) ist, dass also X eine Transzen-
denzbasis von L/K ist. Fiir x € L ist namlich das System, welches
aus X durch Hinzufiigen von z entsteht, nicht mehr algebraisch un-
abhéngig tiber K. Es existiert also ein endliches Teilsystem (xy, ..., x,)
von X sowie ein nicht-triviales Polynom f € K[Xi,..., X, 1] mit
f(z1,...,x5,2) = 0. Da die Elemente xy,...,z, algebraisch un-
abhéngig {iber K sind, kommt X,, .1 in f von mindestens erster Potenz
vor. Dies bedeutet aber, dass x algebraisch iiber K(z1,...,x,) und
somit iiber K (X) ist. Es ist daher L algebraisch iiber K (X) und folg-
lich X eine Transzendenzbasis von L/K. Da L aufgrund des Zornschen
Lemmas 3.4/5 stets ein maximales iiber K algebraisch unabhéngiges
System enthélt, sieht man insbesondere, dass L /K eine Transzendenz-
basis besitzt.

Sei nun umgekehrt X als algebraisch unabhéngig iiber K und
L/K(X) als algebraisch angenommen. Dann ist X notwendigerweise
ein maximales iiber K algebraisch unabhingiges System in L. 0

Als Néchstes wollen wir iiberlegen, dass man ein System algebra-
isch unabhéngiger Elemente von L durch Hinzunahme von geeigneten
Elementen aus einem Erzeugendensystem von L/K zu einer Trans-
zendenzbasis ergénzen kann. Dieses “Austauschargument” werden wir
anschlieBend benutzen, um zu zeigen, dass je zwei Transzendenzbasen
von L/K gleiche Méchtigkeit besitzen.

Lemma 4. Fs sei L/K eine Kirpererweiterung sowie ) ein System
von Elementen aus L. Ist dann L algebraisch iber K () und X' C L
ein tber K algebraisch unabhdngiges System von Elementen aus L,
so lasst sich X' durch Hinzunahme von FElementen aus ) zu einer
Transzendenzbasis X von L/K vergrifiern.
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Insbesondere lisst sich dies auf das leere System X' C L anwen-
den, und es folgt, dass man eine Transzendenzbasis von L/K aus )
auswdhlen kann.

Beweis. Man benutze das Zornsche Lemma 3.4/5 und wéhle ein maxi-
males Teilsystem X” C ) mit der Eigenschaft, dass das zusammenge-
setzte System X = X' UX” algebraisch unabhéingig iiber K ist. Ahnlich
wie im Beweis zu Satz 3 ist dann jedes y € Q) algebraisch iiber K(X).
Es folgt, dass K(X,9)) algebraisch iiber K(X) ist. Dasselbe gilt dann
auch fir L, und man erkennt X als Transzendenzbasis von L/K. O

Theorem 5. Je zweir Transzendenzbasen einer Korpererweiterung
L/K besitzen gleiche Mdchtigkeit.

Bevor wir zum Beweis des Theorems kommen, wollen wir kurz
erkldren, wie man Méchtigkeiten von Mengen vergleicht. Insbesonde-
re wollen wir zwei Hilfsresultate beweisen, die im Falle unendlicher
Transzendenzbasen bendtigt werden. Dabei gehen wir allerdings nicht
auf die formale Definition der Méchtigkeit oder Kardinalitit einer Men-
ge mittels Ordinalzahlen ein (die wir im Grunde genommen auch gar
nicht kennen miissen), sondern verweisen diesbeziiglich auf die Men-
genlehre. Bisher haben wir der Bequemlichkeit halber fiir eine Menge
M die Anzahl ord M der Elemente stets in naiver Weise aufgefasst. So
bedeutet ord M = oo lediglich, dass M aus unendlich vielen Elemen-
ten besteht, also nicht endlich ist. Im Gegensatz hierzu unterscheidet
man bei der Machtigkeit zwischen verschiedenen Graden der Unend-
lichkeit. Man nennt zwei Mengen M und N gleichmdchtig oder von
gleicher Kardinalitdt und schreibt card M = card N, wenn es eine Bi-
jektion M — N gibt. Hilfsweise verwenden wir auch die Notation
card M < card N, wenn es eine Injektion M — N oder, in dquivalen-
ter Weise, eine Surjektion N — M gibt, sofern M # (). Dass eine
Kette card M < card N < card M bereits card M = card N impliziert,
ist im Falle nicht-endlicher Machtigkeiten keineswegs offensichtlich; es
handelt sich um die Aussage des Satzes von Schroder-Bernstein, die wir
sogleich beweisen werden. Wie gewohnt bedeutet natiirlich card M = n
(bzw. card M < n) fiir eine natiirliche Zahl n, dass M aus genau (bzw.
hochstens) n Elementen besteht.
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Lemma 6 (Satz von Schroder-Bernstein). Fir zwei Mengen M und
N gebe es Injektionen o: M — N und 7: N — M. Dann existiert
eine Biyektion p: M — N.

Beweis. Es sei M’ € M die Menge aller Elemente x € M, welche fiir
jedes n € N die Eigenschaft

re(troo)" (M) = z&(ro0)"o7(N)

besitzen. Ein Element z € M gehort also genau dann zu M’, wenn eine
fortgesetzte Urbildbildung der Form

r, 7 Nx), o x), e (), L.
entweder unendlich oft moglich ist oder aber bei einem Element in N
endet. Man erklédre sodann eine Abbildung p: M — N durch

M=) firz e M,
p(z) {O’(.CE) fir o ¢ M'.

Es ist p injektiv, denn die Einschrankungen p|y; und p|a— e sind in-
jektiv, und aus p(z) = p(y) mit v € M', y € M — M’ ergibt sich
o(y) =71"Yx), also Too(y) = * € M’ und damit y € M’ im Wi-
derspruch zur Wahl von y. Weiter ist p auch surjektiv. Zu z € N
betrachte man némlich x = 7(z). Fiir « € M’ gilt dann die Glei-
chung p(z) = 77 (z) = 2. Fir x ¢ M’ aber besitzt 2 ein Urbild
y =0 1(2) = o7 (7 }(x)), da anderenfalls x zu M’ gehéren miisste.
Wegen = ¢ M’ gilt auch y ¢ M’', und folglich p(y) = o(y) = =. O

Lemma 7. Jede unendliche Menge M ist eine disjunkte Vereinigung
abzihlbar unendlicher Mengen.

Beweis. Man betrachte die Menge X aller Paare (A, Z), wobei A eine
unendliche Teilmenge von M ist und Z eine disjunkte Zerlegung von
A in abzéhlbar unendliche Teilmengen, also ein System von abzéhlbar
unendlichen disjunkten Teilmengen von A, die A iiberdecken. Da M
unendlich ist, gilt X # (. Wir schreiben (A, Z) < (A, Z') fir zwei

solche Paare, wenn A in A’ enthalten und Z ein Teilsystem von Z’ ist.
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Somit haben wir auf X eine partielle Ordnung definiert, und es ist un-
mittelbar klar, dass jede total geordnete Teilmenge von X eine obere
Schranke in X besitzt. Nach dem Lemma von Zorn 3.4/5 gibt es daher
in X ein maximales Element (A4, Z). Nun ist aber die Differenz M — A
aufgrund der Maximalitiitseigenschaft von (A, Z) endlich. Indem wir
ein beliebiges Element der Zerlegung Z um M — A vergroBern, erhal-
ten wir insgesamt wie gewiinscht eine Zerlegung von M in disjunkte
abzahlbar unendliche Teilmengen. O

Nun konnen wir den Beweis von Theorem 5 fithren. Seien X und
9 zwei Transzendenzbasen von L/K, wobei wir die beiden Systeme
fiir die Zwecke dieses Beweises als Teilmengen von L ansehen wol-
len. Zunéchst setzen wir X als endlich voraus, etwa X = {z1,...,2,},
und zeigen card®) < card X mit Induktion nach n = card X. Aus
Symmetriegriinden ergibt sich daraus card®) = card X. Der Induk-
tionsbeginn n = 0 ist trivial, denn dann ist L/K algebraisch. Sei also
n > 0. In diesem Falle ist L /K nicht mehr algebraisch und folglich
) nicht leer. Es existiert also ein Element y € %), und man kann
das System {y} gem# Lemma 4 durch Hinzunahme von Elementen
aus X zu einer Transzendenzbasis 3 von L/K ergdnzen. Dann gilt
notwendig card3 < n, da X als maximales iiber K algebraisch un-
abhéangiges System nicht zusammen mit y in 3 enthalten sein kann.
Nun enthalten aber 2) und 3 gemeinsam das Element y. Folglich sind
9 — {y} und 3 — {y} zwei Transzendenzbasen von L iiber K(y). Be-
nutzt man card(3 — {y}) < card3 < n, so ergibt sich also nach
Induktionsvoraussetzung card(9) — {y}) < card(3 — {y}) und somit
card) < card3 < n = card X.

Die gerade durchgefiithrte Argumentation zeigt, dass je zwei Trans-
zendenzbasen X und ) zu L/K entweder endlich, und dann von glei-
cher Kardinalitét, oder aber beide unendlich sind. Um den Beweis ab-
zuschliefen, betrachten wir jetzt noch den Fall, dass X und ) unendlich
sind. Jedes x € X ist algebraisch iiber K (). Es gibt daher zu z € X
eine endliche Teilmenge ¥), C %), so dass x bereits algebraisch iiber
K(%).) ist. Da L fiir ein echtes Teilsystem 2) C 2) nicht algebraisch
iiber K(9)') sein kann, gilt (J,cx P> = Y. Man benutze nun die In-
klusionen 9), < 9), um eine surjektive Abbildung [[,cx Y. — 9
der disjunkten Vereinigung aller ), nach %) zu definieren. Dann gilt



384 7. Transzendente Erweiterungen

card®) < card(][,.x%.) und sogar card®) < card X, wenn wir die
Gleichung card(] ], .y 9.) = card X verifizieren konnen. Besteht X nur
aus abzdhlbar unendlich vielen Elementen, so kann man diese Glei-
chung durch einfaches “Abzéihlen” nachpriifen. Den Allgemeinfall fiihrt
man aber leicht hierauf zuriick, da X nach Lemma 7 als unendliche
Menge eine disjunkte Vereinigung abzédhlbar unendlicher Teilmengen
ist. Somit erhélt man card®) < card X und aus Symmetriegriinden
auch card X < card Q). Hieraus folgt card X = card ) unter Benutzung
von Lemma 6. O

Das soeben bewiesene Resultat gestattet uns, fiir beliebige Korper-
erweiterungen L/K den so genannten Transzendenzgrad transgrad L
als die Maéchtigkeit einer Transzendenzbasis von L/K zu definie-
ren. Algebraische Erweiterungen sind stets vom Transzendenzgrad 0,
wéhrend fiir einen Polynomring K[ X7, ..., X, ] der Quotientenkorper
K(Xj,...,X,) eine rein transzendente Erweiterung vom Transzen-
denzgrad n iiber K darstellt. Allgemeiner ist fiir ein beliebiges Sys-
tem X von Variablen der Quotientenkorper K(X) des Polynomrings
K [X] eine rein transzendente Erweiterung von K vom Transzendenz-
grad card X. Da K-Isomorphismen Transzendenzbasen wieder in eben-
solche iiberfiihren, sieht man:

Korollar 8. Zu zwei rein transzendenten Korpererweiterungen LK
und L' /K gibt es genau dann einen K-Isomorphismus L == L' wenn
L und L' vom gleichen Transzendenzgrad tiber K sind.

Hieraus ergibt sich insbesondere, dass es keinen K-Isomorphismus
zwischen Polynomringen K[Xj,...,X,,] und K[Y;,...,Y,] unter-
schiedlicher Variablenanzahlen m und n geben kann. Die beiden Quoti-
entenkorper wiren sonst namlich isomorphe Kérpererweiterungen von
K, hiatten aber unterschiedliche Transzendenzgrade, was unmoglich ist.
Wir wollen dieses Argument noch in etwas sorgféaltigerer Weise auswer-
ten.

Korollar 9. Es sei ¢: K[ Xy,...,X,,] — K[Y1,...,Y,] ein K-Ho-
momorphismus zwischen Polynomringen, derart dass jede Variable
Y e {Y},...,Y,} eine Gleichung des Typs
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Y +eaY" '+ 4 =0, Cly...,Cr € 1M,

erfillt (d. h. ¢ ist ganz im Sinne von Abschnitt 3.3; vgl. 3.3/4). Dann
folgt m > n. Ferner ist @ genau dann injektiv, wenn m = n gilt.

Beweis. Es sei R das Bild von ¢. Als Unterring von K[Yi,...,Y,] ist

dies ein Integritétsring, so dass wir K(Y3,...,Y,) als Erweiterungskor-
per von Q(R) ansehen konnen. Da K(Y3,...,Y,) = Q(R)(Y1,...,Y,)
gilt und die Elemente Yi,...,Y, geméafl unserer Voraussetzung alge-

braisch iiber Q(R) sind, ist die Erweiterung K(Y1,...,Y,)/Q(R) alge-
braisch. Es haben daher Q(R) und K (Y1, ...,Y,) denselben Transzen-
denzgrad iiber K, ndmlich n. Da andererseits die Variablen X3, ..., X,,
zu Elementen xq,..., 2, € Q(R) Anlass geben, die die Erweiterung
Q(R)/K erzeugen, ergibt sich m > n mit Lemma 4.

Es ist ¢ genau dann injektiv, wenn die Elemente x4, . .., z,, € Q(R)
algebraisch unabhéngig iiber K sind, d. h. wenn transgrad ,Q(R) = m
gilt. Da wir aber bereits transgrad Q) (R) = n gezeigt haben, ist wie
behauptet die Injektivitdt von ¢ dquivalent zu m = n. [

Wir wollen noch darauf hinweisen, dass sich fiir eine Korperkette
K C L C M der Transzendenzgrad additiv verhélt:

transgrad - M = transgrad, L + transgrad; M.

Dies verifiziert man leicht, indem man Transzendenzbasen X und 2)
von L/K und M/L betrachtet und zeigt, dass dann X Ug) eine Trans-
zendenzbasis von M /K ist. Die Summe der Kardinalitéiten von X und
9) ist per definitionem die Kardinalitidt der (disjunkten) Vereinigung
XuY.

Zum Schluss wollen wir noch zeigen, dass fiir eine rein transzen-
dente Erweiterung L/K der algebraische Abschluss von K in L stets
mit K iibereinstimmt, dass K also algebraisch abgeschlossen in L ist.

Bemerkung 10. Es sei L/K eine rein transzendente Korpererweite-
rung. Dann ist jedes v € L — K transzendent iiber K.

Beweis. Man betrachte ein iiber K algebraisches Element x € L sowie
eine Transzendenzbasis X von L/K mit L = K(X). Dann existiert
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ein endliches Teilsystem (xy,...,x,) von X mit x € K(z1,...,z,).
Um x € K zu zeigen, diirfen wir folglich X als endlich ansehen, etwa
X = (z1,...,2,). Sel nun

f=X"+a X" ' +.. . +c, € K[X]

das Minimalpolynom von x € L = K(X) iiber K, wobei wir  # 0
und somit ¢, # 0 annehmen diirfen. Indem wir K[X] als Polynomring
in den Variablen xi,...,z, interpretieren, sehen wir mit 2.7/3, dass
dieser Ring faktoriell ist. Wir kénnen deshalb z als gekiirzten Bruch
zweier teilerfremder Elemente schreiben, x = g/h mit g,h € K[X],
h # 0. Die Gleichung f(z) = 0 liefert dann

" +cig" th+ ...+, b =0.

Jedes Primelement ¢ € K[X], welches h teilt, teilt somit auch g, und
es folgt, dass h eine Einheit in K [X] ist, also h € K*. In gleicher Weise
zeigt man g € K™, so dass sich insgesamt o € K ergibt. 0

Aufgaben

1. Man vergleiche den Begriff der Transzendenzbasis einer Korpererweite-
rung L/K mit dem Begriff der Basis eines Vektorraums.

2. Man zeige, dass es Automorphismen von C gibt, die R nicht in sich selbst
abbilden, sowie weiter, dass C zu sich selbst isomorphe echte Teilkirper
enthdlt.

3. Man zeige, dass der Transzendenzgrad von R/Q gleich der Kardinalitét
von R ist.

4. Man zeige, dass jeder Korper der Charakteristik 0 Vereinigung von
Teilkorpern ist, die isomorph zu Teilkdrpern von C sind.

5. Es sei L/K eine Korpererweiterung und X ein iiber K algebraisch un-
abhingiges System von Elementen aus L. Man zeige, dass fiir jeden iiber
K algebraischen Zwischenkorper K’ zu L/K das System X algebraisch
unabhingig iiber K’ ist.

6. Es sei L/K eine endlich erzeugte Korpererweiterung. Man zeige, dass
dann auch fiir jeden Zwischenkorper L' zu L/K die Erweiterung L'/ K
endlich erzeugt ist.
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7.2 Tensorprodukte*

In Abschnitt 4.11 hatten wir bereits eine vereinfachte Version des Ten-
sorprodukts kennen gelernt. Wir wollen nunmehr Tensorprodukte et-
was grundsétzlicher studieren, und zwar im Hinblick auf Anwendungen
bei separablen bzw. priméren Korpererweiterungen in Abschnitt 7.3.
Dabei beginnen wir mit dem Tensorprodukt von Moduln; zur Defini-
tion eines Moduls iiber einem Ring sei auf Abschnitt 2.9 verwiesen.
Im Folgenden seien M, N Moduln iiber einem Ring R. Ist E ein
weiterer R-Modul, so nennt man eine Abbildung #: M x N — E wie
iiblich R-bilinear, wenn fiir alle x € M, y € N die Abbildungen

&(z,): N — E, z— &(x, 2),
P(,y): M — E, z— D(2,y),

jeweils R-linear, d. h. Homomorphismen von R-Moduln sind. Ein Ten-
sorprodukt von M mit N iiber dem Ring R ist nun ein R-Modul T,
derart dass die R-bilinearen Abbildungen von M x N in einen beliebi-
gen R-Modul E in umkehrbar eindeutiger Weise durch die R-linearen
Abbildungen T' — FE beschrieben werden:

Definition 1. Fin Tensorprodukt zweier R-Moduln M und N tber
einem Ring R ist gegeben durch einen R-Modul T' zusammen mit einer
R-bilinearen Abbildung 7: M x N — T, welche folgende universelle
FEigenschaft besitzt:

Zu jeder R-bilinearen Abbildung &: M x N — FE in einen
R-Modul E existiert eine eindeutig bestimmte R-lineare Abbildung
p: T — E mit ®=porT, so dass also das Diagramm

MxN—>T

v

F
kommutiert.

Tensorprodukte sind aufgrund der definierenden universellen Ei-
genschaft bis auf kanonische Isomorphie eindeutig bestimmt. Thre Exis-
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tenz ist stets gesichert, wie wir sogleich beweisen werden. In der Situa-
tion von Definition 1 schreibt man meist M ®p N anstelle von T.
Auflerdem ist es iiblich, fiir x € M, y € N das Bild von (z,y) unter
der bilinearen Abbildung 7: M x N — T mit x ® y zu bezeichnen;
Elemente des Typs z®y heiflen Tensoren in M ® rp N. Unter Benutzung
dieser Notation beschreibt sich die R-bilineare Abbildung 7 durch

M x N — M ®gN, (z,y) — 2 ®y.

Insbesondere sind also Tensoren R-bilinear in den beiden Faktoren,
d. h. es gilt

(az + d'2") @ (by + b'y')
=ab(z@y)+a(z@y)+db(a @y)+db (2 @)

fir a,a’,b,0/ € R, xz,2' € M, y,y € N. In vielen Fallen wird die defi-
nierende R-bilineare Abbildung 7: M x N — M ®pg N nicht explizit
erwahnt. Man bezeichnet dann M ®z N als Tensorprodukt von M und
N iber R und geht von der “Kenntnis” der Tensoren x ® y in M @ N
aus, mit deren Hilfe man die Abbildung 7 rekonstruieren kann.

Satz 2. Das oben definierte Tensorprodukt T'= M ®gr N existiert fiir
beliebige R-Moduln M und N.

Beweis. Die Konstruktionsidee ist recht einfach. Wir beginnen mit dem
von allen Paaren (z,y) € M x N erzeugten freien R-Modul, also mit
RM>N) ‘und dividieren durch den kleinsten Untermodul Q, so dass die
Restklassen zu den Elementen des Typs (z,y) die Eigenschaften von
Tensoren erhalten.! Dies bedeutet, wir konstruieren den Untermodul
Q C RM*N) der von allen Elementen

(42" y) — (2,y) — (2',y),

(z,y +9) = (z,9) — (z,9),
(ax,y) — a(z,y),
(2, ay) — a(z,y)

! (z,y) korrespondiert hier zu demjenigen Element (7, n)mem nen in RMxN)

welches unter Verwendung des Kronecker-Symbols durch 7y, n, = 0y, 20p,y definiert
ist.
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mita € R, x,2’ € M, y,y € N erzeugt wird, und betrachten den Quo-
tienten T = RWM*N)/Q. Die kanonische Abbildung 7: M x N — T,
welche ein Paar (z,y) auf die Restklasse zu (z,y) in 7" abbildet, ist
dann R-bilinear. Wir wollen zeigen, dass 7 die universelle Eigenschaft
eines Tensorprodukts aus Definition 1 erfiillt. Sei also ®: M x N — FE
eine R-bilineare Abbildung in einen R-Modul E. Hieraus erhélt man in
kanonischer Weise eine R-lineare Abbildung ¢: RM*N) — E indem
man G(z,y) = ®(x,y) fiir die Basiselemente des Typs (x,y) € RM*N)
verlangt sowie ¢ insgesamt durch R-lineare Ausdehnung erklart. Aus
der R-Bilinearitit von @ schliefit man dann, dass ker ¢ alle obigen
erzeugenden Elemente von () enthilt, dass also ¢ eine R-lineare Abbil-
dung ¢: RM*N) /) — E mit ¢ = ¢ o 7 induziert. Letztere ist durch
die Relation @ = ¢ o7 eindeutig bestimmt, denn die Restklassen (z, y)
der Basiselemente (z,y) € RM*N) erzeugen RM*N) /() als R-Modul,
und es gilt wegen @ = ¢ o 7 notwendig

p((z,9)) = o(7(z,y)) = 2(z,y).
Dies bedeutet, dass ¢ auf einem Erzeugendensystem des R-Moduls
T = RM*N) /() eindeutig festgelegt ist und damit insgesamt eindeutig
ist. [

Fiir die Handhabung von Tensorprodukten ist deren explizite Kon-
struktion, wie sie im Beweis zu Satz 2 ausgefiithrt wurde, nur von gerin-
gem Interesse. In den allermeisten Féllen ist es einfacher und iibersicht-
licher, die benotigten Eigenschaften aus der definierenden universellen
Eigenschaft des Tensorprodukts abzuleiten. Aus der Konstruktion von
M ®gr N sieht man beispielsweise, dass sich jedes Element z € M @z N
als endliche Summe von Tensoren schreiben lisst, etwa z = > | 2;®y;.
Dies ergibt sich aber auch unmittelbar aus der universellen Eigenschaft
von M ®g N, da der von allen Tensoren in M ®r N erzeugte Unter-
modul ebenfalls die universelle Eigenschaft eines Tensorprodukts von
M und N iiber R besitzt. Zu der Notation der Tensoren sei noch be-
merkt, dass fiir einen Tensor  ® y stets das zugehorige Tensorprodukt
M ®r N angegeben werden muss, in dem dieser Tensor gebildet wird,
es sei denn, dies ist aus dem Zusammenhang klar. Fiir einen Untermo-
dul M’ C M ist ndmlich das Tensorprodukt M’ ®g N nicht notwendig
ein Untermodul von M ®gz N. Im Allgemeinen gibt es von Null ver-
schiedene Tensoren x ® y in M’ ®g N, die als Tensoren in M ®z N
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verschwinden. Man betrachte etwa den Tensor 2® 1 in (2Z) ®z (Z/27)
sowie in Z ®z (Z/27); dieses Beispiel werden wir weiter unten noch
genauer diskutieren.

In vielen Féllen ist es bequem, zur Beschreibung einer R-linearen
Abbildung M ® gk N — E von einem Tensorprodukt in einen R-Modul
E lediglich die Bilder der Tensoren x ® y € M ®g N in E anzugeben;
es wird namlich, wie wir wissen, M ®r N als R-Modul von diesen
Tensoren erzeugt. Dabei ist allerdings zu beachten, dass die Bilder der
Tensoren aus M ®r N nicht in beliebiger Weise vorgegeben werden
diirfen, sondern die Regeln der R-Bilinearitét erfiillen miissen. Zu ei-
ner Familie (2, ,)zemyen von Elementen aus E existiert genau dann
eine R-lineare Abbildung M ®p N — E mit 2 ® y — 2,,, wenn
(x,y) — 2z, eine R-bilineare Abbildung M x N — E definiert.

Bemerkung 3. Zu R-Moduln M, N, P existieren kanonische R-Iso-

morphismen
R®r M = M, a®r+— ax,
M®RNA>N®RM, x@y'—)’y@l’,

(M@rN)@r P "5 M®@r (N®rP), 2Qy)2+— 1% (y® 2),

welche durch die angegebenen Abbildungsvorschriften eindeutig charak-
terisiert sind.

Bewers. In allen drei Féllen geht man dhnlich vor. Man zeigt zunéchst,
dass die auf den Tensoren erklédrte Abbildungsvorschrift zu einer wohl-
definierten R-linearen Abbildung fithrt und konstruiert dann in nahe
liegender Weise eine inverse Abbildung. Wir fithren dies nur fiir den ers-
ten Isomorphismus aus. Da die Abbildung RxM — M, (a,z) — ax,
R-bilinear ist, gibt sie zu einer wohldefinierten R-linearen Abbildung
p: R M — M, a ® x —— ax, Anlass. Um eine hierzu in-
verse Abbildung anzugeben, betrachte man die R-lineare Abbildung
: M — RrM, r— 1®x. Dann gilt po(x) = z fiir alle z € M
und entsprechend ¥ o p(a ® z) = YP(ax) = 1 ® ar = a ® z fir alle
Tensoren a ® x in R®r M. Es folgt poyp =id und Y op =1id, d. h. ¢
ist ein Isomorphismus mit =t = 1. 0

Dieselbe Beweisidee liefert die Vertauschbarkeit von Tensorproduk-
ten mit direkten Summen:
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Bemerkung 4. Es sei (M;);cr eine Familie von R-Moduln sowie N
ewn weiterer R-Modul. Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus

(@ MZ-) ®Qr N =5 @(Mi QrN), (2)icr @y — (2, R Y)ier,

i€l el

welcher durch die angegebene Abbildungsvorschrift eindeutig charakte-
risiert ist. Tensorprodukte kommutieren also mit direkten Summen.

Als Néchstes betrachten wir zwei R-lineare Abbildungen, etwa
o: M — M’ und ¢: N — N’, und definieren deren Tensorpro-
dukt als R-lineare Abbildung ¢ ® ¥: M g N — M’ @z N’ durch
Ry — ()@ (y). Dies ist moglich, da durch (z,y) — p(z)@vY(y)
eine R-bilineare Abbildung M x N — M’ ®pr N’ gegeben wird. Ins-
besondere kann man das Tensorprodukt o ®id: M @z N — M'®@r N
von ¢ mit der identischen Abbildung auf N bilden; man sagt, die Ab-
bildung ¢: M — M’ werde mit N tensoriert. Um das Verhalten von
R-linearen Abbildungen bei Tensorierung mit einem R-Modul N zu
studieren, benutzen wir den Begriff der exakten Sequenz. Hierunter
versteht man eine Folge R-linearer Abbildungen

M, =2 M, 225 0 224 M,
so dass imp; = ker ;1 fire=1,...,r — 2 gilt.
Satz 5. Es sei

M 25 M2 M — 0

eine exakte Sequenz von R-Moduln. Dann ist fiir jeden R-Modul N
auch die Sequenz

M &r N 229 o N 229 e, N —— 0

exakt.

Beweis. Zunichst gilt (¢ ® id) o (p ® id) = (1 0 ¢) ® id = 0 wegen
1oy =0,d. h. wir haben im(¢ ® id) C ker(¢) ® id). Daher induziert
1 ® id eine R-lineare Abbildung

¢¥: (M @z N)/im(p®id) — M" ®p N,
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und es geniigt zu zeigen, dass 1 ein Isomorphismus ist. Um eine in-
verse Abbildung zu v zu konstruieren, benutzen wir die Surjektivitéit
von ¢ und wihlen zu jedem z” € M” ein Element «(2”) € M mit
Y(u(z")) = 2”; die resultierende Abbildung ¢: M"” — M ist lediglich
eine Abbildung zwischen Mengen. Man betrachte nun die Abbildung

o: M"x N — (MopN)/im(p®id),  (2",y) — 1(z") @y,

wobei «(2") ® y die Restklasse von (") @ y in (M &g N)/im(p ® id)
bezeichne. Wir behaupten, dass ¢ eine R-bilineare Abbildung ist. Nur
die Linearitédt im ersten Argument ist nachzupriifen, und diese folgt,
wenn wir zeigen konnen, dass das Element «(2”) ® y unabhéngig von
der Wahl des Urbildes «(z”) € M zu z” € M" ist. Um diese Un-
abhéngigkeit einzusehen, betrachte man zwei Urbilder z1, 2, € M zu
2. Es gilt dann 1 — 25 € im @, etwa 1 — x5 = p(2’), da die Sequenz
M'"— M — M" — 0 exakt ist. Hieraus folgt aber

T1RY—120y =)y =(peid)(z'®y) =0,

wie behauptet. Mithin ist ¢ wie oben definiert eine R-bilineare Abbil-
dung, und man sieht, dass die induzierte R-lineare Abbildung

M"®@pr N — (M @z N)/im(p ®id)
invers zu 1 ist. 0

Als Folgerung zu Satz 5 kann man fiir R-Moduln M, N sowie einen
Untermodul M’ C M das Tensorprodukt (M/M’)® g N konkretisieren.
Aus der kanonischen exakten Sequenz

M =25 M -2 M/M — 0
ergibt sich die exakte Sequenz

M@r N 2% Mo N 224 (M/M)or N —— 0,

man erhélt also einen Isomorphismus

(M/M'Y®@r N =% (M ®@zr N)/im(p®id), TQy+—1R7Y.
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An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass aus der Injektivitidt von ¢
im Allgemeinen nicht die Injektivitiat der tensorierten Abbildung ¢ ®id
folgt, d. h. man kann M’ ®z N im Allgemeinen nicht beziiglich ¢ ® id
als Untermodul von M ®r N auffassen. So ist die von der Inklusion
27 — Z induzierte Abbildung 27 ®7 (Z/27) — 7 ®z (Z/27) die
Nullabbildung, da in Z®y(Z/27) alle Tensoren der Form 2a®b auch in
der Form a®2b geschrieben werden kénnen und deshalb verschwinden,
wobel 27 Qgz, (Z/27.) ~ 7 @z (7/27) ~ Z/2Z von Null verschieden ist.

Man nennt einen R-Modul N flach, wenn fiir jede Injektion von
R-Moduln M’ < M die tensorierte Abbildung M’ ®@p N — M @ N
injektiv ist. Hierzu ist dquivalent, dass exakte Sequenzen des Typs
0— M — M — M"” — 0 bei Tensorieren mit N exakt bleiben. Aus
den Bemerkungen 3 und 4 ergibt sich beispielsweise:

Bemerkung 6. Freie R-Moduln sind flach, insbesondere also jeder
Vektorraum iiber einem Kdorper.

Wir wollen als Néchstes fiir R-Moduln den Prozess der Koeffizien-
tenerweiterung erkliaren. Sei f: R — R’ ein Ringhomomorphismus.
Indem wir R’ beziiglich f als R-Modul auffassen, kénnen wir fiir jeden
R-Modul M das Tensorprodukt M ® R’ bilden. Dieses ist per definitio-
nem ein R-Modul, wobei sich die R-Modulstruktur von M ®p R’ sogar
zu einer R'-Modulstruktur fortsetzen lasst. Und zwar erkldre man das
Produkt eines Elementes a € R’ mit einem Tensor (z ® b) € M ®g R’
durch z ® (ab). Hierbei beachte man, dass die Abbildung

Mx R — M ®gr R, (z,b) — z ® (ab),
R-bilinear ist, also eine R-lineare Abbildung
M®r R — M ®gr R, TRbr— x® (ab),

induziert. Letztere ist gerade die Multiplikation mit a. Unter Benut-
zung der Rechenregeln fiir Tensoren sieht man unmittelbar, dass die so
definierte Produktbildung den Eigenschaften einer R’-Modulstruktur
geniigt. Man sagt, der R-Modul M ® R’ entstehe aus M durch Erwei-
terung der Koeffizienten. Auch iiberzeugt man sich leicht davon, dass
die hier gegebene Definition der Koeffizientenerweiterung mit derjeni-
gen aus Abschnitt 4.11 iibereinstimmt, wo wir lediglich Vektorrdume
iiber Korpern betrachtet haben; man vergleiche auch Aufgabe 1.
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Bemerkung 7. Es seien R — R’ — R" Ringhomomorphismen
sowte M ein R-Modul. Dann existiert ein kanonischer Isomorphismus
von R"-Moduln

(M@rR)®r R =5 M ®rR', (r®d)®d — 2 (dd"),

welcher durch die angegebene Abbildungsvorschrift eindeutig charakte-
risiert ist.

Beweis. Zunidchst induziert R© — R, aufgefasst als R-lineare Abbil-
dung, durch Tensorieren mit M eine R'-lineare Abbildung

o: M®@r R — M ®grR",
und es ist
(M®r R')x R" — M ®gr R", (x,a") — d" - o(x),

eine wohldefinierte R’-bilineare Abbildung, welche die zu betrachten-
de Abbildung (M ®z R') ®r R”" — M ®pr R" induziert. Letztere ist
R’-linear, wie man anhand der Tensoren leicht nachrechnet. Um ei-
ne inverse Abbildung zu konstruieren, betrachte man die R-bilineare
Abbildung

M x R" — (M ®g R') ®r R", (x,d")— (z®1)®d",
sowie die zugehorige Abbildung M ®r R" — (M ®r R') @p R". O

Wir werden den Prozess der Koeffizientenerweiterung speziell fiir
Ringhomomorphismen des Typs R — Rg benutzen, wobei S C R ein
multiplikatives System sei; hierbei bezeichnet Rg die Lokalisierung von
R nach S, d. h. R¢ = S7!'R in der Notation von Abschnitt 2.7. Man
kann also zu einem R-Modul M stets den Rg-Modul M ®r Rg betrach-
ten. Andererseits lasst sich aber zu M auch ein Rg-Modul durch Loka-
lisieren konstruieren. Man betrachte ndmlich die Menge aller Briiche £
mit x € M, s € S und identifiziere jeweils £ mit einem weiteren Bruch
”8”—,/, falls es ein §” € S mit §’(s'z — sz’) = 0 gibt. Die resultierende
Menge ist dann unter den gewohnlichen Regeln der Bruchrechnung ein
Rgs-Modul; dieser wird mit Mg bezeichnet.
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Satz 8. Es sei S C R ein multiplikatives System.

(i) Die kanonische Abbildung R — Rg ist flach, d. h. Rg ist unter
dieser Abbildung ein flacher R-Modul.

(i) Zu jedem R-Modul M gibt es einen kanonischen Isomorphismus
von R- bzw. Rg-Moduln

M@RRsﬁMs, [B@g'—>—,
s s
welcher durch die angegebene Abbildungsvorschrift eindeutig charakte-
risiert ist.

Beweis. Wir beginnen mit Aussage (ii). Die Abbildung

M x Rg — Mg, (:c,g) — %,
ist wohldefiniert, wie man leicht einsieht, und dariiber hinaus R-bili-
near, gibt also Anlass zu einer eindeutig bestimmten R-linearen Abbil-
dung ¢: M ®g Rs —> Mg mit der in (ii) gegebenen Abbildungsvor-
schrift. Letztere zeigt zudem, dass ¢ sogar Rg-linear ist. Andererseits
priift man leicht nach, dass

V: Mg — M ®p Rg, §|—>x®§,
eine wohldefinierte R-lineare Abbildung ist, die invers zu ¢ ist, d. h. ¢
ist ein Isomorphismus.

Nun ist Aussage (i) leicht zu begriinden. Sei o: M’ — M eine
Injektion von R-Moduln. Indem wir (ii) anwenden, geniigt es zu zei-
gen, dass die natiirliche von ¢ induzierte Abbildung og: M§ — Mg,
T @ injektiv ist. Sei also 7 ein Element in Mg, dessen Bild in Mg
verschwindet. Dann existiert geméfi der Definition von Mg ein s” € S
mit o(s"x) = §"o(x) = 0. Aus der Injektivitdt von o folgt sz = 0 und
somit £ =0, d. h. og ist injektiv. O

Schliellich wollen wir fiir zwei Ringhomomorphismen f: R — R’
und g: R — R” das Tensorprodukt R'®z R” betrachten, wobei wir es
hier allerdings vorziehen, R’ und R" als R-Algebren zu bezeichnen (vgl.
Abschnitt 3.3), um auf die explizite Erwidhnung der Homomorphismen
f und g verzichten zu konnen. Das Tensorprodukt R’ ®pr R” ist von
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links ein R-Modul und von rechts ein R”-Modul, und wir wollen zeigen,
dass R'®g R” aulerdem eine R-Algebra ist. Hierzu werde auf R’ @ R”
durch
(a®b)-(c®d) = (ac) ® (bd)
eine Ringmultiplikation erklért. Um zu zeigen, dass diese wohldefiniert
ist, betrachten wir zu einem Element z =Y ¢; ® d; € R ®r R die
Abbildung
R'xR" — R ®r R, (a,b) |—>a-z-b:2(a0i)®(bdi).
i=1
Diese ist wohldefiniert und R-bilinear, da wir wissen, dass R’ ®r R”

sowohl ein R’-Modul als auch ein R”"-Modul ist. Somit erhalten wir die
“Multiplikation” mit z als R-lineare Abbildung

R @pr R — R @ R", a®@br—a-z-b.
Indem wir z variieren lassen, ergibt sich eine Abbildung
(R/ ®R R//) X (R/ ®R R//) — R/ ®R R//,

welche durch
(a®b,c®d) — (ac) ® (bd)

charakterisiert ist und aufgrund der Bilinearitédtseigenschaften von
Tensoren die Forderungen einer Ringmultiplikation erfiillt. Schliefllich
definiert man durch a — (a-1)® 1 = 1 ® (a - 1) einen Ringhomo-
morphismus R — R’ ®pr R”, welcher das Tensorprodukt R’ ®pz R” als
R-Algebra erklart.

Das Tensorprodukt R’ ®@p R” zweier R-Algebren R’ und R” ist
ausgestattet mit den beiden kanonischen R-Algebrahomomorphismen

o' R — R @r R, av—ad ®1,
o R —s R Qr R//7 ' —1® a//7

welche, wie nachfolgendes Lemma zeigt, das Tensorprodukt R’ ®r R”
als R-Algebra eindeutig charakterisieren.

Lemma 9. Die oben genannten Abbildungen o': R — R ®r R,
o": R" — R ®pg R" erfiillen folgende universelle Eigenschaft: Zu
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je zwei R-Algebrahomomorphismen ¢': R — A und ¢": R" — A
in eine R-Algebra A gibt es genau einen R-Algebrahomomorphismus
v: RR®@r R" — A, so dass das Diagramm

R/

1o

R QR R

U“‘ /

R/l

A

kommutiert. Dabei ist ¢ charakterisiert durch o' ®@a" —— ¢'(a’)-¢" (a").

Besitzen ', " die gleiche universelle Figenschaft wie o' 0", so
ist @ ein Isomorphismus. Das Tensorprodukt R' ®@r R ist daher als
R-Algebra durch die genannte universelle Figenschaft eindeutig cha-
rakterisiert.

Beweis. Um die Eindeutigkeit von ¢ zu zeigen, betrachte man einen
Tensor @' @ a” € R' ®r R". Es gilt dann

pld®d") = ¢((d'®1)-(18d")) = p(a'®1)-p(1®d") = ¢'(a)-¢"(d"),

d. h. ¢ ist eindeutig auf allen Tensoren in R’ ® g R” und damit auf ganz
R’ ®r R". Umgekehrt kann man aber auch die Abbildung

R/ X RII — A7 (a/7 a//) — gp/(a/) . gDII(CLI/)7

betrachten. Diese ist R-bilinear und induziert daher eine R-lineare Ab-
bildung ¢: R’ ® g R” — A. Dass ¢ ein R-Algebrahomomorphismus
mit den geforderten Eigenschaften ist, rechnet man unmittelbar nach.

O

Satz 10. Es sei R’ eine R-Algebra und X ein System von Variablen
sowie a C R[X] ein Ideal. Dann gibt es kanonische Isomorphismen

R[X] ®r R’ == R'[X], fod—df,
(R[X]/a) ®g R =% R'[X]/aR'[X], [®d+—df,
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welche durch die angegebenen Abbildungsvorschriften eindeutig charak-
terisiert sind.

Beweis. Die kanonischen Homomorphismen ¢': R[X] — R'[X] und
¢": R — R'[X] geben aufgrund von Lemma 9 Anlass zu einem
R-Algebrahomomorphismus

¢: R[X] ®r R — R'[X], f®d—df.

Andererseits lasst sich die Abbildung R — R[X]|®grR, d — 1 ® d/,
gemdfl 2.5/5 durch X —— X ® 1 zu einem Ringhomomorphismus
Y R'[X] — R[X] ®g R’ fortsetzen. Man stellt dann fest, dass 1 in-
vers zu ¢ ist, dass also ¢ ein Isomorphismus ist. Die weitere in der
Behauptung genannte Isomorphie ergibt sich hieraus unter Benutzung
von Satz 5. O

Zum Abschluss wollen wir die gewonnenen Resultate benutzen, um
Tensorprodukte von Korpern zu behandeln. Genauer geht es darum,
in verschiedenen Situationen fiir Kérpererweiterungen L/K und K'/K
das Tensorprodukt L ®x K’ zu berechnen. Vorab sei bemerkt, dass
L ®k K' eine von Null verschiedene K-Algebra ist, die L und K’ als
Unteralgebren enthélt. Die kanonischen Abbildungen

LZL@KK—>L®KK,, K/2K®KK/—>L®KK/
sind nédmlich aufgrund der Flachheit von L/K und K’/K injektiv.

Bemerkung 11. Sei K'/K eine Korpererweiterung. Fir Polynome
f € K[X] einer Variablen X gilt dann

(K[X]/fK[X]) @k K' ~ K'[X]/FK'[X].
Ist weiter f = pi*...pY eine Primfaktorzerleqgung in K'[ X] mit paar-

weise nicht-assoziierten Primpolynomen p; € K'[X], so folgt

(K[X]/FE[X]) @x K~ [[ K'[X] /o KX,

=1

Beweis. Man benutze Satz 10 in Verbindung mit dem Chinesischen
Restsatz 2.4/14. O
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Ist nun L/K eine einfache algebraische Korpererweiterung, etwa
L = K(a) mit Minimalpolynom f € K[X] zu a, und ist K'/K ir-
gendeine Korpererweiterung, so ergibt sich in der Situation von Be-
merkung 11, dass

K(a) @ K' ~ K'[X]/fK'[X] ~ H K'[X]/py K'[X]

genau dann wieder ein Korper ist, wenn f iiber K’ irreduzibel ist.
Im Allgemeinen wird K(a) ®x K’ jedoch Nullteiler besitzen und so-
gar nicht-triviale nilpotente Elemente haben, d. h. Elemente z # 0,
zu denen es einen Exponenten n € N mit 2" = 0 gibt. Es enthélt
K(a) ® K' genau dann von Null verschiedene nilpotente Elemente,
wenn mindestens einer der obigen Exponenten v; grofler als 1 ist. Dies
bedeutet insbesondere, dass f in diesem Fall kein separables Polynom
sein kann.

Bemerkung 12. Es sei L/K eine rein transzendente Korpererwei-
terung mit Transzendenzbasis X, die L iiber K erzeugt, d. h. so dass
L = K(X) gilt. Dann gibt es zu jeder Korpererweiterung K'/K kano-
nische Homomorphismen

L@K K = K/[.%]S — K/(%)

wobei K'[X]s die Lokalisierung des Polynomrings K'[X] nach dem
multiplikativen System S = K[X]—{0} bezeichnet. Insbesondere ist
L ®y K' ein Integritditsring.

Beweis. Wir fassen L als Lokalisierung K [X]g des Polynomrings K [X]
nach dem multiplikativen System S = K [X]—{0} auf. Mit Satz 10 gilt

K[X] @k K"~ K'[X],
sowie nach Bemerkung 7 und Satz 8
Lex K'~ K[X]s®r K’
~ K[X]s ®x) (K[X] @k K')

~ K[%]S O[] K’[%]
ZK,[%]S
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Es ist somit L ® K’ als Unterring des Quotientenkorpers von K'[X]
ein Integritétsring. 0

Wir wollen nun noch auf eine Eigenschaft von Tensorprodukten
eingehen, die es in vielen Féllen erlaubt, gewisse Endlichkeitsbedin-
gungen zu realisieren. Es handelt sich um die Vertréglichkeit von Ten-
sorprodukten mit direkten Limiten, vgl. Aufgabe 8, eine Figenschaft,
die wir an dieser Stelle der Einfachheit halber nur in einem Spezialfall
formulieren.

Lemma 13. Es seien A und A’ Algebren tiber einem Kérper K. Fiir
Unteralgebren Ag C A und Ay C A’ ist dann Ay @k Ay in kanonischer
Weise eine Unteralgebra von A @y A'. Sind weiter (A;)ier, (A})jes
gerichtete Systeme von Unteralgebren von A bzw. A" mit A = J,c; Ai
und A" =J;c; A, so ist (A @k Al)ierjes ein gerichtetes System von
Unteralgebren von A @y A" mit

Ak A= | (4 ek 4).

el jet

(Gerichtet bedeutet fir das System (A;)ier, dass zu 1,1 € I stets ein
ke I mit A,JUA; C Ay existiert, entsprechend fiir die ibrigen Systeme;
vgl. auch 4.2.)

Beweis. Die Inklusionen Ay — A und A — A’ induzieren aufgrund
der Flachheit von K-Algebren Injektionen

A0®KA{)‘—>A0®KA/‘—>A®KA/.

Insbesondere folgt daher fir ¢ € I, j € J, dass die Tensorprodukte
A; @ A Unteralgebren von A®p A" sind. Sei nun z € A®g A’. Dann
ist 2 darstellbar als endliche Summe 2 = >~/ | 7, ®y, mit x, € J;c; Ai
und y, € U;c; A} Da (Ai)ier und (A)) e gerichtet sind, gibt es Indizes
i€l jeJmitax,... .,z € Ay und yy,...,y € A}, d. h es gilt

Als Beispiel betrachte man zu zwei Korpererweiterungen L/K und
L'/K jeweils die gerichteten Systeme (L;)ic; bzw. (L’);cs aller iiber
K endlich erzeugten Teilkérper L; C L bzw. L. C L. Dann gilt
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L@k L' =U,erjes(Li @k L}) aufgrund von Lemma 13. Mochte man
nun eine gewisse Eigenschaft wie etwa die Nullteilerfreiheit fiir L ® g L'
beweisen, so sieht man, dass L®g L’ genau dann nullteilerfrei ist, wenn
alle L; Qg L;- dies sind. Auf diese Weise kann man die Behandlung
beliebiger Korpererweiterungen auf den Fall endlich erzeugter Korper-
erweiterungen zuriickfithren. Wir werden von dieser Moglichkeit im
nachfolgenden Abschnitt mehrfach Gebrauch machen.

Aufgaben

R sei stets ein Ring.

1. Fiir eine R-Algebra R’ und einen R-Modul M betrachte man das Ten-
sorprodukt M ®pr R'. Man zeige, dass dieses als R'-Modul, zusammen
mit der R-linearen Abbildung 7: M — M Qg R, v — x ® 1, eindeu-
tig durch folgende universelle Eigenschaft charakterisiert ist: Zu jeder
R-linearen Abbildung ®: M — E in einen R'-Modul E gibt es genau
eine R'-lineare Abbildung o: M Qr R — E mit ® = poT.

2. Man beweise die Erxistenz des Tensorprodukts R' @ g R" zweier R-Alge-
bren in direkter Weise, indem man eine R-Algebra T konstruiert, die
der universellen Figenschaft aus Lemma 9 gendigt.

3. Es sei R’ eine R-Algebra. Man zeige: Ist M ein flacher R-Modul, so ist
M ®pr R als R'-Modul flach.

4. Es sei M ein R-Modul. Man zeige:

(i) Ist M flach und ist a € R kein Nullteiler in R, so folgt aus einer
Gleichung ax = 0 mit z € M stets x = 0.

(ii) Ist R ein Hauptidealring, so ist M genau dann ein flacher R-Modul,
wenn M torsionsfrei ist, d. h. wenn aus ax = 0mita € R, x € M
stets a = 0 oder = = 0 folgt.

5. Man betrachte zwei R-Algebren R/, R” sowie zwei Ideale o/ C R/,
o’ C R” und zeige (R'/d') @r (R"/a") ~ (R’ ®r R")/(d/,d"). Dabei
sei (¢, a”) das von den Bildern o/(a’) und o”(a”) unter den kanonischen
R-Algebrahomomorphismen ¢’: R — R'®r R", ¢": R" — R'®r R"
erzeugte Ideal.

6. Zu einer normalen algebraischen Korpererweiterung L/K der Charak-
teristik p > 0 betrachte man gemifl 3.7/4 und 3.7/5 den separablen
Abschluss K sowie den rein inseparablen Abschluss K; von K in L und
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zeige, dass die kanonische Abbildung K; @k K; — L, a® b +—— ab, ein
Isomorphismus ist.

7. Es seien L/K und K'/K endlich erzeugte Korpererweiterungen, wobei
L/K rein transzendent von einem Transzendenzgrad > 0 sei. Man zei-
ge: L @k K’ ist genau dann ein Korper, wenn die Erweiterung K'/K
algebraisch ist.

8. Es seien (M;)icr, (N;)ier zwei induktive Systeme von R-Moduln (vgl.
Abschnitt 4.2). Man zeige, dass (M; ®g N;)ier in natiirlicher Weise ein
induktives System von R-Moduln ist und dass es einen kanonischen
Isomorphismus von R-Moduln

(hﬂ M;) ®r (hﬂNZ) = h%m(]\fZ ®pr N;)

gibt.

7.3 Separable, primire, regulire Erweiterungen™

In diesem Abschnitt sollen gewisse Typen von nicht notwendig alge-
braischen Korpererweiterungen studiert werden, die sich mittels Ten-
sorprodukten charakterisieren lassen. Wir beginnen mit separablen
Korpererweiterungen und erinnern zunéchst daran, dass das Radikal
rad R eines Ringes R aus allen Elementen z € R besteht, zu denen es
ein n € N mit 2" = 0 gibt. Man nennt R reduziert, wenn rad R = 0
gilt.

Bemerkung 1. Es sei L/K eine algebraische Kérpererweiterung.
Dann ist dquivalent:

(i) Esist L/K ist separabel im Sinne von Definition 3.6/3.

(ii) Fir jede Korpererweiterung K'/K ist L @y K' reduziert.

Beweis. Sei zunéchst L/K als separabel vorausgesetzt. Unter Benut-
zung von 7.2/13 diirfen wir annehmen, dass die Erweiterung L/K end-
lich erzeugt und somit von endlichem Grad ist. Dann gibt es aufgrund
des Satzes vom primitiven Element 3.6/12 ein @ € L mit L = K(a), und
es folgt mit 7.2/11 aus der Separabilitit von a iiber K, dass L @ K’
fir jede Erweiterung K'/K reduziert ist. Dies zeigt, dass (ii) aus (i)
folgt. Sei nun umgekehrt (ii) gegeben, wobei wir K’ speziell als einen
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algebraischen Abschluss von K wiéhlen. Sei a € L. Da K'/K flach ist,
ergibt die Inklusion K (a) < L eine Inklusion K (a) ® x K" — L@y K’,
so dass K (a) ® K’ reduziert ist. Dann hat aber das Minimalpolynom
von a iiber K gemf 7.2/11 lediglich einfache Nullstellen, und es folgt,
dass a separabel {iber K ist. Indem man diesen Schluss fiir jedes a € L
durchfiihrt, sieht man, dass L/K separabel ist. O

Da die Bedingung (ii) in Bemerkung 1 auch fiir nicht-algebraische
Erweiterungen L /K sinnvoll ist, kénnen wir die Separabilitéit beliebiger
Korpererweiterungen wie folgt erkléren:

Definition 2. Eine Kirpererweiterung L/ K heifit separabel, wenn fir
jede Korpererweiterung K'/ K das Tensorprodukt L&y K’ reduziert ist.

Bemerkung 3. Jede rein transzendente Korpererweiterung L/K st
separabel.

Beweis. Man benutze 7.2/12. O

Als Néchstes wollen wir einige einfache Figenschaften separabler
Korpererweiterungen zusammenstellen.

Satz 4. Es sei M/K eine Kirpererweiterunyg.
(i) Ist M/K separabel, so ist fiir jeden Zwischenkorper L zu MK
auch die Erweiterung L/K separabel.?
(i) M/K ist genau dann separabel, wenn L/K fir alle iber K
endlich erzeugten Zwischenkdrper L C M separabel ist.
(iii) Sind fir einen Zwischenkérper L zu M/K die Erweiterungen
M/L und L/K separabel, so auch M /K.

Beweis. Sei M /K separabel. Ist dann K'/K eine beliebige Korper-
erweiterung, so induziert die Inklusion L < M aufgrund der Flachheit
von K'/K eine Inklusion L @ K' — M ®k K', und man sieht, dass
mit M ®k K’ auch L ®k K’ reduziert ist. Aus der Separabilitit von
M/ K folgt also diejenige von L/K. Weiter folgt aus 7.2/13, dass M /K

2 Man beachte, dass M/L nicht notwendig separabel ist, wenn dies fiir M/K
gilt; vgl. Aufgabe 1.
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genau dann separabel ist, wenn L/ K fiir alle iiber K endlich erzeugten
Zwischenkorper separabel ist. Damit sind die Behauptungen (i) und
(ii) klar.

Um die Behauptung (iii) zu verifizieren, nehmen wir M /L und L/K
als separabel an. Sei wiederum K’/ K eine beliebige Korpererweiterung.
Es ist dann R = L ®k K’ von Null verschieden und reduziert. Wir
benotigen als Hilfsresultat, dass das Nullideal in R Durchschnitt von
Primidealen ist. Um dies einzusehen, betrachte man ein Element s # 0
in R sowie das von s erzeugte multiplikative System S = {s% s',...}.
Da R reduziert ist, gilt 0 ¢ S. Indem man wie im Beweis zu 3.4/6
vorgeht, konstruiert man mit Hilfe des Lemmas von Zorn 3.4/5 ein
Ideal p C R, welches maximal mit der Bedingung p NS = () ist und
stellt fest, dass p ein Primideal ist. Es gibt also zu jedem s # 0 ein
Primideal p C R mit s ¢ p, d. h. das Nullideal in R ist Durchschnitt
von Primidealen, etwa 0 = ;. p;-

Fir j € J sei Q; der Quotientenkdrper zu R/p;. Dann induzieren
die kanonischen Homomorphismen R — R/p; — @Q; eine Injektion
R — ] jes @ sowie aufgrund der Flachheit von M /L eine Injektion
M®, R— M ®, HJEJ ;. Wir benutzen nun, dass die Abbildung

(x) Mop[[@ — [[(MeLQ), =& (g)jer— (& q¢)jer,

jedJ jedJ

injektiv ist, eine Eigenschaft, die wir weiter unten noch gesondert zei-
gen werden. Da wegen der Separabilitit von M /L die Tensorprodukte
M ®p Q; sémtlich reduziert sind, ergibt sich die Reduziertheit von
M ®p R und unter Benutzung des Isomorphismus

M®,R=M® (Log K') = My K’

aus 7.2/7 auch die Reduziertheit von M ®y K’, so dass insgesamt die
Separabilitdt von M /K folgt.

Um nun die Injektivitéat der Abbildung (%) nachzuweisen, benutzen
wir, dass M eine L-Vektorraumbasis (y;);c; besitzt. Da Tensorproduk-
te mit direkten Summen kommutieren, vgl. 7.2/4, schreibt sich jedes
Element z € M ®, HjeJ Q; in der Form z = Y.,y ® (qij)jes mit
eindeutig bestimmten Elementen ¢;; € );, wobei fast alle Terme in die-
ser Summe verschwinden. Letzteres bedeutet, dass es nur fiir endlich
viele @ € I Indizes j € J mit ¢;; # 0 gibt. In &dhnlicher Weise kénnen
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wir Elemente aus [[;_ (M ®;,@Q;) eindeutig als Familien von endlichen
Summen Y., ¥;®qy;, j € J, schreiben, also von Summen mit nur end-
lich vielen von Null verschiedenen Termen. Dies bedeutet, dass es zu
jedem j € J hochstens endlich viele Indizes ¢ € I mit ¢;; # 0 gibt. Neh-
men wir insbesondere [ und J als unendlich an, so kann man Elemente
(X icr ¥i® Gij)jes in [];c (M ®1 Q;) konstruieren mit der Eigenschaft,
dass g;; # 0 fiir unendlich viele Indizes i € I gilt, sowie fiir gewisse
Indizes j € J, die jeweils von ¢ abhdngen. Da die Abbildung () ein
Element der Form ) . ; v; ® (¢i;)jes auf das Element (Y .., v ®¢ij)jes
abbildet, sieht man, dass (x) stets injektiv, im Allgemeinen aber nicht
surjektiv ist. O

Definition 5. Eine Korpererweiterung L/K heifit separabel erzeugt,
wenn es eine Transzendenzbasis X von L/K gibt, so dass L separabel
(algebraisch) dber K(X) ist. In diesem Fall heifit X eine separierende
Transzendenzbasis von L/K.

Da jede Korpererweiterung L/K eine Transzendenzbasis besitzt,
vgl. 7.1/3, sieht man, dass Korpererweiterungen im Falle char K = 0
stets separabel erzeugt sind. Weiter folgert man aus Satz 4 (iii) in
Verbindung mit Bemerkung 3 unmittelbar:

Korollar 6. Jede separabel erzeugte Korpererweiterung L/K, insbe-
sondere also jede Korpererweiterung in Charakteristik 0, ist separabel.

Unser néchstes Ziel ist es, fiir endlich erzeugte Korpererweiterun-
gen die Umkehrung zu beweisen. Hierzu erinnern wir daran, dass man
zu einem Korper K der Charakteristik p > 0 den Korper K? ' al-
ler p'-ten Wurzeln aus Elementen von K bilden kann. Man hat dann
kanonische Inklusionen

K=K'"CcK'' CcK' C...,

und es ist K7~ = |Ji7, K?" der rein inseparable Abschluss von K,
ein Korper, der vollkommen und rein inseparabel iiber K ist; vgl. Auf-
gabe 6 aus Abschnitt 3.7.

Satz 7. Es sei K ein Kérper der Charakteristik p > 0 sowie L ein
Erweiterungskorper. Dann ist dquivalent:
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(i) L/K st separabel.
(ii) L ®x KP~ ist reduziert.
(iii) Fir jede endliche Korpererweiterung K'/K mit K' € KP~ ' ist
L @ K' reduziert.
(iv) Sind ay,...,a, € L linear unabhingig iber K, so auch die
Elemente af, ..., aP.
(v) Jeder diber K endlich erzeugte Teilkorper L' C L ist separabel
tiber K erzeugt.
Ist L/K endlich erzeugt, etwa L = K(x1,...,x,), so lisst sich
wm Falle der Separabilitit das System der x; zu einer separierenden
Transzendenzbasis von LK verkleinern.

Beweis. Die Implikation (i) = (ii) ist trivial. Weiter folgt die Impli-
kation (ii) == (iii) aus der Flachheit von L/K, da in der Situation
von (iii) jedes K’ ein Teilkérper von K? ~ und somit L @k K’ ein
Unterring von L @ KP~ ist.

Zum Nachweis von (iii) == (iv) betrachte man iiber K linear un-
abhingige Elemente aq,...,a, € L sowie Elemente cy,...,c, € K mit

>, ca? = 0. Dann kann man jeweils die p-te Wurzel cf_l e KP' zu
-1

¢; bilden sowie den Korper K’ = K( ,...,¢» ') € K? ' erkliren.
Dieser ist endlich iiber K. Man setze nun z = >, _, ai®cf_1 € LeogK'.

Da
zp:Zaf@)ci = Z(cmf)@l = (Zcmf) ®1=0
i=1 =1

i=1
gilt und L ®p K’ reduziert ist, erhdlt man z = 0. Nun sind aber
die Elemente a1 ® 1,...,a, ® 1 in L ®k K’ linear unabhéngig iiber
K', denn (P;_, Ka;) ®k K’ ist aufgrund der Flachheit von K'/K ein
Untervektorraum von L ®x K’, und es gilt

(P Kai) 2 K" = P(Ka; @k K)
i=1 i=1
aufgrund von 7.2/4. Somit folgt aus z = 0, dass alle Koeffizienten
c? ~ baw. alle ¢ verschwinden, und man sieht, dass af, ..., a? linear
unabhéngig iiber K sind.
Sei nun Bedingung (iv) erfiillt. Um (v) hieraus abzuleiten, diirfen
wir L/K als endlich erzeugte Korpererweiterung annehmen, etwa
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L = K(zy,...,2,). Wir zeigen mit Induktion nach n, dass L/K se-
parabel erzeugt ist. Der Induktionsanfang n = 0 ist trivial. Sei also im
Folgenden n > 0. Wir betrachten ein maximales iiber K algebraisch un-
abhingiges Teilsystem von x1,...,z,, etwa x1,...,z; mit t < n. Dann
bildet x1,...,z; eine Transzendenzbasis von L/K. Im Falle n = t ist
nichts zu zeigen. Sei also t < n, und sei f € K[Xy,...,X;1] ein nicht-
triviales Polynom minimalen Gesamtgrades d mit f(xq,...,21) = 0.
Falls nun f sogar ein Polynom in X7,..., X7, ist, so ist f von der
Form f =3%" ., c,(X?)” mit Koeffizienten ¢, € K und einer endlichen
Indexmenge I C N'F! wobei wir ¢, # 0 fiir alle v € I annehmen
wollen. Die p-ten Potenzen (27")?...(z}i')?, v € I, sind also linear
abhéngig tiber K, und Gleiches gilt gemafi (iv) auch fiir die Mono-

me z7' ...z, Wir erhalten daher eine Relation g(x1,...,2441) = 0
mit einem nicht-trivialen Polynom ¢g € K[X3,..., X;11], dessen Ge-

samtgrad < d ist. Dies ist aber nach Wahl von d ausgeschlossen, so
dass notwendig f ¢ K[X7,..., X} ] folgt. Es existiert daher eine Va-
riable X; mit der Eigenschaft, dass f kein Polynom in X7 ist. Somit
ist h = f(z1,...,2-1, X4, Tiy1, - - ., T441) ein nicht-triviales Polynom in
X; mit Koeffizienten in K[z1,...,2;_1,Ti1,...,%41], welches z; an-
nulliert und dessen Ableitung nicht identisch verschwindet. Als Konse-
quenz sieht man, dass L algebraisch iiber K (xy, ..., 21, Tit1, ..., Tey1)
ist, und wegen transgrad, (L) = t, dass x1,...,T; 1, Tit1, ..., Tepq €1-
ne Transzendenzbasis von L/K bilden, also insbesondere algebraisch
unabhéngig iiber K sind. Aufgrund der Minimalitdt des Grades von f
ist h als Polynom mit Koeffizienten in K[z1,..., % 1, Ti1, .-, Tip1]
irreduzibel und primitiv. Da der Polynomring in X; iiber diesem
Koeffizientenbereich nach 2.7/3 faktoriell ist, ist A prim und somit
auch ein Primelement in K (xy,..., 21, Tip1, ..., 1) [ Xi]; vgl. 2.7/7.
Da auflerdem die Ableitung von h nicht verschwindet, ist h nach
3.6/1 separabel. Somit ist z; separabel algebraisch iiber dem Korper
K(xy,...,%i1,%i41,...,T¢11) und damit insbesondere separabel al-
gebraisch iiber K(z1,...,x;_1,Ti11,...,%,). Letzterer Kérper ist nun
nach Induktionsvoraussetzung iiber K separabel erzeugt, so dass dann
auch L = K(xy,...,z,) insgesamt iiber K separabel erzeugt ist. Dies
beendet den Nachweis der Implikation (iv) = (v). Das beschriebe-
ne Verfahren zeigt insbesondere, dass man fir L = K(zy,...,x,) das
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System der z; zu einer separierenden Transzendenzbasis von L/K ver-
kleinern kann.

Die Implikation (v) = (i) schliefllich ergibt sich aus Satz 4 (ii)
und Korollar 6. 0

Ist K in der Situation von Satz 7 bereits vollkommen, so gestattet
K keine echten rein inseparablen Korpererweiterungen, d. h. es gilt

oo

K = K? . In Verbindung mit Korollar 6 ergibt sich daher:

Korollar 8. Jede Kirpererweiterung L/K eines vollkommenen Kor-
pers K ist separabel.

Als Néchstes wollen wir zwei weitere Klassen von Korpererweite-
rungen betrachten, die primdaren und die reguldiren Korpererweiterun-
gen, wobei man die priméren Erweiterungen als eine Verallgemeine-
rung rein inseparabler algebraischer Erweiterungen deuten kann; man
benutze etwa die unten in Satz 13 gegebene Charakterisierung primérer
Erweiterungen. Wir nennen einen Ring R irreduzibel, wenn sein Radikal
rad R ein Primideal ist.

Definition 9. Fine Korpererweiterung L/K heifft primér (bzw. re-
gulér), wenn fir jede beliebige Korpererweiterung K'/K das Tensor-
produkt L @y K' irreduzibel (bzw. ein Integrititsring) ist.> Die Erwei-
terung L/ K ist also genau dann requlir, wenn sie separabel und primdr
ist.t

Dass in Charakteristik p > 0 zumindest einfache rein inseparable
Erweiterungen L/K Beispiele fiir primére Korpererweiterungen sind,
lasst sich leicht aus 7.2/11 ablesen. Gilt némlich L = K(a) und ist
f=X" —ce K[X] das Minimalpolynom von a iiber K, so folgt
L ®g K' ~ K'[X]/(f). Uber einem algebraischen Abschluss K’ zu
K’ besitzt f die Zerlegung f = (X — a)P", wobei wir a mit der ent-
sprechenden Nullstelle von f in K’ identifiziert haben. Es folgt dann

3 In der Literatur wird eine Koérpererweiterung L/K meist dann als primér
bezeichnet, wenn K separabel abgeschlossen in L ist. Diese Bedingung ist dquivalent
zu der hier gegebenen, vgl. Satz 13.

4 Man benutze, dass ein Ring genau dann ein Integrititsring ist, wenn sein
Nullideal prim ist.
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rad(K'[X]/(f)) = (X —a)/(f), so dass rad(L® K') prim ist. Da aber
die Inklusion K’ < K’ aufgrund der Flachheit von L/K eine Injektion
L®g K' — L®g K’ induziert, siecht man, dass mit rad(L @ K') auch
dessen Schnitt mit L ®x K’, also das Radikal von L ®j K’ prim ist.
Letzteres bedeutet, dass L/K primér ist.

Ahnlich wie fiir separable Korpererweiterungen wollen wir einige
elementare Eigenschaften primérer und reguldrer Korpererweiterungen
zusammenstellen.

Bemerkung 10. Jede rein transzendente Korpererweiterung LK ist
requldr und damit insbesondere primdr.

Beweis. Man benutze 7.2/12. O]

Satz 11. Es sei M/K eine Korpererweiterunyg.

(i) Ist M/ K primdr (bzw. requldr), so ist fir jeden Zwischenkdrper
L zu M/K die Erweiterung L/K primdr (bzw. reguldr).

(ii) M/K ist genau dann primdr (bzw. requldr), wenn L/K fir
alle iber K endlich erzeugten Zwischenkérper L C M primdr (bzw.
requldr) ist.

(iii) Sind fir einen Zwischenkdorper L zu M/K die Erweiterungen
M/L und L/K primdr (bzw. requlir), so auch M/K.

Beweis. Die Eigenschaft regulér ist fiir Kérpererweiterungen als Kom-
bination von separabel und priméar erklart. Somit diirfen wir uns auf
priméire Erweiterungen beschrinken, denn die behaupteten Aussa-
gen wurden in Satz 4 bereits fiir separable Erweiterungen bewiesen.
Ist L ein Zwischenkorper zu M/K sowie K’ ein beliebiger Erweite-
rungskorper von K, so induziert die Inklusion L — M eine Injektion
LegK' — M®gK', denn K'/K ist flach. Da fiir jede Ringerweiterung
R C R’ und jedes Primideal p’ C R’ der Schnitt R N p’ ein Primideal
in R ist und da rad R = R Nrad R’ gilt, sieht man unmittelbar, dass
mit M/K auch L/K primér ist. Ist umgekehrt L/K fiir jeden iiber
K endlich erzeugten Zwischenkorper L zu M /K primér, so folgt unter
Benutzung von 7.2/13, dass auch M/K primér ist. Die Aussagen (i)
und (ii) sind somit klar.
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Zum Nachweis von (iii) betrachte man primére Erweiterungen
M/L und L/K sowie eine Erweiterung K’/K. Sodann erkennt man
R = (L®k K')/rad(L ® K') als Integrititsring; der zugehorige Quo-
tientenkorper werde mit () bezeichnet. Weiter besteht folgende Sequenz
von Homomorphismen:

MogK =5 M®, (Log K') —2—+ M®, R —— M®;,Q

Die erste Abbildung ist der Isomorphismus aus 7.2/7, die weiteren ent-
stehen aus den kanonischen Abbildungen L ®x K' — R — @ durch
Tensorieren mit M iiber L. Dabei schliefit man aus 7.2/5 sowie unter
Benutzung der Flachheit von M /L, dass ker ¢ mit dem Tensorprodukt
M @ rad(L @k K') zu identifizieren ist, also nur nilpotente Elemente
enthélt, und dass v injektiv ist. Um zu sehen, dass rad(M ®x K') ein
Primideal ist, betrachte man Elemente a,b € M ®; (L ®x K'), deren
Produkt ab nilpotent ist. Dann ist (¢ o ¢)(ab) = (o @)(a) - (¢ o v)(b)
nilpotent in M ®j, Q. Da M /L primér ist, muss einer der beiden Fak-
toren, etwa (1) o¢)(a) nilpotent sein. Da ker ¢ o p = ker ¢ aus nilpoten-
ten Elementen besteht, ist a selbst nilpotent. Insbesondere folgt, dass
rad(M ®k K') prim ist. O

Wir wollen im weiteren Verlauf zeigen, dass eine Korpererweite-
rung L/K bereits dann primér bzw. regulér ist, wenn das Tensorpro-
dukt L ®x K’ fiir alle algebraischen Korpererweiterungen K'/K irre-
duzibel bzw. nullteilerfrei ist. Als Hilfsmittel benotigen wir folgendes
Schliisselresultat:

Lemma 12. Ein Tensorprodukt A @y A’ zweier Algebren A und A’
tiber einem algebraisch abgeschlossenen Kdrper K ist genau dann ein
Integritdtsring, wenn A und A’ Integrititsringe sind.

Beweis. Sei zundchst AR A’ ein Integritéitsring. Dann gilt AR A" # 0,
und dies impliziert A # 0 und A’ # 0. Somit sind die Strukturabbil-
dungen K — A, K — A’ injektiv. Wegen der Flachheit von A und
A’ iiber K sind auch die tensorierten Abbildungen

AEA@KKHA(X)KA,, AIZK(X)KA,—)A@KA,

injektiv, und es folgt, dass A und A’ Integritdtsringe sind. Dasselbe
Argument zeigt A ® A’ # 0, wenn A # 0 und A’ # 0 gilt.
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Um nachzuweisen, dass A ®x A’ ein Integritéitsring ist, sofern
dies fiir A und A’ gilt, greifen wir auf die geometrischen Methoden
aus Abschnitt 3.9 zuriick; insbesondere benutzen wir den Hilbertschen
Nullstellensatz 3.9/4. Seien also A und A’ Integritétsringe. Indem wir
7.2/13 benutzen, diirfen wir annehmen, dass A und A" endlich erzeugte
K-Algebren sind, also von der Form

A~ K[X]/p, A ~K[Y]/q,

mit Variablen X = (Xy,...,X,), Y = (¥1,...,Y;) und Primidealen p,
q. Weiter hat man nach 7.2/10 einen kanonischen Isomorphismus

(K[X]/p) @ (K[Y]/a) = K[X.Y]/(p,q), f®F— fg.

Es seien nun U = V(p) € K" und U’ = V(q) C K*® die zu p und
q gehorigen algebraischen Teilmengen von K" bzw. K°. Dann gilt
UxU =V(p,q),d h. Ux U ist die zu dem Ideal (p,q) C K[X,Y]
gehorige algebraische Menge. Da alle Polynome aus p auf U trivi-
al sind, faktorisiert der Einsetzungshomomorphismus K[X] — K,
fr— f(x), fir z € U iiber A ~ K[X]/p, liefert also einen Einset-
zungshomomorphismus A — K. Wir kénnen daher, wie zum Ende
von Abschnitt 3.9 erlautert, die Elemente von A als “Funktionen” auf U
ansehen. Aufgrund des Hilbertschen Nullstellensatzes 3.9/4 verschwin-
det eine Funktion f € A genau dann auf ganz U, wenn f € rad A gilt,
wenn also f nilpotent ist. In unserem Falle ist allerdings p ein Prim-
ideal und folglich A = K[X]/p ein Integritdtsring, so dass f(U) = 0
aquivalent zu f = 0 ist. In dhnlicher Weise betrachten wir die Elemen-
te aus A’ als Funktionen auf U’ sowie die Elemente aus A ®x A" als
Funktionen auf U x U’.

In einem ersten Schritt wollen wir zeigen, dass A® ¢ A’ reduziert ist,
dass also aus g(U x U') = 0 mit g € A®g A’ stets g = 0 folgt. Hierfiir
benotigen wir zu Punkten x € U das Tensorprodukt des Einsetzungs-
homomorphismus A — K, a — a(z), mit A, also die Abbildung

0y A A — A, Zai®a;r—>2ai(:ﬁ).a;,
sowie in einem spéateren Stadium auch noch die analoge Abbildung

TyiA®KA/—>A, Zai®a;'—>zai'a;(y)v
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zu Punkten y € U’. Weiter wihle man eine K-Basis (€});e; von
A, GeméB 7.2/4 hat dann jedes ¢ € A ®x A’ eine Darstellung
g = D19 ® € mit eindeutig bestimmten Elementen g; € A.
Nach diesen Vorbereitungen betrachte man nun ein nilpotentes Ele-
ment g € A ®xg A" mit der Darstellung g = > .., g; ® €. Es ver-
schwindet g auf U x U’, und folglich gilt dasselbe fiir die Funktionen
0:(9) = > ier 9i(x) - ¢j auf U’, und zwar fiir jedes x € U. Da A’ redu-
ziert ist, folgt g;(x) = 0 fiir alle x € U. Da auch A reduziert ist, ergibt
sich g; = 0 fur alle ¢ € I und somit g = 0. Also ist A @k A’ reduziert.

In &hnlicher Weise konnen wir zeigen, dass A @ A’ sogar ein In-
tegritéitsring ist. Seien f,g € A @k A, f # 0, mit f- g = 0, wobei
wiederum g = .., g; ® €] gelte. Aus

o (f) - Zgz(%’) e =0,(f) 0.(9) =0.(fg) =0

el

und der Nullteilerfreiheit von A’ schlieft man dann o,(g9) = 0 bzw.
gi(x) = 0 fir alle z € U mit o,(f) # 0, d. h. fiir alle diejenigen
x € U, zu denen es ein y € U’ mit f(x,y) # 0 gibt. Dies bedeutet,
dass f-(g; ®1) fiir alle i € I auf U x U’ verschwindet, d. h. es gilt
f+(g;®1) =0, wie wir oben gesehen haben. Weiter hat man

7y (f) - gi :Ty<f'(gi®1)) =0

fir y € U'. Wegen f # 0 gibt es Punkte (z,y) € Ux U’ mit f(z,y) # 0,
also insbesondere mit 7,(f) # 0. Da A nullteilerfrei ist, folgt g; = 0 fiir
alle 7 € I und somit g = 0. OJ

Satz 13. Fs sei L/K eine Korpererweiterung. Dann ist dquivalent:
(i) L/K ist primdr.
(ii) Fir jede endliche separable Erweiterung K'/K ist L @k K’
irreduzibel.
(iii) K ist separabel abgeschlossen in L, d. h. jedes Element a € L,
welches separabel algebraisch tiber K ist, gehort bereits zu K.

Beweis. Die Implikation (i) = (ii) ist trivial. Sei also Bedingung (ii)
gegeben, und sei a € L separabel algebraisch tiber K. Ist f € K[X]
das Minimalpolynom zu a, so zerfallt dieses Polynom {iber L in ein Pro-
dukt von irreduziblen Faktoren, etwa f = f; ... f., wobei aufgrund der
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Separabilitit von f keine mehrfachen Primfaktoren auftreten konnen.
Deshalb gilt fiir K’ = K(a) nach 7.2/11

Lok K~ HL[X]/(fz>7

d. h. esist L ® ¢ K’ ein endliches Produkt von Korpern. Insbesondere
ist rad(L ® K') das Nullideal. Da dieses Ideal aber nach Vorausset-
zung ein Primideal ist, gilt notwendig r = 1. Also ist f irreduzibel in
L[X]. Nun ist aber a € L eine Nullstelle von f, so dass man in L[ X]
eine Gleichung der Form f = (X — a) - g hat. Aus der Irreduzibilitét
von f ergibt sich ¢ = 1 und folglich @ € K. Somit ist K separabel
abgeschlossen in L.

Sei nun Bedingung (iii) erfillt. Um zu zeigen, dass L ®x K’ fiir
Korpererweiterungen K'/K irreduzibel ist, betrachten wir zunéchst
eine endliche separable Erweiterung K'/K. Nach dem Satz vom pri-
mitiven Element 3.6/12 ist K'/K eine einfache Erweiterung, etwa
K' = K(a). Sei f € K[X] das Minimalpolynom von a iiber K. Dieses
ist irreduzibel tiber K, aber auch iiber L. Ist ndmlich f = g - h eine
Zerlegung mit normierten Polynomen g, h € L[ X ], so sind die Koeffi-
zienten von g und h als Elemente eines Zerféallungskoérpers von f iiber
K separabel algebraisch iiber K. Es gilt also bereits g, h € K[ X], und
aus der Irreduzibilitdt von f iiber K folgt ¢ = 1 oder h = 1, d. h. f
ist irreduzibel iiber L. Nun hat man aber L ® K’ ~ L[X]/(f) nach
7.2/11, was zeigt, dass L @k K’ ein Korper ist.

In einem néchsten Schritt betrachten wir im Falle positiver Cha-
rakteristik eine endliche rein inseparable Korpererweiterung K”/K’,
wobei wie soeben K’/K endlich und separabel sei. Da wir im An-
schluss an Definition 9 gesehen haben, dass einfache rein inseparable
Erweiterungen primér sind, folgt mit Satz 11 (iii), dass auch K" /K’
primér ist. Daher ist L ®x K" ~ (L @k K') @k K" irreduzibel, und
wir sehen auf diese Weise, dass L ® i K" fiir alle endlichen Erweiterun-
gen K" /K irreduzibel ist. Ist nun K ein algebraischer Abschluss zu K,
so ist auch L ® K irreduzibel. Mittels 7.2/13 lisst sich das Radikal
rad(L ®x K) niimlich als Vereinigung aller Radikale rad(L ®x K”) zu
endlichen Erweiterungen K”/K mit K” C K interpretieren.

Hieraus folgt nun unter Benutzung von Lemma 12 leicht, dass
L ®k K’ fiir beliebige Erweiterungen K'/K irreduzibel und L/K so-
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mit primér ist. Man wéhle ndmlich einen algebraischen Abschluss
K' zu K' und betrachte die von K’ < K’ induzierte Injektion
L®g K' — L ®yg K'. Es geniigt zu zeigen, dass L ®x K’ irreduzi-
bel ist. Nun haben wir aber gerade gesehen, dass L ®x K irreduzibel
ist, wenn K den algebraischen Abschluss von K in K’ bezeichnet. Da
das Tensorprodukt

((L RK F)/ rad(L XK ?)) ®f ?/

nach Lemma 12 ein Integritdtsring ist, sieht man wie im Beweis zu
Satz 11 (iii), dass L ® K’ irreduzibel ist. O]

Aus den gewonnenen Resultaten fiir separable und primére Kérper-
erweiterungen léasst sich durch Kombination eine entsprechende Cha-
rakterisierung reguldrer Koérpererweiterungen ableiten.

Satz 14. Fs sei L/ K eine Korpererweiterung. Dann ist dquivalent:
(i) L/K ist regular.
(ii) Fir jede endliche Erweiterung K'/K ist L @k K’ ein Inte-
gritatsring.
(i) L/K ist separabel und K ist algebraisch abgeschlossen in L.

Beweis. Ein Ring R ist genau dann ein Integritdtsring, wenn das Nul-
lideal 0 C R prim ist. Letzteres ist dquivalent dazu, dass das Radikal
rad R einerseits prim ist und andererseits verschwindet. Dies zeigt die
Aquivalenz von (i) und (ii), wenn man die Sitze 7 und 13 benutzt.
Um auch die Aquivalenz von (i) und (iii) zu erhalten, gehe man
zunéchst von einer reguldren Erweiterung L/K aus. Dann ist nach
Satz 11 (i) auch der algebraische Abschluss von K in L reguldr {iber
K. Es geniigt also, den Fall zu betrachten, wo L/K algebraisch ist. Hier
ergibt sich aber aus Bemerkung 1 und Satz 13 sofort L = K und damit
(iii). Ist umgekehrt Bedingung (iii) gegeben, so folgt (i) wiederum mit
Satz 13. O

Wir wollen abschliefend noch auf eine geometrische Anwendung
der gewonnenen Resultate hinweisen. In der Situation von Abschnitt 3.9
betrachte man einen Koérper K sowie einen algebraischen Abschluss K.
Weiter sei U C K" eine iiber K definierte algebraische Teilmenge von
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K", die irreduzibel sei, d. h. wir verlangen, dass das zugehorige Ideal
p=1Ig(U) C K[Xy,...,X,] prim sei; man vergleiche hierzu auch die
geometrische Interpretation der Irreduzibilitdt in Aufgabe 4 aus Ab-
schnitt 3.9. Dann lisst sich U auch als iiber K definierte algebraische
Teilmenge von K™ auffassen, und man kann das zugehérige Ideal I=(U)
in K[Xi,...,X,] betrachten, welches sich aufgrund des Hilbertschen
Nullstellensatzes 3.9/4 zu Iz(U) = rad(pK[X,,...,X,]) berechnet.
Es heit U geometrisch reduziert, wenn I(U) = pK[X1,...,X,]
gilt, d. h. wenn das Ideal pK[X1,..., X, ] reduziert ist. Weiter heifit
U geometrisch irreduzibel, wenn I(U) = rad(pK[X;,...,X,]) prim
ist, wenn also U als iiber K definierte algebraische Menge irreduzi-
bel ist. Mit Aufgabe 4 sieht man, dass U genau dann geometrisch
reduziert (bzw. geometrisch irreduzibel, bzw. geometrisch reduziert
und geometrisch irreduzibel) ist, wenn fiir den Quotientenkérper @ zu
K[Xi,...,X,]/p die Erweiterung @@/ K separabel (bzw. primér, bzw.
regulér) ist.

Aufgaben

1. Es seien K C L C M Korpererweiterungen, wobei M/K separabel
(bzw. primdr, bzw. regulir) sei. Wir haben gesehen, dass dann auch die
Erweiterung L/ K separabel (bzw. primdr, bzw. regulir) ist. Kann man
eine entsprechende Aussage auch fir die Erweiterung M /L machen?

2. Eine Korpererweiterung L/K st genau dann primdr, wenn K in L
separabel abgeschlossen ist. Lassen sich im Falle p = char K > 0 se-
parable Erweiterungen L/K in dhnlicher Weise charakterisieren, etwa
indem man fordert, dass aus a € L mit aP € K bereits a € K folgt,
oder, dass der algebraische Abschluss von K in L separabel iiber K ist?

3. Man konstruiere ein Beispiel einer separablen Korpererweiterung, die
nicht separabel erzeugt ist.

4. Es sei K[X] der Polynomring iiber einem Korper K in endlich vielen
Variablen X, ..., X,,. Weiter betrachte man ein Primideal p C K[X],
den Quotientenkérper @ = Q(K[X]/p) sowie einen algebraischen Ab-
schluss K zu K und zeige:

(i) Die Erweiterung /K ist genau dann separabel, wenn das Ideal
pK[X] in K[X] reduziert ist.
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(ii) Die Erweiterung /K ist genau dann primér, wenn das Ideal
rad(pK [X]) ein Primideal in K [X] ist.

(iii) Die Erweiterung /K ist genau dann reguldr, wenn das Ideal
pK [X] ein Primideal in K[X] ist.

5. Essei K ein Korper und K ein algebraischer Abschluss. Man zeige, dass
eine Erweiterung L/K genau dann regulér ist, wenn L ®x K ein Korper
ist.

6. Es sei K ein vollkommener Korper. Man zeige: Sind A, A’ zwei redu-
zierte K-Algebren, so ist auch das Tensorprodukt A @ g A’ reduziert.

7. Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Ein System = = (x1,...,2,)
von Elementen aus K7~ heifit p-frei iiber K, wenn sich die Erweiterung
K(z)/K nicht von weniger als n Elementen erzeugen lidsst. Man zeige:

(i) Ein System von n Elementen z1,...,x, € KP™" ist genau dann
p-frei tiber K, wenn die von X; — x; induzierte kanonische Ab-
bildung K [X1,...,X,] /(XY =2, ..., Xk —2h) — K(z) ein Iso-
morphismus ist.

(ii) Eine Korpererweiterung L/K ist genau dann separabel, wenn fol-
gende Bedingung gilt: Sind 1, ..., 2, € K p-frei iiber K?, so sind
diese Elemente auch p-frei iiber LP.

7.4 Kalkiil der Differentiale*

Ziel dieses Abschnitts ist die Charakterisierung separabler Korper-
erweiterungen mit Mitteln der Differentialrechnung. Die benutzten Me-
thoden fulen allerdings nicht auf dem Limesbegriff der Infinitesimal-
rechnung, sondern sind rein algebraischer Natur. Sie finden ihre natiirli-
che Fortsetzung beim Studium so genannter étaler bzw. glatter Mor-
phismen innerhalb der Algebraischen Geometrie; vgl. etwa [3], Chap. 8.
Im Folgenden sei R stets ein Ring.

Definition 1. Fine R-Derivation einer R-Algebra A in einen A-Modul
M 1ist eine R-lineare Abbildung 6: A — M, welche der “Produktregel”

6(fg)=f-d(g)+g-0(f), fg€eA,

geniigt. Allgemein versteht man unter einer Derivation eine Z-Deriva-
tion.
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Fir r € R gilt stets §(r - 1) = 0. AuBerdem folgert man aus der
Produktregel leicht die “Quotientenregel”

5([) _ 99(f) = fi(g)
g 92

fiir Elemente f,g € A, wobei g eine Einheit in A ist. Die Menge al-
ler R-Derivationen 6: A — M bildet einen A-Modul, den wir mit
Derg(A, M) bezeichnen, bzw. mit Der(A, M), falls R = Z gesetzt ist.
Ist etwa A = R[X] der Polynomring einer Variablen iiber R, so defi-
niert die formale Differentiation von Polynomen

d
LRI S RIX) A0 S0,
eine R-Derivation von R[X] in sich. Aufgrund der Produktregel ist
jede R-Derivation 6: R[X] — R[X] bereits eindeutig durch Angabe
des Elements §(X) bestimmt. Daher stimmt Derg(R[X ], R[X]) tiber-
ein mit dem freien R[X ]-Modul, der von der Derivation erzeugt
wird.

ax

Satz 2. Es sei A eine R-Algebra. Dann existiert ein A-Modul QA/R
zusammen mit einer R-Derivation dy/p: A — 9114/1%7 so dass das

Paar (Q}MR, da/r) folgende universelle Eigenschaft besitzt:

Zu jeder R-Derivation 6: A — M in einen A-Modul M gibt
es eine eindeutig bestimmte A-lineare Abbildung ¢ Qi&/R — M mut
0 = podyyr, so dass also das Diagramm

A dajm Q,IA/R

e

M

kommutiert. Das Paar (QL/R, dasr) ist durch diese Eigenschaft bis auf
kanonische Isomorphie eindeutig bestimmt. Man nennt (Q}LX/R,dA/R)

bzw. /g den Modul der relativen Differentialformen (vom Grad 1)
von A iber R.

Beweis. Wir behandeln zunéchst den Fall A = R[X] mit einem System
X von (beliebig vielen) Variablen X;, i € I. Es sei Q}L‘/R = AU der von
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I erzeugte freie A-Modul, wobei wir fiir das zu 7 € I korrespondierende
Basiselement von QY R im Folgenden die Notation d.X; verwenden wer-
den, also QY /R = = @,.; A-dX;. Bildet man die partiellen Ableitungen
von Elementen f € A nach den Variablen X;, und zwar im formalen
Sinne, so {iberzeugt man sich leicht davon, dass

dajr: A— Qyp, fr— Z dXZ,

el

eine R-Derivation mit da/z(X;) = dX; ist und weiter, dass (QA/R, da/R)
die universelle Eigenschaft eines Moduls der relativen Differentialfor-
men von A iiber R erfiillt. Ist ndmlich 6: A — M eine R-Derivation in
einen beliebigen A-Modul M, so erkldre man eine A-lineare Abbildung
©: QA/R — M durch ¢(dX;) = 6(X;) fir i € 1. Dann ist ¢ o da/r
eine R-Derivation von A nach M, welche auf den Variablen X;, i € I,
mit  iibereinstimmt. Aufgrund der A-Linearitdt und der Produktregel
ergibt sich hieraus fiir f € A die Gleichung

5(f) = aX Z 7 P(0X0) = @ 0 dasr(f),

el

also § = pody,/p. Da aus dieser Beziehung notwendig ¢(dX;) = §(X;)
folgt, ist ¢ auch eindeutig bestimmt.

Im Allgemeinfall kénnen wir A von der Form R[X]/a annehmen
mit einem System X von Variablen und einem Ideal a C R[X]. Folglich
geniigt es zu zeigen:

Lemma 3. Es sei A eine R-Algebra und a C A ein Ideal. Man setze
B = AJa. Ist dann (Qi‘/R, da/r) der Modul der relativen Differential-
formen von A dber R, so ist

Q =y p/ (ayp + Adayr(a))

zusammen mit der von dy/gp: A — Q}L‘ r induzierten R-linearen Ab-
bildung d: B — Q0 der Modul der relatiwen Differentialformen von B
tiber R.

Beweis. Zunéchst stellt man fest, dass ) ein B-Modul ist. Da wei-
ter dy/r die Eigenschaften einer R-Derivation besitzt, gilt dasselbe
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fiir d. Um die universelle Eigenschaft fiir d zu zeigen, betrachte man
eine R-Derivation §: B — M in einen B-Modul M. Dann ist die
Komposition § = § o m mit der Projektion 7: A — A/a = B ei-
ne R-Derivation von A nach M, wobei wir M als A-Modul auffassen.
Die universelle Eigenschaft von da/p: A — Q) /R bewirkt, dass ¢ ein-
deutig iiber eine A-lineare Abbildung ¢: Q4 ) — M faktorisiert.
Da 6(a) =0 gilt und M ein Modul tiber B ist, hat man notwendig
o(af2} /r T Adayr(a)) = 0. Somit induziert ¢ eine B-lineare Abbildung
%: Q — M mit 6 = g od. Dass % durch diese Gleichung eindeutig
bestimmt ist, folgt aus der Eindeutigkeit von ¢. Lemma 3 und Satz 2
sind also bewiesen. [

Der obige Satz besagt insbesondere, dass ¢ —— ¢ o dq/r eine
A-lineare Bijektion

HomA(Qi‘/R,M) — DerR(A, M)

zwischen den A-Modulhomomorphismen /R M und den R-Deri-
vationen von A nach M definiert. Weiter sieht man aus der universellen
Eigenschaft von Q4 /g unmittelbar, dass QY /g von allen Differentialen
zu Elementen aus A, d. h. von allen Elementen des Typs da/r(f),
f € A, erzeugt wird. Genauer zeigt die im Beweis zu Satz 2 gegebene
Argumentation:

Satz 4. Es sei A eine R-Algebra und x = (z;)ie; ein System von
Elementen von A mit A= R[x]. Dann gilt:

(i) (da/r(w;))icr ist ein A-Erzeugendensystem von Q}4/R'

(i) Ist @ = (x;)icr algebraisch unabhingig iber R, so bildet das
System (da/r(%;))ier eine Basis von Q,lq/R§ insbesondere ist Q}L‘/R dann
frei.

Als Néchstes wollen wir zeigen, dass zu einem Homomorphismus
von R-Algebren 7: A — B stets eine kanonische exakte Sequenz von
B-Moduln

4B — Vp/r BN Qpy — 0

korrespondiert. Um die Abbildung « zu erklédren, betrachte man die
Komposition von 7: A — B mit der R-Derivationdg/r: B — Q}B/R.
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Fasst man Q}S/R mittels 7 als A-Modul auf, so ist dg/r o 7 eine

R-Derivation von A. Nach Definition von Qh /R faktorisiert diese iiber
eine A-lineare Abbildung

Qar — /g, dasr(f) — dg/r(7(f)),
und letztere induziert eine B-lineare Abbildung
a: Qyp®s B — Qpp, dajr(f) @b b-dgr(7(f)).

Zur Definition von 3 schliefilich beachte man, dass sich jede A-Deri-
vation von B insbesondere als R-Derivation von B auffassen lasst, so
dass man aufgrund der universellen Eigenschaft von QJ /r €ine wohl-
definierte B-lineare Abbildung

B: Qpp — Qpa, dg/r(g9) = dgya(g),

erhalt.

Satz 5. Ist 7: A — B ein Homomorphismus von R-Algebren, so ist
die Sequenz

a B

die durch da/r(f)®b N b-dp/r(7(f)), dB/r(g) N dp/a(g) gegeben
wird, exakt.

Beweis. Da Q}B/A von allen Elementen des Typs dp/a(9), g € B, erzeugt
wird, und da B(dp/r(9)) = dpsa(g) gilt, ist B surjektiv. Weiter gilt
B oa =0, und es geniigt zum Nachweis von ima = ker 8 zu zeigen,
dass Q}B /R /im o zusammen mit der von dp,r induzierten Abbildung
d: B— Q /R /im o der Modul der relativen Differentialformen von B
iiber A ist. Um dies einzusehen, betrachte man folgendes kommutative
Diagramm:

d ®1

l la

d
d: B 2~ Q}B/R e Q}B/R/ima
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Zunéchst ist d: B — Qg /R/ ima eine A-Derivation, da dies nach
Definition eine R-Derivation ist und da dp,r(7(f)) € ima fir alle
f € Agilt. Ist nun §: B — M eine A-Derivation von B in einen
B-Modul M, so ist dies insbesondere eine R-Derivation. Also existiert
eine eindeutig bestimmte B-lineare Abbildung ¢: Q1 p — M mit
0 = podp/r. Da d eine A-Derivation ist, gilt 6 o 7 = 0 und folglich
poa =0, was aber bedeutet, dass ¢ durch eine B-lineare Abbildung
?: Qp p/ima — M faktorisiert. Nach Konstruktion gilt § = o d,
wobei ® durch diese Gleichung eindeutig bestimmt ist. O

Wir wollen die exakte Sequenz aus Satz 5 in einem Spezialfall aus-
werten.

Satz 6. Es sei A eine R-Algebra und S C A ein multiplikatives Sys-
tem. Ist dann 7: A — Ag die kanonische Abbildung von A in die
Lokalisierung nach S, so ist die zugehorige Abbildung

a: Qyp®aAs — Qug /g, da/r(f) @ av— a-dagr(7(f)),

bijektiv. Insbesondere gilt Q) , = 0.

Beweis. Die Gleichung 9}45 a=70 ergibt sich leicht aus der Bijektivitat
von «; man verwende Satz 5 oder setze R = A und benutze Q}LVA = 0.
Es bleibt also lediglich zu zeigen, dass « bijektiv ist. Hierzu identifiziert
man Q) ®4 Ag mit dem Ag-Modul (2 ,5)s, vgl. 7.2/8, und zeigt,
dass (Q2}p)s zusammen mit der Abbildung

f sda/r(f) — fda/r(s)

d: As — (a/n)s, S = ,

die universelle Eigenschaft des Moduls der relativen Differentialformen
von Ag iiber R besitzt. Zunéchst ist nachzurechnen, dass d wohldefi-
niert ist. Gelte etwa f = JSC—,/ fir f,f" € Aund s,s € S. Dann gibt
es ein s” € S, so dass die Gleichung s”(s'f — sf’) = 0 in A besteht.
Hieraus folgt

(s'"f = sf') - dar(s")+ 5" - dajr(s'f —sf) =0,

und man sieht durch Multiplikation mit s”, dass da/r(s'f — sf’) in
(Q,lal/R)S verschwindet, d.h. es gilt s'0(f) — sd(f’) = f'd(s) — fi(s),
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wobei ¢ die Komposition von d4,r mit der kanonischen Abbildung
Qyr — (Q/p)s bezeichne. Dass d : Ag — () s wohldefiniert
ist, ergibt sich dann aus folgender Rechnung:

s (s0(f) — fo(s)) — s°(s'6 (s)
ss’( "5(f) — so(f ’)) s'2f5 )+ s f5( "
= ss'(f'8(s) — fo(s')) — s'2f5 )+ 5% f0(s)

= '(sf' =5 f)(s) + s(sf" = 5'[)o(s)
=0

Als Néchstes rechnet man in nahe liegender Weise aus, dass d ei-
ne Derivation ist, was wir hier aber nicht ausfithren wollen. Zum
Testen der universellen Eigenschaft betrachte man schliellich eine
R-Derivation 6: Ag — M in einen Ag-Modul M. Es ist dann do7 eine
R-Derivation von A nach M, d. h. es existiert eine A-lineare Abbildung
Q: QA/R — M mit d o7 = ¢ ody/g. Durch Ag-lineare Ausdehnung
erhilt man hieraus eine Ag-lineare Abbildung ¢g: (2 Jr)s — M mit
0 = pgod, wobei pg durch diese Gleichung eindeutig bestimmt ist. [

Im Folgenden soll die Theorie der Differentialformen auf Kdrper-
erweiterungen angewendet werden. Wir wollen in einigen speziellen
Féllen den Modul der relativen Differentialformen Q} /K 20 einer Kor-
pererweiterung L/K berechnen. Im Prinzip kann dies unter Benutzung
von Lemma 3 und Satz 6 geschehen. In technischer Hinsicht ist es
jedoch im Allgemeinen einfacher, statt Q} /K dessen Dualraum, ndmlich
den L-Vektorraum Derg (L, L) ~ HomL(QlL/K,L) zu berechnen. Man
hat stets eine kanonische Injektion von L-Vektorrdaumen

Qi — Homp (Derg (L, L), L),  dpx(z) — (86— 6(x)),

und diese ist bijektiv, wenn einer der Réume Q} - oder Derg (L, L)
von endlicher Dimension {iber L ist.

Satz 7. Es sei L/K eine Korpererweiterung und x = (x;);es ein
Erzeugendensystem dieser Erweiterung. Fir ein System von Variablen
X = (Xj)jes definiere man durch X; — x; einen K-Homomorphis-
mus m: K[X] — L, und es sei (f;)icr ein Erzeugendensystem von
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ker . Weiter betrachte man eine Derivation 6: K — V in einen
L-Vektorraum V sowie ein System (v;);es von Elementen aus V. Dann
st daquivalent:

(1) § setzt sich zu einer Derivation §': L — V mit 0'(x;) = v, fiir
j € J fort.

(i) Es gilt

0 afl

(x)-v; =0, 1€l

J

Dabei sei f° fiir f € K[X] das “Polynom” in V[X] :=V ®x K[X],
welches man durch Anwenden von § auf die Koeffizienten von f erhilt,
also f° =3 8(c,)X" fir f=3,c.X".

FEzistiert eine Fortsetzung wie in (i), so ist diese eindeutig be-
stimmd.

Beweis. Ist Bedingung (i) gegeben, so gilt fiir Polynome f =" ¢, X"
aus K [X] die Gleichung

5’(f(ac)) = Zé(cy)x” + Z e, 0 (z") = fo(z) + Z ;—)‘g(m) Ly,

d. h. ¢’ ist als Fortsetzung zu ¢ durch die Gleichungen ¢'(x;) = vy,
j € J, eindeutig auf K[z] festgelegt. Verwendet man dann fiir Ele-
mente a,b € K[z], b # 0, die Quotientenregel

5,<%> _ bd'(a) b—2 aé’(b)’

so ergibt sich dieselbe Eindeutigkeitsaussage fiir ¢’ auf ganz K(z); al-
ternativ kann man hierfiir auch Satz 6 verwenden. Im Ubrigen sieht
man, dass die Gleichungen aus (ii) gelten, da f;(z) fir alle i € I ver-
schwindet.

Sei nun Bedingung (ii) gegeben. Dann kann man, wie leicht nach-
zurechnen ist, eine Derivation ¢: K[X] — V durch

50 = P+ 3 %(w) v,

jed
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erkldaren; hierbei fasse man V unter Verwendung der gegebenen Ab-
bildung 7: K[X] — L als K[X]-Modul auf. Speziell gilt 4(f;) = 0
fiir alle ¢ € I aufgrund der Gleichungen in (ii). Mit Hilfe der Produkt-
regel sicht man dann 6(gf;) = 0 fiir beliebiges g € K[X], so dass 8
auf dem von (fi)icr in K[X] erzeugten Ideal verschwindet, also auf
dem Kern der Abbildung 7: K[X] — L, X +— z. Somit induziert
6 eine Derivation 0: K [2] — V, welche 4 fortsetzt. Man kann dann
die Quotientenregel oder Satz 6 benutzen, um & zu einer Derivation
0. K(x) — V fortzusetzen. O

Der gerade bewiesene Satz 7 liefert ein niitzliches Hilfsmittel zur
Berechnung von Q; /K bzw. Derg (L, L), indem er insbesondere zeigt,
wie die Fortsetzungen der trivialen Derivation K — L zu bestimmen
sind. Man wird jedoch im Allgemeinen die Erweiterung L/K durch
Zwischenkorper unterteilen, etwa K C L' C L, und zunichst die
K-Derivationen von L' bestimmen. Anschliefend muss man dann etwas
iiber die Fortsetzbarkeit von K-Derivationen auf L’ zu K-Derivationen
auf L wissen, um insgesamt Informationen iiber die K-Derivationen
von L zu erhalten. Dies ist der typische Fall fiir eine Anwendung von
Satz 7. Alternativ kann man fiir eine Kette K C L' C L auch die
exakte Sequenz aus Satz 5 benutzen. Hierbei ist es wiinschenswert,
dass die Abbildung «: Qi,/K ®p L — QlL/K injektiv ist, was jedoch
im Allgemeinen nicht automatisch der Fall ist. Man kann zeigen, dass
die Injektivitdt der Abbildung « dquivalent zu der Bedingung ist, dass
jede K-Derivation I’ — L eine Fortsetzung zu einer K-Derivation
L — L besitzt; vgl. Aufgabe 3.

Wir wollen nun die Aussage von Satz 7 zu Aussagen iiber Moduln
von Differentialformen umformulieren.

Korollar 8. FEs sei L/K eine rein transzendente Kérpererweiterung
mit erzeugender Transzendenzbasis (x;);e. Dann ist (dr k(x;))jer ei-
ne Basis des L-Vektorraums 2} K-

Beweis. Man benutze die Sitze 4 und 6. Alternativ kann man zumin-
dest fiir eine endliche Transzendenzbasis (z;) e die Aussage von Satz 7
anwenden. O
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Korollar 9. Es sei L/K eine separable algebraische Kérpererweite-
rung. Dann setzt sich jede Derivation d: K — V in einen L- Vektor-
raum V eindeutig zu einer Derivation 6': L — V' fort, und es gilt
Q) e = 0.

Beweis. Sei 0: K — V eine Derivation in einen L-Vektorraum V,
und sei L' ein Zwischenkorper zu L/ K, so dass L'/ K endlich ist. Dann
ist L'/ K nach dem Satz vom primitiven Element 3.6/12 einfach, etwa
L' = K(x) mit einem Element 2 € L und Minimalpolynom f € K[X]
zu z. Sei v € V. Die Bedingung aus Satz 7 fiir die Fortsetzbarkeit von
d zu einer Derivation ¢': K(z) — V mit §'(z) = v lautet dann

fo@) + f'(z) v =0.

Da f separabel ist, kann die Ableitung f’ zu f nicht das Nullpoly-
nom sein. Weiter gilt f'(x) # 0, da f’ einen kleineren Grad als das
Minimalpolynom f zu x hat. Daher ist v durch obige Gleichung ein-
deutig bestimmt, und es folgt, dass sich § auf eindeutige Weise zu einer
Derivation 0': L' — V fortsetzt.

Hieraus kann man leicht folgern, dass sich ¢ auf eindeutige Weise
zu einer Derivation §': L — V fortsetzt. Fiir jeden Zwischenkorper
L' zu L/ K, der endlich iiber K ist, kénnen wir 6 nadmlich wie eben be-
schrieben zu einer Derivation ¢': L/ — V fortsetzen. Da jede solche
Fortsetzung eindeutig durch § bestimmt ist und da L durch Teilkérper
des Typs L' ausgeschopft werden kann, ergibt sich insgesamt die ein-
deutige Fortsetzbarkeit von ¢ zu einer Derivation L — V.

Insbesondere setzt sich die triviale Derivation K — L lediglich
zur trivialen Derivation L — L fort, woraus sich Derg (L, L) = 0 und
somit QlL/K = ( ergibt. 0

Die Fortsetzung von Derivationen ist in der Situation von Satz 7
besonders dann ein Problem, wenn die Erweiterung L/K nicht sepa-
rabel ist.

Korollar 10. Es sei K ein Korper der Charakteristik p > 0 und L/ K
eine rein inseparable Korpererweiterung vom Grad p, etwa L = K(x)
mit Minimalpolynom f = XP —c € K[X] zu x. Weiter sei §: K — V
eine Derivation in einen L-Vektorraum V. Dann gilt:
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(i) Ist ¢': L — V eine Derivation, die 0 fortsetzt, so gilt 6(c) = 0.

(ii) Hat man umgekehrt 6(c) = 0, so existiert zu v € V' genau eine
Derivation ¢': L — V mit §'(x) = v, die 0 fortsetzt. Insbesondere
bildet dpjw(v) eine L-Basis von Q.

Beweis. Geméafl Satz 7 lasst sich § genau dann zu einer Derivation
0" L — V mit §'(x) = v fortsetzen, wenn die Gleichung

—§(c) +pxP v =0

erfiillt ist, wenn also §(c) = 0 gilt. Im Falle der Fortsetzbarkeit kann
allerdings der Wert 0’'(z) = v beliebig vorgegeben werden. Somit ist
Derg (L, L) von Dimension 1 iiber L, und Gleiches gilt fiir /x> Wobel
dr i (x) eine Basis bildet. O

Wir kénnen nun die angestrebte Charakterisierung separabler Kor-
pererweiterungen herleiten, wobei wir uns auf endlich erzeugte Erwei-
terungen beschrianken wollen.

Theorem 11. Es sei L/K eine endlich erzeugte Kérpererweiterung,
etwa des Typs L = K(iy1,...,y,). Dann gilt

transgrad ;L < dimj, Q}:/K <,

wobei transgrad ;L = dimy, Qi/K dquivalent zur Separabilitit von LK
15t.

Korollar 12. Eine endlich erzeugte Korpererweiterung L/ K ist genau
dann separabel algebraisch, wenn Qi/K =0 gilt.

Korollar 13. Es sei L/ K eine separable und endlich erzeugte Kérper-
erweiterung. Fir Elemente xq,...,x, € L ist dann dquivalent:
(i) x1,...,x, bilden eine separierende Transzendenzbasis von L/ K.
(i) dr/k (1), .., do/k(zs) bilden eine L-Basis von QIL/K.

Die Aussage von Korollar 12 ist ein Spezialfall der Aussage von
Theorem 11, deshalb die Bezeichnung “Korollar”. Aus beweistechni-
scher Sicht ist Korollar 12 jedoch ein vorbereitendes Lemma, auf das
wir uns im Beweis zu Theorem 11 stiitzen werden.
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Wir beginnen daher mit dem Beweis zu Korollar 12. Ist L/ K se-
parabel algebraisch, so gilt stets QF k=0 vgl. Korollar 9. Sei also
umgekehrt Q} )i = 0 bekannt, was dquivalent zu Dery (L, L) = 0 ist.
Man wéhle eine Transzendenzbasis x1,...,2, von L/K. Dann ist L
eine endliche algebraische Erweiterung von K (z1, ..., x,). Ist diese Er-
weiterung sogar separabel, so sehen wir mit den Korollaren 8 und 9,
dass Derg (L, L) von der Dimension n iiber L ist. Folglich gilt n = 0,
und L/K ist separabel algebraisch.

Sei nun fir p = char K > 0 die Erweiterung K(zy,...,2,) C L
nicht separabel. Dann gibt es einen Zwischenkorper L' zu L/K, so
dass L/L' rein inseparabel vom Grad p ist. Gemafl Korollar 10 existiert
eine nicht-triviale L’-Derivation L — L, also insbesondere eine nicht-
triviale K-Derivation L. — L. Dies steht aber im Widerspruch zu
Derg(L,L) = 0, so dass der inseparable Fall nicht auftreten kann.
Korollar 12 ist damit bewiesen. 0J

Beweis zu Theorem 11. Es folgt mit den Sétzen 4 und 6, dass QlL/K
von den Elementen dp/x(v1),...,dr/k(yr) erzeugt wird, also ergibt
sich dimj, Qi/K < r. Man wéhle nun Elemente zi,...,z, € L aus,
so dass die Differentialformen dpr,x(x1),...,dr/k(x,) eine Basis von

QlL/K bilden. Sei L' = K(x1,...,x,). In der exakten Sequenz

O O L 2 Ok ., Oy — 0

aus Satz 5 ist dann die Abbildung « surjektiv, so dass QF =0
folgt. Die Erweiterung L/L’ ist also, wie wir gesehen haben, separabel
algebraisch, und es folgt

transgrad , L = transgrad, L' < n = dimy, Q}L/K.

Im Falle der Gleichheit sind zi,...,z, notwendig algebraisch un-
abhéngig iiber K, so dass die Erweiterung L/K separabel erzeugt und
damit separabel ist; vgl. 7.3/6. Ist umgekehrt L /K eine endlich erzeug-
te separable Korpererweiterung vom Transzendenzgrad n, so ist L/K
nach 7.3/7 separabel erzeugt, und es ergibt sich aus den Korollaren 8
und 9, dass Derg (L, L) und folglich ebenfalls 2} /i von der Dimen-
sion n iiber L sind. O
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Beweis zu Korollar 13. Zu L' = K (x4, ..., x,) betrachte man die exakte
Sequenz

aus Satz 5. Wenn x4, ..., z, eine separierende Transzendenzbasis von
L/K bilden, so gilt 2} srr = 0 nach Korollar 12 oder Korollar 9. Die
Abbildung « ist also surjektiv. Sie ist aber sogar bijektiv, denn es gilt
dimp, (2}, ®1 L) = n nach Korollar 8 sowie dim €, = n nach
Theorem 11. Da dp//k(x1),...,dr k(xy,) eine Basis von Qi,/K bilden,
gilt dasselbe aufgrund der Bijektivitidt von « fiir die Bilder in 2} K-
Ist umgekehrt dp/x(x1),...,dr/k(x,) eine Basis von Qi/K, SO
schliefit man wie im Beweis zu Theorem 11, dass z1,...,x, eine se-
parierende Transzendenzbasis von L/K bilden. O

Die Aussage von Korollar 13 zeigt erneut, indem man Satz 4 in
Verbindung mit Satz 6 benutzt, dass man bei einer separablen, end-
lich erzeugten Korpererweiterung L/K ein Erzeugendensystem stets
zu einer separierenden Transzendenzbasis verkleinern kann.

Aufgaben

1. Ist fir beliebige Korpererweiterungen L/K die Bedingung QlL/K =0
dquivalent dazu, dass L/ K separabel algebraisch ist?
2. Es sei L/K eine Korpererweiterung in Charakteristik 0. Man zeige,

dass sich jede Derivation K — V in einen L-Vektorraum V zu einer
Derivation L — V fortsetzt.

3. Zu Korpererweiterungen R C K C L betrachte man die Abbildung
a: Qg @k L—Qp g, dijp(r) @ ar— a-dygp(z).

Man zeige, dass a genau dann injektiv ist, wenn sich jede R-Derivation
K — L zu einer R-Derivation L — L fortsetzt.

4. Essei L/K eine endlich erzeugte Korpererweiterung, L = K(x1,...,xy).
Der Kern des K-Homomorphismus K[X1,...,X,] — L, X; — a5,
werde von Polynomen fi,..., f, € K[X1,...,X,] erzeugt, welche der
Bedingung
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(i),

j=l..n

geniigen. Man zeige, dass L/K eine separable Erweiterung vom Trans-
zendenzgrad n — r ist.

. Essei L/ K eine Korpererweiterung in Charakteristik p > 0 mit LP C K.
Weiter sei (x;);cs eine p-Basis von L/K, d. h. ein p-freies System (vgl.
Aufgabe 7 aus Abschnitt 7.3), welches die Erweiterung L/K erzeugt,
und sei : K — V eine Derivation in einen L-Vektorraum V. Man

zeige fiir ¢; = at:

(i) Falls eine Derivation ¢’: L — V existiert, die § fortsetzt, so gilt
d(c;) =0 fiir alle ¢ € 1.
(ii) Gilt umgekehrt d(c;) = 0 fiir alle ¢ € I, so gibt es zu einem System
(vi)ier von Elementen aus V' genau eine Fortsetzung ¢': L — V
von ¢ mit ¢'(z;) = v; fiir alle 4.
(iii) Die Differentialformen dy (), i € I, bilden eine L-Basis von

Qi/}('

. Man zeige, dass eine Koérpererweiterung L /K genau dann separabel ist,
wenn sich jede Derivation K — L zu einer Derivation L. — L fort-
setzt. Hinweis: Man benutze Aufgabe 2 sowie in Charakteristik p > 0
Aufgabe 5 in Verbindung mit der Charakterisierung separabler Erwei-
terungen aus Aufgabe 7 in Abschnitt 7.3.



Anhang

Losungshinweise zu den Aufgaben

Aufgaben, die im Text in Kursiv-Druck erscheinen, sind speziell dazu
gedacht, das Versténdnis des gebotenen Stoffes zu erleichtern und zum
Nachdenken anzuregen. Im Gegensatz zu den restlichen Ubungsaufga-
ben mehr klassischen Typs handelt es sich um Fragestellungen, die sich
gut fiir eine Diskussion in Form eines Gespréchs eignen. Nur zu die-
sen Aufgaben werden nachfolgend Losungshinweise und Erlauterungen
gegeben.

1.1, Aufg. 1. Natiirlich implizieren die Bedingungen (ii) und (iii) aus
1.1/1 die Bedingungen (ii’) und (iii’) aus 1.1/2. Sei umgekehrt G eine
Menge mit einer assoziativen Verkniipfung, derart dass es ein links-
neutrales Element e € G gibt, sowie zu jedem Element a € G ein
links-inverses Element b € GG. Wir zeigen zunéchst, dass b stets auch
rechts-invers zu a ist. Gelte also ba = e. Dann existiert zu b ein links-
inverses Element ¢, so dass also cb = e gilt. Hieraus folgt aber

ab = eab = cbab = cb = e,

d. h. wenn b ein links-inverses Element zu a ist, so ist b auch rechts-
invers zu a. Mithin ist Bedingung 1.1/1 (iii) erfiillt. Es bleibt nun noch
zu zeigen, dass das links-neutrale Element e € GG auch rechts-neutral
ist. Sei also a € G. Ist dann b € G ein links-inverses Element zu a, so
ist b gleichzeitig auch rechts-invers zu a, wie wir gesehen haben, und
es gilt

ae = aba = ea = a,

d. h. wir haben Bedingung 1.1/1 (ii) hergeleitet.

© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2020
S. Bosch , Algebra, https://doi.org/10.1007/978-3-662-61649-9
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1.1, Aufg. 2. Wir werden zeigen, dass es aufgrund unterschiedlicher
gruppentheoretischer Gegebenheiten keinen Isomorphismus zwischen
Q und Q- geben kann. Zu jedem x € Q gibt es ein y € Q mit z = y+v,
nédmlich y = %az Die entsprechende Aussage aber, dass es zu jedem
x € Qsp ein y € Qs mit x =y - y gibt, ist falsch. Denn zu = = 2 gibt
es bekanntermaflen keine rationale Zahl y, deren Quadrat 2 ist; dies be-
weist man unter Benutzung der eindeutigen Primfaktorzerlegung gan-
zer Zahlen. Hat man nun aber einen Isomorphismus ¢: Q — Q-y,
so gibt es aufgrund der Surjektivitdt insbesondere ein Element a € Q
mit p(a) = 2. Mit b = a folgt dann ¢(b)? = p(2b) = ¢(a) = 2, im
Widerspruch dazu, dass 2 keine rationale Quadratwurzel besitzt.

1.2, Aufg. 1. Da H vom Index 2 in G ist, zerfillt G in zwei disjunkte
Linksnebenklassen zu H. Eine davon ist H, die andere stimmt {iberein
mit dem Komplement von H in G, welches wir mit H' bezeichnen
wollen. Die gleiche Argumentation gilt auch fiir die Rechtsnebenklassen
zu H, so dass H' sowohl eine Links- als auch eine Rechtsnebenklasse
zu H ist. Sei nun a € G. Fiir a € H gilt trivialerweise aH = Ha.
Hat man aber a ¢ H, so sind die beiden Nebenklassen aH und Ha
jeweils verschieden von H, stimmen also mit H’ {iberein, so dass auch
in diesem Falle aH = Ha gilt. Somit ist H Normalteiler in G.

Um zu sehen, dass eine Untergruppe vom Index 3 nicht notwen-
dig ein Normalteiler zu sein braucht, betrachte man die symmetrische
Gruppe G3. Sei 0 € G3 diejenige Permutation, welche die Zahlen 1
und 2 vertauscht sowie 3 festlésst. Es ist dann H := {id, o0} C &3 eine
Untergruppe der Ordnung 2, also nach dem Satz von Lagrange 1.2/3
wegen ord &3 = 6 eine Untergruppe vom Index 3. Sei nun 7 € &3
die Permutation, welche 1 festldsst und 2 mit 3 vertauscht. Dann ver-
tauscht Too o7 ! die Zahlen 1 und 3 und léisst 2 fest, gehort also nicht
zu H. Somit hat man 7H # Hr, d. h. H ist kein Normalteiler in S3.

1.2, Aufg. 2. Wir wollen zunéchst nur annehmen, dass N eine Un-
tergruppe in G ist. Dann bildet die Linkstranslation 7,: G — G,
a — ga, mit einem Element g € G Linksnebenklassen zu N wieder
auf ebensolche ab, induziert also eine Abbildung 7,: X — X, die
wir durch alN — gaN beschreiben kénnen. Da aus galN = ga’ N mit
a,a’ € G die Gleichung aN = a'N folgt, ist 7, injektiv. Andererseits
schlieft man aus der Surjektivitét von 7, aber auch die Surjektivitét
von T4, so dass T, sogar bijektiv ist, also 7, € S(X) gilt. Die Zuord-
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nung g — 7, definiert daher eine Abbildung ¢: G — S(X), und
dies ist sogar ein Gruppenhomomorphismus, wie man aus der Relation
Tgq = Tg 0 Ty fiir g,¢" € G schlieit. Wir wollen nun den Kern von ¢
bestimmen. Fiir g € G gilt genau dann g € kerp, wenn 7,: X — X
die identische Abbildung ist, d. h. wenn gaN = aN fiir alle a € G gilt.
Letztere Gleichung ist dquivalent zu ga € aN bzw. zu g € aNa™t, so
dass wir ker ¢ = (), alV a~! erhalten. Ist nun N Normalteiler in G,
so gilt jeweils aNa=! = N und folglich ker ¢ = N. Setzen wir dann
noch G = (@), so haben wir gezeigt, dass es zu jedem Normalteiler
N C G eine Gruppe G mit einem surjektiven Gruppenhomomorphis-
mus p: G — G gibt, welcher kerp = N erfiillt.

Wir kénnten nun G als “die” Faktorgruppe von G nach N bezeich-
nen. Insbesondere wiirde das Sinn machen, wenn wir unter G die oben
konkret konstruierte Untergruppe ¢(G) C S(G) verstehen wiirden.
Aber es ist vorteilhafter, hier einen etwas allgemeineren Standpunkt
einzunehmen und ein beliebiges Paar (G, p), wobei p: G — G ein
surjektiver Gruppenhomomorphismus mit kerp = N ist, als “Faktor-
gruppe” von G nach N zu bezeichnen. Fiir ein solches p: G — G
lésst sich genauso wie fiir den in Abschnitt 1.2 konkret konstruierten
surjektiven Gruppenhomomorphismus 7: G — G/N der Homomor-
phiesatz 1.2/6 herleiten; die Beweisfithrung ist dieselbe. Als Konse-
quenz erhilt man, dass alle “Faktorgruppen” (G, p) zueinander kano-
nisch isomorph sind, insbesondere auch zu der konkret konstruierten
“Faktorgruppe” (G/N, ).

(1)

1.3, Aufg. 1. Zunichst stellt man fest, dass die Verkniipfung “o
kommutativ ist. Um die Assoziativitdt nachzupriifen, betrachte man
Elemente a,b,c € G,,. Nach Definition der Verkniipfung “o” gibt es
Zahlen q,q € Z mit

a+b=qm+ (aob), (aob)+c=qgm+ ((aob)oc),

woraus
a+b+c=(qg+¢d)m+ ((aob)oc)

folgt. Dies bedeutet, dass (a0 b) o ¢ der Rest von a + b+ ¢ bei Division
durch m ist. Analog sieht man, dass auch a o (bo ¢) gleich dem Rest
von a + b+ ¢ bei Division durch m ist. Also gilt (aob)oc=ao (boc),
d. h. die Verkniipfung “o” ist assoziativ. Die iibrigen Axiome sind leicht
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einzusehen: 0 ist ein neutrales Element beziiglich “o”, und fiir a € G,,,
a # 0, ist m—a ein inverses Element zu a. Also ist GG,,, eine kommutative
Gruppe.

Um zu sehen, dass G, isomorph zu Z/mZ ist, betrachten wir die
Bijektion ¢: G, — Z/mZ, a — a + mZ. Da sich fiir a,b € G, die
Zahlen aob und a+b hochstens um ein Vielfaches von m unterscheiden,
gilt (aob) +mZ = (a+ b) + mZ und folglich t(a o b) = t(a) + ¢(b).
Somit ist ¢ ein Isomorphismus von Gruppen.

1.3, Aufg. 2. Man betrachte den durch a — a + mZ gegebenen
Epimorphismus 7: Z — Z/mZ. Ist dann H C Z/mZ eine Unter-
gruppe, so ist 7~ !(H) eine Untergruppe von Z, welche mZ enthilt. Da
umgekehrt das Bild 7(H) einer Untergruppe H C Z stets eine Unter-
gruppe in Z/mZ ergibt, iiberlegt man sich leicht, dass die Zuordnung
H — 7~ Y(H) eine Bijektion zwischen den Untergruppen H C Z/mZ
und denjenigen Untergruppen H C Z definiert, die mZ enthalten.

Wir wollen zunéchst alle Untergruppen H C Z bestimmen, die
mZ enthalten. Sei etwa H eine solche Untergruppe. Nach 1.3/4 ist H
zyklisch, etwa H = dZ. Aus der Inklusion mZ C dZ folgt, dass m
eine Darstellung m = c¢d mit ¢ € Z hat, also d ein Teiler von m ist.
Umgekehrt hat man natiirlich fiir jeden Teiler d von m die Inklusion
mZ, C dZ, so dass die Untergruppen von Z, welche mZ enthalten, gera-
de die Gruppen des Typs dZ sind, wobei d ein Teiler von m ist. Da das
erzeugende Element d einer Untergruppe dZ C Z bis auf das Vorzei-
chen eindeutig bestimmt ist, entsprechen diese Gruppen in bijektiver
Weise den positiven Teilern von m.

Um nun alle Untergruppen von Z/mZ zu erhalten, brauchen wir le-
diglich den Epimorphismus 7 auf die gerade bestimmten Untergruppen
dZ anzuwenden, wobei also d die positiven Teiler von m durchlauft. Da
dZ zyklisch ist mit erzeugendem Element d, ist das Bild 7(dZ) eben-
falls zyklisch, mit erzeugendem Element 7(d) = d + mZ. Die Ordnung
dieser Gruppe bestimmt sich zu %, also ist der Index von m(dZ) in
Z/mZ gleich d; vgl. 1.2/3. Somit kénnen wir formulieren: Zu jedem
positiven Teiler d von m gibt es genau eine Untergruppe H C Z/mZ
vom Index d, ndmlich die von d 4+ mZ erzeugte zyklische Untergrup-
pe, und es gibt auler den Untergruppen dieses Typs keine weiteren in
Z/mZ. Indem wir benutzen, dass jede zyklische Gruppe der Ordnung
m isomorph zu Z/mZ ist, konnen wir auch sagen: In einer zyklischen



Losungshinweise zu den Aufgaben 435

Gruppe der Ordnung m gibt es zu jedem positiven Teiler d von m ge-
nau eine Untergruppe vom Index d und, unter Benutzung von 1.2/3,
genau eine Untergruppe der Ordnung d.

Abschlieflend sei bemerkt, dass man dieses Resultat auch in di-
rekter Weise ohne die Betrachtung entsprechender Untergruppen von
7, gewinnen kann, wenn man Eigenschaften des grofiten gemeinsamen
Teilers ganzer Zahlen benutzt. Ein wesentlicher Schritt des Beweises
besteht darin, zu zeigen, dass eine gegebene Untergruppe H C Z/mZ
bereits von der Restklasse d eines geeigneten Teilers d von m erzeugt
wird. Um dies einzusehen, wihle man Elemente a4,...,a, € Z, de-
ren Restklassen ay,...,a, € Z/mZ die Gruppe H erzeugen. Sei d der
grofite gemeinsame Teiler der Elemente a4, ..., a,., m. Es gibt dann ei-
ne Gleichung des Typs d = c1a; + ... + ¢.a, + cm mit Koeffizienten
Cly--yCryc € Z, vgl. etwa 2.4/13, und man kann hieraus schlieflen,
dass H bereits von der Restklasse d zu d erzeugt wird.

2.1, Aufg. 1. Man erhélt 0-a+0-a=(040)-a =0-a und somit
0-a = 0 fiir alle @ € R, indem man das Distributivgesetz anwendet.
Weiter gilt a-b+ (—a)-b= (a+(—a))-b=0-b=0,d. h. esist (—a)-b
invers zu a - b beziiglich der Addition, also (—a) b= —(a - b).

2.1, Aufg. 2. Bei der in 2.1 beschriebenen Konstruktion des Poly-
nomrings R[X ] wurde nicht benutzt, dass der Ring R kommutativ ist.
Wir kénnen also fiir jeden nicht notwendig kommutativen Ring R den
Polynomring R[X] bilden, wobei die resultierende Multiplikation in
R[X] der Eigenschaft aX = Xa fiir a € R geniigt. Ist weiter R C R’
eine Erweiterung nicht notwendig kommutativer Ringe, so kénnen wir
in gewohnter Weise Elemente x € R in Polynome aus R[X ] einsetzen.
Fiir f,g € R[X] und z € R’ gilt dann (f + g)(z) = f(x) + g(x), aber
die Gleichung (f - g)(x) = f(x) - g(x) ist in der Regel nur dann erfiillt,
wenn x mit den Elementen aus R vertauschbar ist, wenn also ax = za
fiir a € R gilt. Wahlt man insbesondere x € R und betrachtet die
triviale Erweiterung R C R, so wird ersichtlich, dass man Polynom-
ringe, wie sie in 2.1 definiert wurden, nur im Falle eines kommutativen
Koeflizientenrings R verwenden sollte. Der Ring R’, dessen Elemente
man in Polynome aus R[X] einsetzen mdochte, braucht jedoch nicht
unbedingt kommutativ zu sein. Es geniigt, wenn die Elemente aus R
mit denjenigen aus R’ vertauschbar sind.
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2.2, Aufg. 1. Ausa=>" Ra; und b = Z?Zl Rb; ergibt sich sofort
a+b=>" Ra;+> 7 Rbj,d h ay,... ,am,b,...,b, erzeugen das
Ideal a + b. Als Néchstes wollen wir zeigen, dass die Elemente a;b;,
t=1,...,m, 5 = 1,...,n, ein Erzeugendensystem von a - b bilden.
Sei q das von diesen Elementen erzeugte Ideal. Da stets a;b; € a-b
gilt, folgt ¢ C a-b. Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, betrachte
man ein Element z € a - b. Dann ist z eine endliche Summe der Form
z = Y, afy mit Elementen oy € a, 8y € b, und es gibt Elemente
cxisdy; € Rmit ay = Y07 exa; sowie By = 2?21 dy;b;. Daraus ergibt
sich aber o\ 3y = Zw caidy;ja;b; € g und somit z € q. Also gilt g = a-b,
und die a;b; erzeugen das Ideal a - b.

Fiir das Ideal anb kann man nicht in so einfacher Weise ein Erzeu-
gendensystem aus den a; und den b; konstruieren. Als Beispiel betrach-
te man den Fall R = Z. Es wird dann a vom gréfiten gemeinsamen
Teiler a aller a; erzeugt und entsprechend b vom gréfiten gemeinsa-
men Teiler b aller b;; Aussagen dieses Typs werden beispielsweise in
2.4/13 bewiesen. Weiter wird das Ideal a N b vom kleinsten gemeinsa-
men Vielfachen von a und b erzeugt; vgl. hierzu ebenfalls 2.4 /13. Diese
Beschreibung eines erzeugenden Elementes von a N b gilt jedoch nur
in Hauptidealringen, in allgemeineren Ringen ist die Lage wesentlich
uniibersichtlicher.

2.2, Aufg. 2. Es seien a, b Ideale eines Rings R. Wir behaupten, dass
a U b genau dann ein Ideal in R ist, wenn a C b oder b C a gilt. Ist
eine dieser Inklusionen gegeben, etwa a C b, so ist natiirlich aUb = b
ein Ideal in R. Hat man umgekehrt a C b und b C a, so existiert ein
Element a € a, welches nicht zu b gehort, sowie ein Element b € b,
welches nicht zu a gehort. Hieraus folgt, dass a+ b weder in a noch in b
enthalten sein kann, so dass aUb nicht abgeschlossen unter der Addition
ist, also insbesondere kein Ideal sein kann. Unsere Behauptung ist also
bewiesen.

Fiir eine Familie (a;);c; von Idealen in R, die aus mehr als zwei
Elementen besteht, kann man nicht so leicht entscheiden, ob die Ver-
einigung a = J,.; a; wieder ein Ideal ist. Natiirlich ist a abgeschlossen
unter der Multiplikation mit Elementen aus R sowie unter der Inver-
senbildung beziiglich der Addition. Daher ist nur zu testen, ob a abge-
schlossen unter der Addition ist, d. h. ob fiir a,b € a stets a+0b € a gilt.
Eine hinreichende Bedingung hierfiir ist z. B., dass es zu je zwei Indi-
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zes 1,7 € I und Elementen a € a;, b € a; stets einen Index k € I mit
a,b € a; gibt. So ist beispielsweise die Vereinigung einer aufsteigenden
Folge von Idealen a; C a; C ... wieder ein Ideal.

2.2, Aufg. 3. Am einfachsten ist es, alle Ideale im Ring K? zu be-
stimmen. Wir behaupten, dass es aufler 0, K x 0, 0 x K, K? kei-
ne weiteren Ideale in K? gibt. Um dies zu zeigen, betrachte man ein
Ideal a C K?. Falls a ein Element (a,b) mit a # 0 # b enthilt, so
gilt (1,1) = (a=*,b7")(a,b) € a, d. h. a enthilt das Einselement von
K?, und es gilt a = K2 Gibt es in a aber kein Element (a,b) mit
a # 0 # b, so besteht a nur aus Elementen des Typs (a,0) oder (0,b).
Wegen (a,0) + (0,b) = (a,b), konnen die Elemente (a,0) und (0,b) in
nicht-trivialer Form nicht gleichzeitig in a auftreten. Wir diirfen daher
etwa annehmen, dass alle Elemente von a von der Form (a,0) sind.
Dann ist a entweder das Nullideal, oder es gibt in a ein Element (a, 0)
mit @ # 0. Im letzteren Fall hat man (1,0) = (a™*,1)(a,0) € a und
folglich a = K x 0.

Insbesondere ist ersichtlich, dass alle Ideale auch Untervektorraume
von K? sind. Dass dies so ist, hat einen allgemeinen Grund. Be-
trachten wir ndmlich die so genannte Diagonaleinbettung K — K?2,
a — (a,a), so kénnen wir K mit seinem Bild A in K? identifizieren
und K = A auf diese Weise als Unterring von K? auffassen. Fiir Ele-
mente a € K und v € K? liefert dann das Produkt av im Sinne von
K? als K-Vektorraum dasselbe, als wenn wir av im Sinne der Ring-
multiplikation von K? berechnen. Da Ideale abgeschlossen unter der
Multiplikation mit K2 sind, sieht man nochmals ein, dass jedes Ideal
in K? ein K-Untervektorraum von K? ist. Gleiches kénnen wir aber
auch fiir jeden Unterring von K? schlieflen, sofern dieser die Diagonale
A enthélt. Aus Dimensionsgriinden gibt es daher keinen Unterring von
K2, der in echter Weise zwischen A und K? gelegen ist. Im Ubrigen
sehen wir auch, dass A ein Beispiel eines Untervektorraums von K2 ist,
der nicht zugleich die Eigenschaften eines Ideals hat. Es ist A iibrigens
der einzige echte Untervektorraum, der zugleich ein Unterring von K?
ist.

Abgesehen von dem Fall, wo K nur aus zwei Elementen besteht,
kann man zeigen, dass es aufler den genannten Untervektorrdumen
noch weitere in K? gibt. Auch wird es aufler A im Allgemeinen noch
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weitere echte Unterringe von K? geben, insbesondere solche, die in A
enthalten sind.

2.3, Aufg. 1. Das Bild ¢(a) eines Ideals a C R ist zwar eine Unter-
gruppe von R, aber im Allgemeinen kein Ideal, da ¢(a) nicht unter der
Multiplikation mit Elementen aus R’ abgeschlossen zu sein braucht.
Als Beispiel betrachte man den Ringhomomorphismus Z — Q. Fiir
m > 1 ist mZ ein Ideal in Z, nicht aber in Q, denn Q besitzt als
Korper lediglich die trivialen Ideale. Anders ist die Situation, wenn
man ¢: R — R’ als surjektiv voraussetzt. In diesem Fall ist das
Bild ¢(a) eines Ideals a C R stets ein Ideal in R'. Um beispielsweise
die Abgeschlossenheit von ¢(a) unter der Multiplikation mit Elemen-
ten aus R’ zu zeigen, betrachte man Elemente ' € R, a’ € p(a)
sowie Urbilder r € R, a € a. Dann gilt ra € a und deshalb auch
r'a" = ¢(ra) € p(a). Wir wollen noch untersuchen, in welchen Fillen
das Ideal ¢(a) prim oder maximal in R’ ist. Hierzu bilde man die
Komposition : R — R’ — R'/¢(a) von ¢ mit der kanonischen
Projektion R — R'/p(a), natiirlich unter der Voraussetzung, dass
@ surjektiv ist. Es ist dann ¢ als Komposition surjektiver Ringhomo-
morphismen wieder ein surjektiver Ringhomomorphismus. Sein Kern
berechnet sich zu a + ker ¢, so dass R'/p(a) aufgrund von 2.3/5 zu
R/(a + ker ¢) isomorph ist. Wir kénnen daher unter Benutzung von
2.3/8 schliefien, dass ¢(a) genau dann prim (bzw. maximal) ist, wenn
R'/o(a) ein Integritdtsring (bzw. Korper) ist, d. h. genau dann, wenn
a+ker ¢ prim (bzw. maximal) in R ist. Insbesondere ist fiir jedes prime
(bzw. maximale) Ideal a, welches ker ¢ umfasst, das Bild ¢(a) ebenfalls
prim (bzw. maximal).

Als Nichstes wollen wir das Urbild a = ¢! (a’) eines Ideals ' C R’
betrachten, wobei ¢ jetzt wieder ein beliebiger Ringhomomorphismus
sei. Man verifiziert dann ohne Schwierigkeiten, dass a ein Ideal in R
ist. Die Abgeschlossenheit unter der Multiplikation mit R ergibt sich
wie folgt: Sind r € R und a € a, so gilt p(ra) = ¢(r)p(a) € o, also
ra € p~1(a’) = a. Um zu erkennen, wann a prim oder maximal in R
ist, betrachte man wieder die Komposition ¢p: R — R’ — R'/d/,
welche nunmehr ker ¢ = a erfiillt. Nach 2.3/4 induziert ¢ einen injek-
tiven Homomorphismus ¢: R/a — R’/a’. Indem wir 2.3/8 anwenden,
konnen wir wie folgt schlieflen: Ist @’ prim in R', so ist R'/a’ ein Inte-
gritatsring, folglich auch R/a und somit a ein Primideal in R. Dieselbe
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Schlussweise funktioniert jedoch nicht fiir maximale Ideale anstelle von
Primidealen, da die Abbildung v nicht surjektiv zu sein braucht. In der
Tat ist das Urbild a C R eines maximalen Ideals ' C R’ nicht not-
wendig wieder maximal. Man betrachte etwa die Inklusionsabbildung
7 — Q, sowie das Ideal a’ = 0. Dieses ist maximal in Q, sein Urbild
a = 0 aber nicht maximal in Z.

Im Falle der Surjektivitdt von ¢ kann man mit der gegebenen Ar-
gumentation iibrigens auch einsehen, dass die Ideale in R in bijektiver
Weise denjenigen Idealen in R entsprechen, die ker ¢ enthalten, und
weiter, dass sich bei dieser Korrespondenz jeweils Primideale bzw. ma-
ximale Ideale entsprechen.

2.3, Aufg. 2. Wir wollen zeigen, dass ker ¢, gleich dem von X — x
erzeugten Hauptideal (X — x) ist. Natiirlich gilt X — z € ker p,. Um-
gekehrt konnen wir auf ein beliebiges Element f € ker ¢, die Division
mit Rest 2.1/4 anwenden und f = ¢(X — x) 4+ 7 mit einem Polynom
r € R[X] vom Grad < 1 schreiben, d. h. mit einem konstanten Poly-
nom 7. Da aber ¢,(r) = ¢.(f) = 0 gilt, erhélt man » = 0 und somit
f € (X — ). Insgesamt folgt ker p, = (X — z).

Aufgrund der Surjektivitit von ¢, erhédlt man mit Hilfe des Homo-
morphiesatzes 2.3/5 einen Isomorphismus R[X]/ker p, =% R. Nach
2.3/8 ist daher ker ¢, genau dann prim, wenn R ein Integritétsring ist
und genau dann maximal, wenn R ein Korper ist.

2.4, Aufg. 1. Es sei R ein Ring. Wir wollen zeigen, dass der Poly-
nomring R[X] genau dann ein Hauptidealring ist, wenn R ein Korper
ist. Die Bedingung ist hinreichend, wie wir in 2.4/3 gesehen haben.
Sei also R[X] als Hauptidealring angenommen. Insbesondere ist dann
R[X] und somit auch R ein Integritétsring. Wir wollen zunéchst nach-
weisen, dass das Element X irreduzibel in R[X] ist. Hierzu betrachte
man eine Zerlegung X = fg mit Polynomen f,¢g € R[X]. Aufgrund
der Gradgleichung in 2.1/2 folgt dann grad f 4+ grad g = 1, also etwa
grad f = 0 und gradg = 1. Das Polynom f ist daher konstant, d. h.
definiert ein Element in R, und das Produkt von f mit dem Koeffizien-
ten vom Grad 1 in g ergibt 1 aufgrund der Gleichung X = fg. Dies
bedeutet aber, dass f eine Einheit in R bzw. R[X] ist, und es folgt
die Irreduzibilitdt von X.

Sei nun ¢: R[X] — R, h — h(0), der Einsetzungshomomor-
phismus, der 0 anstelle der Variablen X substituiert. Dieser ist sur-
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jektiv mit kerp = (X) und induziert somit einen Isomorphismus
R[X]/(X) ~ R aufgrund des Homomorphiesatzes 2.3/5. Da X ir-
reduzibel ist, schliefit man mit 2.4/6, dass das Ideal (X) maximal in
R[X] ist. Dann ist aber R[X]/(X) ~ R nach 2.3/8 ein Korper.

2.4, Aufg. 2. Es sei R ein faktorieller Ring. Wenn das von zwei Ele-
menten x,y in R erzeugte Ideal stets ein Hauptideal ist, so folgt mit
einem induktiven Argument, dass jedes endlich erzeugte Ideal in R ein
Hauptideal ist. In Verbindung mit der Faktorialitit von R sieht man
dann, dass jedes Ideal in R ein Hauptideal ist, dass R also ein Haupt-
idealring ist. Falls ndmlich ein Ideal a C R existiert, das nicht endlich
erzeugt ist, so findet man in a eine Folge von Elementen aq, as, ... mit

(a1) € (a1,a2) € (ar,a9,a3) < ...

Da jedes dieser Ideale als endlich erzeugtes Ideal ein Hauptideal ist,
konnen wir diese Idealkette auch in der Form

(1) € (22) € (23) S - ..

schreiben, wobei jeweils x; 1 ein echter Teiler von z; ist. Dies bedeutet,
dass die Anzahl der Primfaktoren, in die x;; zerfillt, um mindestens
1 geringer sein muss als die Anzahl der Primfaktoren von z;. Folglich
kann eine unendliche Kette des obigen Typs nicht existieren, jedes
Ideal in R ist daher endlich erzeugt und somit ein Hauptideal. Die
idealtheoretische Charakterisierung des grofiten gemeinsamen Teilers
ist also generell nur in Hauptidealringen moglich.

Anders ist dies beim kleinsten gemeinsamen Vielfachen v zweier
Elemente z,y € R. Es gilt ndmlich (z) N (y) = (v), auch wenn R
lediglich ein faktorieller Ring ist. Dies ist leicht zu begriinden. Da v
ein Vielfaches von x und y ist, hat man (z)N(y) D (v). Ist andererseits
a € (z) N (y), also gemeinsames Vielfaches von = und y, so ist a nach
Definition von v auch Vielfaches von v, und es folgt a € (v) bzw.
()N () € (v).

2.5, Aufg. 1. Es sei R ein (kommutativer) Ring und M ein nicht not-
wendig kommutatives Monoid. Dann lésst sich der Polynomring R[M |
wie in 2.5 konstruieren, denn dort wurde an keiner Stelle benutzt, dass
M kommutativ ist. Vorsicht ist allerdings geboten, wenn man die Ver-
kniipfung von M weiterhin additiv schreibt. Wenn nédmlich M nicht
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kommutativ ist, so gibt es Elemente p,v € M mit u+ v # v + p.
Insbesondere ist dann das Produkt X# - X” = X#* verschieden von
dem Produkt X" - X* = X"*# g0 dass R[M] im Allgemeinen kein
kommutativer Ring mehr ist. Entsprechend sollte man auch in 2.5/1
nicht nur kommutative Erweiterungsringe R’ von R zulassen, sondern
allgemeiner Ringe R’, deren Elemente mit denen von R vertauschbar
sind. Die Aussage von 2.5/1 sowie der Beweis bleiben ohne Anderungen
giiltig.

2.5, Aufg. 2. Die Resultate 2.5/2, 2.5/3 und 2.5/4 bleiben wortwort-
lich giiltig, wenn man statt R[Xj,..., X, ] den Polynomring R[X] in
einem beliebigen System X = (X;);c; von Variablen X; betrachtet. Als
Argument kann man anfiihren, dass die Elemente von R[X] jeweils Po-
lynome in endlich vielen Variablen X; sind und dass es deshalb geniigt,
die entsprechenden Aussagen fiir Polynomringe in endlich vielen Varia-
blen zu kennen. Man betrachte beispielsweise die Aussage von 2.5/4.
Zunichst gilt R* C (R[X])*, denn jede Einheit in R ist auch Einheit
in R[X]. Ist umgekehrt f Einheit in R[X], so gibt es ein g € R[X]
mit fg = 1. Da f und g jeweils Polynome in endlich vielen Variablen
sind, l&sst sich die Gleichung fg = 1 auch in einem Unterring der Form
R[Xi,,...,X;,] C R[X] lesen. Also ist f Einheit in R[X,,,..., X}, ],
und wir kénnen benutzen, dass f dann schon eine Einheit in R ist.

Auch 2.5/5 ldsst sich auf Systeme von beliebig vielen Variablen ver-
allgemeinern: Sei ¢: R — R’ ein Ringhomomorphismus und (z;)es
ein System von Elementen aus R’. Dann gibt es genau einen Ringho-
momorphismus @: R[X;; i € I] — R mit ®|gr = ¢ und ¢(X;) = x;
fiir alle ¢ € I. Man kann diese Aussage aus 2.5/5 ableiten, indem man
Fortsetzungen von ¢ des Typs R[X;,,..., X;,] — R mit X;, —
betrachtet und deren Eindeutigkeit benutzt. Natiirlicher ist es jedoch,
zu bemerken, dass ein Monoidhomomorphismus N¢) — R’ durch die
Angabe der Bilder der Elemente e; = (8;5)ier, j € I, eindeutig be-
stimmt ist und dass man diese Bilder beliebig vorgeben darf. Dann
kann man 2.5/1 benutzen.

2.5, Aufg. 3. Wir schlieBen unter wiederholter Anwendung von 2.5/1.
Essei @: R[M] — R[M x M'] derjenige Ringhomomorphismus, der
durch die kanonische Abbildung R < R[M x M'] sowie durch den Mo-
noidhomomorphismus M — R[M x M'], s X0 gegeben wird.
Weiter gibt es einen Homomorphismus @: R[M][M'] — R[M xM'],
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der @' fortsetzt und ansonsten durch M’ — R[M x M'], v —s X%,
beschrieben wird. Umgekehrt kénnen wir einen Ringhomomorphis-
mus ¥: R[M x M'] — R[M][M’'] durch die kanonische Abbil-
dung R — R[M] — R[M][M’] sowie den Monoidhomomorphismus
M x M — R[M][M'], (u,v) — X* - X", definieren. Wir behaup-
ten, dass @ und ¥ zueinander invers sind, dass also die Gleichungen
$oV¥ = id und Y oP = id gelten. Es sind ®o¥ und die identische Abbil-
dung jeweils Ringhomomorphismen R[M x M'] — R[M x M'], die
die kanonische Abbildung R < R[M x M'] fortsetzen und die Vor-
schrift X ) — X V) erfiillen, also zu dem Monoidhomomorphismus
M x M' — R[M x M'], (u,v) — X#¥) korrespondieren. Die Ein-
deutigkeitsaussage in 2.5/1 liefert daher oW = id. Auf dhnliche Weise
erhilt man ¥ o @ = id, zunéchst eingeschrinkt auf R[M ] und sodann
auf ganz R[M][M'].

2.6, Aufg. 1. Wir schlieen mit Induktion nach n und stellen das Poly-
nom f € K[Xi,...,X,] in der Form f =", f; X! dar, mit Polyno-
men f; € K[Xy,...,X,_1]. Dabeisein > 1. Firz = (z1,...,z,) € K"
gilt dann f(z) = D52, fi(z')x!, mit 2’ = (21,...,2,—1). Hat man nun
f(x) = 0 fiir alle z € K™, so verschwindet fiir jedes 2/ € K" ! das
Polynom einer Variablen Y °, f;(2/) X} € K[X,] auf ganz K. Nach
2.6/1 verschwinden die Koeffizienten f;(z’), so dass man also f;(z') =0
fiir alle i € N und alle 2/ € K™ ! hat. Im Falle n > 1 ergibt sich dann
nach Induktionsvoraussetzung f; = 0 fiir alle ¢ und somit f = 0.

2.7, Aufg. 1. Zunichst iiberlegt man sich, dass das Bild ¢(p) eines
Primelements p € R wieder ein Primelement ist. Gehen wir daher von
einer Primfaktorzerlegung © = p; ... p, eines Elementes © € R aus, so
ergibt sich p(z) = ¢(p1) ... ¢(pn) als Primfaktorzerlegung des Bildes
@(z). Insbesondere gilt vy (p(z)) = vp(x) fir z € R. Wir wollen
zeigen, dass allgemeiner die Gleichung vy (2(f)) = vp(f) gilt, und
zwar fiir alle Primelemente p € R und alle Polynome f € R[X].
Indem man neben @ auch &~! betrachtet, geniigt es, fiir Polynome
[ # 0 nachzuweisen, dass stets v,4,)(P(f)) > v,(f) gilt. Hat man
etwa v,(f) = 7 > 0, so kann man f = p~"f als Polynom in R[X]

auffassen. Es folgt &(f) € R[X] und daher v, (2(f)) = 0. Da aber
O(f) = D(p"f) = ¢(p) @(f) gilt, ergibt sich v,4,)(2(f)) = 7 = 1,(f),

was zu zeigen war. Unter der Bedingung, dass ¢(p) stets zu p assoziiert
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ist, z. B. fiir ¢ = @|g = id erhélt man sogar v,(?(f)) = v,(f) fiir alle
Primelemente p € R.

Ein Polynom f € R[X] ist genau dann primitiv, wenn v,(f) =0
fiir alle Primelemente p € R gilt. Da ¢ ein Isomorphismus von R ist,
induziert ¢ eine Bijektion auf der Menge der Klassen assoziierter Prim-
elemente. Insbesondere folgt aus der Gleichung vy ((f)) = vp(f),
dass @(f) genau dann primitiv ist, wenn f primitiv ist. Als Beispiel
konnen wir die Abbildung @: R[X] — R[X], f — f(X + a), be-
trachten. Es folgt, dass ein Polynom f € R[X] genau dann primitiv
ist, wenn f(X + a) primitiv ist.

2.7, Aufg. 2. Das Lemma von Gaufl besagt, dass fiir Primelemente
p € Rund fiir Polynome f, g € K[X] die Formel v,(fg) = v,(f)+v,(9)
gilt. Hieraus folgt fiir f,g # 0

Hpr(fg) — Hpr(f) . Hp”l’(g)’

peP peP peEP

d. h. asy = ay-a4 als Formel fiir den Inhalt. Umgekehrt schliet man aus
dieser Formel v,(af,) = v,(ar)+v,(a,) fiir p € P. Da der Inhalt ay, eines
Polynoms h # 0 durch die Beziehung v,(a,) = v,(h) charakterisiert
ist, ergibt sich wiederum v,(fg) = v,(f) + vp(g). Fir f,g # 0 ist
die Aussage des Lemmas von Gaufl somit dquivalent zu der Formel
Afg = Qf - Q.

2.9, Aufg. 1. Ist M =T & F eine Zerlegung in einen Torsionsmodul
T und einen freien Modul F', so ist T' eindeutig bestimmt als “der”
Torsionsuntermodul von M. Im Gegensatz hierzu ist F', abgesehen von
den Fillen T = 0 und T = M, nicht eindeutig bestimmt. Andert
man ndmlich die Elemente einer Basis von F' in beliebiger Weise durch
Torsionselemente ab, so erhélt man einen freien Untermodul F' C M,
der ebenfalls T @ F' = M erfiillt.

Keine Eindeutigkeit besteht auch bei nicht-trivialen Zerlegungen
des Typs M = M' & M" mit M’ ~ A/p"A und M" ~ A/p* A, wobei p
ein Primelement sei. Beispielsweise kann man M im Falle r = s = 1 als
(A/p)-Vektorraum auffassen. Es ist dann M = M’ @ M" eine direkte
Summenzerlegung eines 2-dimensionalen (A/p)-Vektorraums in zwei
1-dimensionale Unterrdume. Eine solche Zerlegung ist aber niemals
eindeutig bestimmt.
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2.9, Aufg. 2. Es ist Q ein torsionsfreier Z-Modul vom Rang 1, der
nicht frei ist. Ware Q namlich ein freier Z-Modul, so wiirde es ein x € Q
mit Q = Zx geben. Eine solche Gleichung kann aber nicht bestehen.
Gilt etwa r = § mit teilerfremden Zahlen a,b € Z, a,b # 0, so folgt
5 & L.

2.9, Aufg. 3. Es sei K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum mit einem K-Endomorphismus ¢: V' — V. Ein Un-
tervektorraum U C V' heifit p-invariant, wenn o(U) C U gilt, und
o-zyklisch, wenn es ein u € U gibt, so dass die Folge u, p(u), 0*(u), . ..
ein K-Erzeugendensystem von U bildet; insbesondere ist U dann
p-invariant. Weiter wird ein p-invarianter Untervektorraum U C V
als @-irreduzibel bezeichnet, wenn U sich nicht in eine direkte Sum-
me zweier echter g-invarianter Untervektorrdume zerlegen lasst. In der
Normalformentheorie zeigt man in einem ersten Schritt, dass V' in ei-
ne direkte Summe ¢-irreduzibler Untervektorrdume zerfallt und dass
jeder p-irreduzible Untervektorraum @-zyklisch ist. Wir wollen dies
zunéchst aus 2.9/8 folgern; vgl. auch [4], 6.3-6.5.

Hierzu fasse man V' wie in 2.9 beschrieben als K[X]-Modul
auf, indem man die Multiplikation mit X auf V' durch Anwenden
von ¢ erklire. Ein K[X]-Untermodul U C V ist dann nichts an-
deres als ein @-invarianter K-Untervektorraum, ein von einem Ele-
ment erzeugter K [X ]-Untermodul nichts anderes als ein ¢-zyklischer
K-Untervektorraum. Ein ¢p-irreduzibler Untervektorraum von V' ist da-
her ein K[ X ]-Untermodul von V, der sich nicht in eine direkte Summe
zweier echter K [X ]-Untermoduln zerlegen lésst.

Da V als K-Vektorraum endlich erzeugt ist, gilt dasselbe auch
fir V als K[X]-Modul, und es ist V' ein K[X]-Torsionsmodul. Wir
konnen also 2.9/8 anwenden und erhalten nach Wahl eines Vertreter-
systems P der Primpolynome in K[X] eine Zerlegung

Ve @ KX/

peP vp=1

mit eindeutig bestimmten Zahlen r,, n(p,v,) € N, wobei r,, fiir fast alle
p € P verschwindet. In der Sprache der Vektorrdume ist dies eine Zer-
legung von V' in eine direkte Summe p-zyklischer Untervektorrdume,
und man schliefit aus der Eindeutigkeitsaussage in 2.9/8, dass die auf-
tretenden Unterrdume sogar ¢-irreduzibel sind, bzw. allgemeiner, dass
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jeder ¢-irreduzible Unterraum -zyklisch ist. Damit ist das oben an-
gegebene Resultat bewiesen.

Man kann nun noch spezielle Matrizen betrachten, die den Endo-
morphismus ¢ beziiglich geeigneter K-Basen von V' beschreiben. Man
betrachte hierzu eine Zerlegung V = @;_, Vi in ¢-irreduzible Unter-
vektorrdume und wéhle eine Basis von V', indem man geeignete Basen
der einzelnen V; zusammensetzt. Die zugehorige Matrix von ¢ ist dann
eine “Diagonalmatrix” in dem Sinne, dass auf der “Diagonalen” die
beschreibenden Matrizen der Endomorphismen ¢; = ¢ly, stehen, an-
sonsten nur jeweils Elemente 0. Es geniigt daher, V' als ¢-irreduzibel
anzunehmen, etwa V' = K[X]/(p") mit einem Primelement p € P.
Bezeichnet X € K[X]/(p") die Restklasse zu X, so bilden die Ele-
mente 1, X, X2,..., X™ ! mit m = n - (gradp) eine K-Basis von V,
und die zu ¢ gehorige Matrix ist von der Gestalt

0O 0 ... 0 0 —cpn
1 0 ... 0 0 —cpy
0 0 e 1 0 —C2
0 0 e 0 1 —C1

mit p" = X"+, X™ 1 +.. . +¢,, als Minimalpolynom zu . Dies ist die
so genannte allgemeine Normalform der Matrix zu . Ist p vom Grad
1, also p = X — ¢, so kann man auch 1, X —c¢, (X —¢)?,..., (X —c)" !
als K-Basis von V' nehmen. Die zu ¢ gehorige Matrix hat dann die
Form

C O ... 0 O
1 c ... 0 0O
O 0 ... ¢ 0
0 o ... 1 C

Dies ist die so genannte Jordansche Normalform der Matrix zu .

3.1, Aufg. 1. Es sei 0: R — R’ ein Homomorphismus zwischen Inte-
gritdtsringen R, R’ der Charakteristik p bzw. p’. Betrachtet man dann
die Homomorphismen ¢: Z — R, n+—— n-1, und ¢': Z — R/,
n+— n- 1, so gilt ker o = pZ und ker ¢’ = p'Z. Da ¢’ als Homomor-
phismus von Z nach R’ eindeutig bestimmt ist, folgt ¢’ = o o ¢ und
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somit ker p C ker ¢’ bzw. p' | p. Weiter hat man ker ¢ = ker ¢’ bzw.
p = p/, falls o injektiv ist. Da Kérperhomomorphismen stets injektiv
sind, sieht man insbesondere, dass es zwischen Koérpern unterschiedli-
cher Charakteristik keine Homomorphismen geben kann.

Andererseits liefert Z — Z/p'Z fiir p’ prim ein Beispiel eines Ho-
momorphismus zwischen Integritédtsringen der Charakteristik 0 bzw.
p’. Dies ist aber auch der einzige Fall “gemischter” Charakteristik, der
auftreten kann. Ist ndmlich wie oben o: R — R’ ein Homomorphis-
mus zwischen Integritétsringen der Charakteristik p und p/’, so gilt p’| p,
wie wir gesehen haben. Da p und p’ (positive) Primzahlen sind, sofern
sie nicht verschwinden, ergibt sich fiir p # p’ notwendig p = 0.

3.2, Aufg. 1. Wir betrachten also eine Korpererweiterung L/K und
zwei liber K algebraische Elemente a,b € L. Um zu zeigen, dass a + b
algebraisch iiber K ist, kénnte man versuchen, aus den beiden Minimal-
polynomen zu a und b in expliziter Weise ein nicht-triviales Polynom zu
konstruieren, welches a+ b annulliert. Die Erfahrung zeigt jedoch, dass
ein solches Verfahren wenig praktikabel ist. Ein oberflichlicher Grund
hierfiir liegt darin, dass man in einem Ausdruck f(a + b) mit einem
Polynom f € K[X] vom Grad > 2 die Gréen a und b im Allgemeinen
nicht “trennen” kann, etwa indem man f(a+b) als Summe eines Poly-
noms in a und eines Polynoms in b schreibt. Als Beispiel betrachte man
die Korpererweiterung C/Q sowie die algebraischen Zahlen a = /2
und b = v/3. Das Minimalpolynom zu a ist X2 — 2, dasjenige zu b ist
X2 — 3. Verfihrt man etwa nach der Methode von Aufgabe 7 aus Ab-
schnitt 3.2, so erhilt man X* —10X2+1 als Minimalpolynom zu a +b,
also ein Polynom, das in keinem “offensichtlichen” Zusammenhang zu
den Polynomen X? — 2 und X? — 3 steht.

So bleibt kein anderer Weg, als zum Beweis der Algebraizitit von
a+0b die in Abschnitt 3.2 entwickelte Theorie zu verwenden. Wir wissen
nach 3.2/6, dass K(a)/K und K(a,b)/K(a) endliche Korpererweite-
rungen sind. Aufgrund des Gradsatzes 3.2/2 ist dann auch K(a,b)/K
endlich und somit nach 3.2/7 algebraisch. Insbesondere folgt, dass
a+b € K(a,b) algebraisch iiber K ist.

3.2, Aufg. 2. Wir haben in 3.2/7 gezeigt, dass jede endliche Kor-
pererweiterung algebraisch ist. Weiter zeigt das Beispiel des algebrai-
schen Abschlusses Q von Q in C, dass die Umkehrung dieses Satzes
nicht richtig ist. Wir konnen aber sagen, dass eine Kérpererweiterung
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L/K genau dann algebraisch ist, wenn es eine Familie (L;);c; von Zwi-
schenkérpern zu L/K mit L = | J,.; L; gibt, derart dass L;/K jeweils
endlich ist. In der Tat, ist letztere Bedingung gegeben und ist a € L,
so existiert ein Index 7 € I mit a € L;. Folglich ist a algebraisch iiber
K und entsprechend L algebraisch iiber K. Ist umgekehrt L/K alge-
braisch, so ist L Vereinigung der Zwischenkérper K (a), wobei a in L
variiert. K (a)/K ist endlich nach 3.2/6.

Weiter wollen wir noch zeigen, dass man die Algebraizitéit einer
Korpererweiterung L/K durch folgende Bedingung charakterisieren
kann: Jeder iiber K endlich erzeugte Teilkorper L’ von L ist endlich
tiber K. Ist ndmlich L /K algebraisch und L’ ein iiber K endlich erzeug-
ter Teilkorper von L, so ist L'/K nach 3.2/9 endlich. Die angegebene
Bedingung ist also notwendig. Sie ist aber auch hinreichend. In der
Tat, fiir jedes a € L ist die Korpererweiterung K (a)/K einfach und
damit endlich erzeugt. Ist nun K (a)/K stets endlich, so auch algebra-
isch geméf 3.2/7, und wir sehen, dass L/K algebraisch ist.

3.2, Aufg. 3. Angenommen, es gibt ein Element a € C, welches nicht
im algebraischen Abschluss Q von Q in C enthalten ist, welches aber
algebraisch iiber Q ist. Dann ist @ nach 3.2/12 algebraisch iiber Q,
muss also schon in Q enthalten sein im Widerspruch zur Wahl von a.

3.3, Aufg. 1. Zu b € B betrachte man in gewohnter Weise den Homo-
morphismus ¢: A[Y] — B, der die Inklusion A < B fortsetzt und Y’
auf b abbildet. Da b eine ganze Gleichung iiber A erfiillt, enthélt ker ¢
insbesondere normierte Polynome. Wir kénnen daher unter allen nor-
mierten Polynomen in ker ¢ eines mit minimalem Grad wéhlen, etwa
f. Handelt es sich bei A um einen Korper K, so ist f eindeutig durch
b bestimmt. Denn dann ist ker ¢ ein Hauptideal, und es wird ker ¢ von
f erzeugt. Als Erzeuger eines Hauptideals ist f eindeutig bis auf eine
Einheit in K[Y], d. h. bis auf eine Konstante in K™*. Setzt man daher
f als normiert voraus, so ist f eindeutig durch b bestimmt.

Im Allgemeinfall braucht jedoch ker¢ kein Hauptideal in A[Y]
zu sein. Es gibt dann meist mehrere verschiedene normierte Polyno-
me minimalen Grades in ker ¢, und wir kénnen keines von diesen als
“das” Minimalpolynom von b iiber A bezeichnen. Fiir das Beispiel
A={>cX" € K[X];c =0} C K[X] = B aus der Aufgaben-

stellung sind etwa
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Y?— X2 Y2+ XY — (XP 4+ X?)

zwei verschiedene normierte Polynome minimalen Grades in A[Y],
welche das Element b := X annullieren. Keines von beiden erzeugt
das Ideal ker ¢.

3.4, Aufg. 1. Wir nehmen an, dass das Polynom f € Q[X] irre-
duzibel ist; ansonsten miissten wir f durch einen irreduziblen Fak-
tor ersetzen. Wir wissen dann aufgrund des Verfahrens von Krone-
cker, Satz 3.4/1, dass wir Q[X]/(f) als Erweiterungskorper von Q
auffassen konnen, wobei die Restklasse X der Variablen X eine Null-
stelle von f ist. Wir haben also Q sozusagen minimal erweitert mit
der alleinigen Intention, eine Nullstelle zu f zu bekommen und oh-
ne den erhaltenen Erweiterungskorper in Relation zu den reellen oder
komplexen Zahlen zu setzen. Im Gegensatz hierzu konstruiert man in
der Analysis zu Q zunéchst mit topologischen Argumenten den Kérper
R sowie hieraus den Korper C der komplexen Zahlen. Erst dann in-
teressiert man sich fiir Nullstellen von Polynomen in diesen speziel-
len Korpern. Bei der Konstruktion solcher Nullstellen spielen Néhe-
rungsverfahren und Grenzprozesse eine wesentliche Rolle, da man die
definitionsgeméflen Gegebenheiten von R bzw. C, insbesondere deren
Vollsténdigkeit, ausnutzen muss. Hat man schliellich eine Nullstelle
a € C zu f gefunden, so ldsst sich der Homomorphismus Q — C
geméB 3.4/8 zu einem Homomorphismus Q[ X ]/(f) — C fortsetzen,
indem wir X auf a abbilden.

3.4, Aufg. 2. Man benotigt fiir die Anwendung des Lemmas von Zorn
eine partiell geordnete Menge. Im Allgemeinen ist jedoch die “Gesamt-
heit” aller algebraischen Erweiterungen von K keine Menge.

Die vorgeschlagene Argumentation lésst sich jedoch dem Sinne
nach retten, wenn man einige mengentheoretische Vorsichtsmafinah-
men trifft. Wir betrachten hierzu die Potenzmenge P von K und fassen
K mittels der Abbildung K — P, a — {a}, als Teilmenge von P
auf. Es sei dann M die Menge aller Paare (L, k), bestehend aus einer
Menge L mit K C L C P und einer Korperstruktur x auf L, welche
die gegebene Korperstruktur auf K fortsetzt und L als algebraische
Erweiterung von K erklart. M ist auf natiirliche Weise partiell geord-
net, und zwar schreiben wir (L,k) < (L/,r'), falls L C L' gilt und
sich k" auf L zu k beschrankt. Mit dem iiblichen Vereinigungsargu-
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ment ergibt sich sofort, dass jede streng geordnete Teilmenge von M
eine obere Schranke in M besitzt. Somit konnen wir aus dem Lemma
von Zorn 3.4/5 folgern, dass M ein maximales Element enthélt. Dieses
werde mit (Lq, k1) bezeichnet; es stellt eine algebraische Erweiterung
von K dar.

Wir behaupten, dass (L1, k1) bereits ein algebraischer Abschluss
von K ist, falls K aus unendlich vielen Elementen besteht. Hierzu ist
zu zeigen, dass (L1, k1) keine echten algebraischen Erweiterungen ge-
stattet. Sei also E eine algebraische Erweiterung von (Lq, k); dies ist
dann insbesondere eine algebraische Erweiterung von K. Wir verwen-
den nun einige Kenntnisse iiber Kardinalitdten von Mengen und be-
nutzen, dass K und K[ X] (fiir nicht-endliches K) gleichméchtig sind,
damit also die gleiche Kardinalitit besitzen wie die Mengen L; und
E; letztere sind namlich darstellbar als Vereinigung von Nullstellen-
mengen von Polynomen aus K[X]. Nun hat aber P als Potenzmenge
von K eine echt groflere Kardinalitdat als K bzw. E. Gleiches gilt fiir
P— Ly, und es lésst sich daher die Inklusion L; < P zu einer injektiven
Abbildung £ — P fortsetzen. Dies liefert ein Element (Lo, ko) € M
mit (Ly, k1) < (La, ko). Aus der Maximalitdt von (Li, ky) folgt dann
Ly = Lo, bzw. (L1,k1) = E, d. h. (L1,k;) ist ein algebraischer Ab-
schluss von K. Fiir endliche Kérper K kann man die Argumentation
in nahe liegender Weise modifizieren, indem man von K zu einer un-
endlichen Obermenge K’ iibergeht und P als Potenzmenge von K’
erklart.

3.4, Aufg. 3. Zwei algebraische Abschliisse K und K, eines Korpers
K sind zwar iiber K isomorph, aber es gibt im Allgemeinen verschie-
dene K-Isomorphismen K; % Ko, d. h. solche, die K festlassen; man
vgl. hierzu 3.4/8 sowie das Konstruktionsverfahren im Beweis zu 3.4/9.
Wiirden wir von “dem” algebraischen Abschluss K von K sprechen,
so wiirden wir damit eine Identifizierung aller moglichen algebraischen
Abschliisse von K unterstellen, d. h. wir wiirden fiir je zwei solche Ab-
schliisse K; und Fj einen speziellen Isomorphismus ¢;;: K, =% Fj
mit ¢;;|x = idx auswihlen, wobei fiir je drei Indizes ¢, 7, k die Ver-
tréaglichkeitsrelation ¢;; = ;i © @;; erfiillt sein miisste. Da es im All-
gemeinen aber keine kanonischen Wahlen fiir solche K-Isomorphismen
gibt, ist eine Identifizierung der algebraischen Abschliisse von K sehr
problematisch.
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3.5, Aufg. 1. Sei L/K eine Korpererweiterung vom Grad 2. Ist dann
a € L-—K,sogilt 1 < [K(a) : K] < 2,also [K(a) : K] = 2 und
somit L = K(a). Sei f € K[X] das Minimalpolynom von a iiber
K. Es ist dann a Nullstelle von f, so dass der Linearfaktor X — a
in L[X] ein Teiler von f ist. Es folgt, dass f iiber L vollstindig in
Linearfaktoren zerfillt. Sind a,b die beiden Nullstellen von f, so gilt
L = K(a) = K(a,b), d. h. L ist Zerfillungskorper von f iiber K und
damit normal iiber K.

3.5, Aufg. 2. Man betrachte also einen Zerfallungskorper L eines
nicht-konstanten Polynoms f € K[X] sowie ein irreduzibles Poly-
nom g € K[X], welches in L eine Nullstelle b hat. Um zu sehen,
dass L bereits samtliche Nullstellen von g enthélt, wiahlen wir einen
algebraischen Abschluss L von L. Seien by, ...,b, € L die verschiede-
nen Nullstellen von g. Nach 3.4/8 gibt es zu jedem ¢ = 1,...,r einen
K-Homomorphismus o;: K(b) — L mit o;(b) = b;, und wir kénnen
o; nach 3.4/9 zu einem K-Homomorphismus o/: L — L fortsetzen.

Es reicht, o/(L) C L fiiri = 1,...,r zu zeigen, denn dann sind alle
Nullstellen b1, ...,b, von g in L enthalten, und es folgt, dass ¢ iiber
L vollstandig in Linearfaktoren zerfillt. Da o} den Korper K festlasst,
bildet es Nullstellen von f auf Nullstellen von f ab. Da aber L iiber
K von allen Nullstellen von f in L erzeugt wird, gilt o/(L) C L, wie
gewiinscht.

3.5, Aufg. 3. Sei K ein algebraischer Abschluss von L; es ist dann
K auch ein algebraischer Abschluss von K, da L/K algebraisch ist.
Sei @ € K mit Minimalpolynom f € K[X]. Da f nicht konstant
ist und L Zerfallungskorper aller nicht-konstanten Polynome in K[ X ]
ist, zerféllt f iiber L vollstdandig in Linearfaktoren, so dass a € L gilt.
Damit folgt L = K, d. h. L ist ein algebraischer Abschluss von K.

3.6, Aufg. 1. Wir gehen dhnlich wie in 3.2, Aufgabe 1 vor. Esist a € L
separabel iiber K, also gilt [K(a) : K]s = [K(a) : K] nach 3.6/6. Wei-
ter ist b € L separabel iiber K, also insbesondere auch separabel iiber
K(a), und es gilt entsprechend [K(a,b) : K(a)]s = [K(a,b) : K(a)].
Nun wende man die Gradsdtze 3.2/2 und 3.6/7 an und schliefle
[K(a,b) : K]s = [K(a,b) : K]. Um zu sehen, dass a + b € K(a,b)
separabel iiber K ist, kann man die Implikation von (iii) nach (i) in
3.6/9 benutzen. Mochte man allerdings weiter in der Theorie zuriickge-
hen und dieses Resultat nicht verwenden, so betrachte man alternativ
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die Erweiterungen K C K(a +b) C K(a,b). Man hat

[K(a,b): K] =[K(a,b): K(a+0b)] - [K(a+b): K]
[K(a,b): K]s=[K(a,b) : K(a+0b)]s- [K(a+0): K]s.

Die beiden Terme links haben den gleichen Wert. Da der Separabi-
litdtsgrad hochstens gleich dem gewohnlichen Grad ist, vgl. 3.6/6, gilt
Gleichheit auch zwischen den entsprechenden Termen auf der rechten
Seite, also insbesondere [K(a +b) : K]s = [K(a +b) : K]. Hieraus
folgt wiederum mit 3.6/6, dass a + b separabel iiber K ist.

Entsprechende Betrachtungen kann man natiirlich auch fiir a — b,
ab und im Falle b # 0 fiir ab~! durchfiihren. Auf diese Weise sieht man,
dass die iiber K separablen Elemente von L einen Zwischenkdrper zu
L/K bilden.

3.6, Aufg. 2. Seien K, und K, zwei algebraische ébschh’is& von K.
Geméif 3.4/10 gibt es einen K-Isomorphismus o: K; =% Kj. Sei f
ein normiertes Polynom in K [X]. Sind dann

[ = H(X - ai)Tiv [ = H(X - bi)8i7

i=1 i=1

die Zerlegungen von f in Potenzen paarweise verschiedener Linearfak-
toren, jeweils in K;[X] bzw. K5[X], so transportiert o aufgrund der
Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung die erste Zerlegung in die zwei-
te. Es gilt dann m = n und nach eventueller Umnummerierung der b;
auch o(a;) = b; fir i = 1,...,m sowie r; = s;. Es hat also f genau
dann mehrfache Nullstellen in K, wenn dies in K, gilt.

3.6, Aufg. 3. Wir betrachten eine endliche separable Korpererwei-
terung L/K, wobei wir uns hier nur fiir den Fall interessieren, wo K
unendlich viele Elemente enthélt. Mittels Rekursion kann man sich auf
den Fall L = K(a,b) beschranken. Es seien f und g die Minimalpo-
lynome von a bzw. b iiber K sowie L’ ein Zerfallungskorper von f, g
iiber L. Dann ist L' auch Zerfallungskorper von f, g iiber K, und zwar
die normale Hiille von L/K; vgl. 3.5/7. Im Beweis zu 3.6/12 betrachtet
man sémtliche K-Homomorphismen oy, ..., 0, von L in einen algebrai-
schen Abschluss K von K. Dabei diirfen wir L’ ¢ K annehmen, und
es folgt mit 3.5/4, dass die Bilder der o; bereits in L’ enthalten sind.
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Mit anderen Worten, es geniigt, eine normale Hiille L'/ K zu L/K zu
bestimmen und alle K-Homomorphismen o7, ..., 0, von L nach L' zu
betrachten. W&hlt man dann ¢ € K mit der Eigenschaft, dass fiir ¢ # j
stets o;(a + ¢b) # 0;(a + ¢b) gilt, so folgt K(a,b) = K(a + cb).

3.7, Aufg. 1. Die Elemente a,b € L seien als rein inseparabel iiber K
vorausgesetzt. Dies bedeutet nach 3.7/2, dass es Gleichungen a?” = ¢
sowie ¥ = d mit Elementen c¢,d € K gibt. Dabei diirfen wir, in-
dem wir eventuell eine der beiden Gleichungen geeignet potenzieren,
sogar m = n annchmen. Mit der binomischen Formel 3.1/3 folgt dann
(a+b)P" = a?" + " = ¢+ d. Im Ubrigen gilt (ab)?" = cd. So sieht
man, wiederum mit 3.7/2, dass a + b und ab rein inseparabel iiber K
sind. Alternativ kann man 3.7/2 nutzen und &hnlich wie in Aufgabe 1
aus Abschnitt 3.2 oder Aufgabe 1 aus Abschnitt 3.6 argumentieren.

3.7, Aufg. 2. Eine rein inseparable Erweiterung L/K lésst sich cha-
rakterisieren durch die Gleichung [L : K]s = 1. Alternativ kénnten
wir auch schreiben [L : K]; = [L : K], allerdings nur fiir den Fall,
dass der Grad [L : K] endlich ist. Will man also den Inseparabilitéts-
grad anstelle des Separabilititsgrades verwenden, so muss man sich,
ahnlich wie bei der Diskussion separabler Erweiterungen in Abschnitt
3.6, bei Gradbetrachtungen stets auf endlich erzeugte Erweiterungen
beschrénken.

3.7, Aufg. 3. Sei K(a)/K eine einfache algebraische Korpererweite-
rung mit Minimalpolynom f € K[X] von a iiber K. Wie in 3.6/2 fin-
det man ein g € K[X] mit f(X) = g(X?"), wobei r maximal gewhlt
sei. Es ist dann g ein separables Polynom, und zwar das Minimalpoly-
nom von a? iiber K. Es folgt, dass K (a)/K(a?") rein inseparabel ist
und K (a?")/K separabel.

3.8, Aufg. 1. Korper der Charakteristik 0 sind vollkommen (3.6/4),
ebenso endliche Korper oder allgemeiner Korper, die algebraisch iiber
endlichen Koérpern sind (3.8/4). Um ein Beispiel einer inseparablen
Koérpererweiterung zu konstruieren, muss man daher von einem un-
endlichen Kérper K der Charakteristik p > 0 ausgehen, der nicht al-
gebraisch {iber seinem Primkorper F, ist. Die einfachste Moglichkeit
hierzu ist der Funktionenkorper K = F,(¢) in einer Variablen ¢. Ad-
jungieren wir zu K eine p-te Wurzel aus ¢, so erhalten wir eine rein in-
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separable Korpererweiterung von K. Unter Benutzung des Frobenius-
Homomorphismus lésst sich diese beschreiben als F,(t)/F, (7).

3.8, Aufg. 2. Ist F endlicher Korper der Charakteristik p > 0 mit
q = p" Elementen, so ist F Zerfallungskorper des Polynoms X7 — X
tiber IF,. Genauer besteht F aus den ¢ Nullstellen dieses Polynoms.
Damit ist F als Teilkorper eines Korpers L durch die Anzahl seiner
Elemente eindeutig charakterisiert.

3.9, Aufg. 1. Wir haben zu Beginn von Abschnitt 3.9 nicht benutzt,
dass die Nullstellen der entsprechenden Polynome iiber einem algebra-
isch abgeschlossenen Korper betrachtet werden. So bleibt insbesondere
die Aussage von 3.9/1 giiltig, wenn man K durch K und V(-) durch
Vi (+) ersetzt. Auch ergibt sich aus 3.9/2, dass algebraische Mengen
des Typs Vi (E) stets durch endlich viele Polynome in K [X] definiert
werden, also von der Form Vi (fy,..., f.) sind. In 3.9/3 erhilt man die
Relation Vk(I(U)) = U fur Teilmengen U C K™ des Typs U = Vi (a)
mit einem Ideal a C K[X]. Die Gleichung I(V(a)) = a fiir reduzierte
Ideale a C K[X] jedoch, welche sozusagen die Aussage des Hilbert-
schen Nullstellensatzes 3.9/4 darstellt, lasst sich nicht tibertragen. Man
betrachte etwa fiir K =R und n =1 das Ideal a = (X? 4+ 1) C R[X].
Dann gilt Vg(a) = 0@ und somit I(Ve(a)) = R[X] # a. Beim Hil-
bertschen Nullstellensatz kann man also nicht darauf verzichten, die
Nullstellen in einem algebraisch abgeschlossenen Korper zu betrach-
ten.

4.1, Aufg. 1. Ist L/K eine endliche Galois-Erweiterung, so ent-
sprechen aufgrund des Hauptsatzes der Galois-Theorie 4.1/6 die Zwi-
schenkérper von L/K bijektiv den Untergruppen der Galois-Gruppe
Gal(L/K). Dies haben wir in 4.1/8 benutzt, um einzusehen, dass jede
endliche separable Koérpererweiterung nur endlich viele Zwischenkorper
besitzt, ein Resultat, das fiir nicht-separable (endliche) Erweiterun-
gen seine Giiltigkeit verliert. Da die Zwischenkorper von L/K geméif
4.1/6 als Fixkorper zu den Untergruppen von Gal(L/K) interpretiert
werden konnen, lassen sich diese bei geniigend guter Kenntnis der
Galois-Automorphismen sowie der Gruppenstruktur von Gal(L/K) ex-
plizit berechnen. Hiermit verbunden ist ein weiterer Aspekt der Galois-
Theorie. Aquivalent zu der Vorgabe einer endlichen Galois-Erweiterung
L/K ist die Vorgabe des Korpers L sowie einer endlichen Gruppe G
von Automorphismen von L, nédmlich der Galois-Gruppe von L/K,
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wobei dann K = LY gilt; vgl. 4.1/4 und 4.1/6. Wir werden diese Sicht
im Abschnitt 4.11 {iber Galois-Descent noch weiter vertiefen.

4.1, Aufg. 2. Es sei L/K eine endliche quasi-galoissche Korpererwei-
terung mit Automorphismengruppe G = Autg(L). Dann ist L/L¢
gemiB 4.1/5 (i) eine Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe G. Weiter
ist LY = K; (im Falle char K > 0) die maximale rein inseparable Er-
weiterung von K in L; vgl. 3.7/5 und 4.1/5 (iii). Man kann daher die
Aussage von 4.1/6 verallgemeinern, indem man sagt, dass die Unter-
gruppen von G in der in 4.1/6 beschriebenen Art bijektiv denjenigen
Zwischenkorpern von L/K entsprechen, welche die maximale rein in-
separable Erweiterung K; als Teilkorper enthalten.

4.1, Aufg. 3. Ist L/K eine Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe
Gal(L/K) = Autg(L), so folgt mit 4.1/5 (ii), dass K der Fixkorper
unter der Automorphismengruppe Autg (L) ist. Die Umkehrung hierzu
ergibt sich mit 4.1/4.

4.2, Aufg. 1. Ist L/K eine Galois-Erweiterung beliebigen Grades,
so lasst sich L als Vereinigung iiber das System (L;);c; aller Zwi-
schenkérper zu L/K auffassen, die endlich und galoissch tiber K
sind; man vergleiche hierzu den Beginn von Abschnitt 4.2. Als Kon-
sequenz hierzu ist ein Element a € L, etwa a € L;, genau dann
invariant unter einer Untergruppe H C Gal(L/K), wenn a inva-
riant unter dem Bild H; = f;(H) beziiglich der Restriktionsabbil-
dung f;: Gal(L/K) — Gal(L;/K) ist. Mit anderen Worten, es gilt
LANnL; = LZH", also L¥ = J,.; L Gehen wir in umgekehrter Wei-

se von einem Zwischenkérper F zu L/K aus, so kénnen wir zu E
die Untergruppe H = Gal(L/FE) von Gal(L/K) betrachten. Es gilt
H = (e, [ (Gal(L;/L; N E)) sowie fi(H) = Gal(L;/L; N E), wo-
bei man letztere Gleichung unter Verwendung des Fortsetzungsargu-
ments 3.4/9 nachweist. Mit diesen Formeln wird die Galois-Theorie
von L/K sozusagen zuriickgefiihrt auf die Galois-Theorien der Er-
weiterungen L;/K. Benutzt man den Hauptsatz 4.1/6 fiir diese Er-
weiterungen, so erhélt man fiir einen Zwischenkérper £ zu L/K mit
Galois-Gruppe H = Gal(L/FE) wegen f;(H) = Gal(L;/L; N E) sofort
LYNL; = ENL;, also L = E. Geht man umgekehrt von einer Unter-
gruppe H C Gal(L/K) aus und bildet deren Fixkérper L7, so ergibt
sich Gal(L/L™) = N,o; f; " (fi(H)), eine Gruppe, die H umfasst und

im Allgemeinen von H verschieden ist. In diesem Punkt unterscheidet
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sich die allgemeine Version 4.2/3 des Hauptsatzes der Galois-Theorie
von der Version 4.1/6 fiir endliche Galois-Erweiterungen.

4.2, Aufg. 2. Wir haben soeben erklért, dass die Galois-Theorie einer
Galois-Erweiterung L/K charakterisiert ist durch die Galois-Theorien
der Erweiterungen L;/K, i € I, wobei (L;);e; das System derjeni-
gen Zwischenkorper zu L/K ist, die endlich und galoissch iiber K
sind. Von daher gesehen ist es natiirlich, einen Galois-Automorphismus
0: L — L mit dem System seiner Beschrankungen (o|z,)ics zu identi-
fizieren. Verfolgt man diesen Standpunkt in konsequenter Weise, so ge-
langt man zu der Interpretation von Gal(L/K) als projektivem Limes
der Galois-Gruppen Gal(L;/K), also von Gal(L/K) als proendlicher
Gruppe. Somit tragt Gal(L/K) in natiirlicher Weise eine Topologie, die
von den diskreten Topologien auf den Gruppen Gal(L;/K) induziert
wird. Wie wir in 4.2/3 bzw. 4.2/4 gesehen haben, ist diese Topologie
geeignet, um diejenigen Untergruppen in Gal(L/K') zu beschreiben, die
als Galois-Gruppen Gal(L/FE) zu Zwischenkérpern E von L/K inter-
pretiert werden konnen; dies sind ndmlich gerade die abgeschlossenen
Untergruppen von Gal(L/K). Kennt man allerdings fiir eine unendli-
che Galois-Erweiterung L/K die zugehorige Galois-Gruppe Gal(L/K)
lediglich als rein abstrakte Gruppe, ohne dass Anhaltspunkte iiber die
zugehorige Topologie gegeben sind, so ist dies im Sinne der Galois-
Theorie von L/K nur von relativ geringem Wert. Beim Studium von
unendlichen Galois-Gruppen Gal(L/K) hat man die Wahl, ob man
deren Topologie in direkter Weise einfiihrt, vgl. etwa 4.2/1, oder ob
man lieber den Formalismus projektiver Limiten benutzt. Letzteres ist
meist von Vorteil bei konkreten Berechnungen, vgl. etwa 4.2/11.

4.3, Aufg. 1. Jede Gruppe G lasst sich als Untergruppe der Grup-
pe der bijektiven Selbstabbildungen G — G auffassen, indem man
ein Element a € G jeweils mit der zugehorigen Linkstranslation
To: G — G, g — ag, identifiziert. Zur Losung der Aufgabe ist
daher lediglich zu zeigen, dass jede Untergruppe G einer Permuta-
tionsgruppe G,, als Galois-Gruppe realisiert werden kann. Letzteres ist
aber in einfacher Weise moglich. Man betrachte den rationalen Funk-
tionenkorper L = k(Ty,...,T,) in n Variablen T}, ..., T, iiber einem
Konstantenkérper k. Ahnlich wie bei der Betrachtung der allgemeinen
Gleichung n-ten Grades lasst sich G als Untergruppe der Automorphis-
mengruppe von L auffassen, indem man die Elemente von G jeweils
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als Permutationen der Variablen T},...,T, interpretiert. Es ist dann
L/L% nach 4.1/4 eine Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe G. Viel
schwieriger und teilweise noch ungelost ist allerdings die Frage, ob eine
gegebene endliche Gruppe stets als Galois-Gruppe einer Erweiterung
L/Q zu realisieren ist.

4.4, Aufg. 1. Die Diskriminante A; eines normierten Polynoms f mit
Koeffizienten aus einem Ring R soll der Intention nach in gewissem
Sinne ein Maf fiir den Abstand der Nullstellen von f liefern, selbst
wenn letztere erst nach Erweiterung von R auftreten; vgl. 4.4/3. Es
stellt sich dabei das Problem der Berechnung von A;. Man konnte
versuchen, R so zu erweitern, dass f vollstdndig in Linearfaktoren
zerféllt, um anschliefend das Produkt iiber die Quadrate der Diffe-
renzen der Nullstellen von f zu berechnen. Dieses Verfahren ist im
Allgemeinen jedoch wenig praktikabel, man denke nur an die Proble-
me, die auftreten, wenn man Polynome mit Koeffizienten aus Q, R oder
C in konkreter Weise faktorisieren mochte. Stattdessen fithrt man die
Rechnung in einem “universellen” Fall aus und zeigt, dass sich diese
mittels Ringhomomorphismen in alle anderen Situationen iibertragen
ldsst. Man betrachtet nédmlich speziell das Polynom f =[], (X —T;)
in der Variablen X iiber dem Koeffizientenring Z[1}, ..., T,]. An die-
ser Stelle wird der Hauptsatz iiber elementarsymmetrische Funktionen
4.4/1 verwendet, um die Diskriminante Ay als ganzzahliges Polynom
in den Koeffizienten von f, ndmlich den elementarsymmetrischen Po-
lynomen sy, ...,s,, darzustellen. Die resultierende Identitdt kann an-
schlieend mittels Ringhomomorphismen in allgemeine Koeffizienten-
bereiche transportiert werden. Auf diese Weise erhélt man eine Formel
fir Ay, die in jedem Koeffizientenbereich giiltig ist.

Beschrénkt man sich beim Hauptsatz iiber elementarsymmetrische
Polynome 4.4/1 auf Polynome mit Koeffizienten aus einem Kérper K,
so muss man das allgemeine Polynom f =[], (X — T;) als ein Poly-
nom in X mit Koeffizienten in K [T, ...,T,] sehen. Man erhélt dann
Ay als Polynom in sy,...,s,, nunmehr aber mit Koeffizienten, von
denen man nur weif, dass sie in K liegen. Fiir Koérper unterschiedli-
cher Charakteristik besteht dann keine Chance mehr, die verschiedenen
Darstellungen fiir A, zueinander in Relation zu setzen.

4.5, Aufg. 1. Sei &, = ¢ . .. g, die Primfaktorzerlegung des Kreistei-
lungspolynoms @,, € K[X], wobei die Faktoren gy, ..., g, aufgrund



Losungshinweise zu den Aufgaben 457

der Separabilitit von @, paarweise verschieden sind. Da die Null-
stellen der g; gerade aus den primitiven n-ten Einheitswurzeln beste-
hen, konnen wir jedes g; als Minimalpolynom iiber K einer primitiven
n-ten Einheitswurzel auffassen. Alle diese Einheitswurzeln erzeugen
den gleichen Erweiterungskorper von K, ndmlich K((), d. h. es folgt
grad g; = [K(¢) : K] = s fiir alle 7. Da @,, den Grad ¢(n) besitzt, gilt
r = p(n)/s wie behauptet.

4.5, Aufg. 2. Man wihle m,n € N — {0} und primitive m-te bzw.
n-te Einheitswurzeln (,,(, € Q. Da (, eine Nullstelle von &, ist,
erhilt man die Abschitzung [Q((n, Cn) @ Q(Gn)] < grad @, = ¢(n),
und es folgt, dass ®,, genau dann irreduzibel iiber Q((,,) ist, wenn die
Beziehung [Q((n, ¢n) @ Q(¢n)] = ¢(n) gilt, d. h. unter Benutzung von
[Q(Gn) + Q] = @(m), wenn [Q((n, Gi) + Q) = @(m) - p(n) gilt. Um

diese Gleichung weiter zu untersuchen, berechnen wir den Grad von
Q(Gm, €r)/Q. Sei k = kgV(m, n). Dann enthélt Q((n, () geméB 3.6/13
eine primitive k-te Einheitswurzel ¢, und es folgt Q((n, () = Q(C),
also [Q(Gn, Go) : Q) = (k).

Somit ergibt sich aus unseren Uberlegungen, dass @, genau dann
irreduzibel tiber Q((,,) ist, wenn ¢(kgV(m,n)) = p(m)-p(n) gilt. Wir
wéhlen nun wie in 3.6/13 Zerlegungen m = mem’ und n = ngn’ mit
kgV(m,n) = mone und ggT(mo,no) = 1. Aufgrund von 4.5/4 folgt
dann

p(kgV(m,n)) = @(mq) - p(no) < @(m) - p(n),

wobei Gleichheit lediglich fiir ¢(mg) = ¢(m) und @(ny) = ¢(n) be-
steht. Aufgrund der expliziten Formel in 4.5/4 (iii) sicht man weiter,
dass p(mg) = p(m) aquivalent zu m’ € {1,2} ist. Entsprechendes gilt
fiir die Zerlegung n = ngn’, und es folgt, dass @,, genau dann irreduzi-
bel iiber Q((,,) ist, wenn ggT(m,n) € {1,2} gilt.

4.6, Aufg. 1. Es ist IF von der Form [F,, wobei ¢ Potenz einer Primzahl
p ist. Die multiplikative Gruppe von F, ist nach 3.8/5 zyklisch von
der Ordnung ¢ — 1. Wir haben also alle Gruppenhomomorphismen
G — Z/(q—1)Z zu bestimmen. Sei ( ein erzeugendes Element von G,
und sei ¢ zundchst von unendlicher Ordnung. Dann lésst sich fiir jedes
a € Z/(q — 1)Z in eindeutiger Weise ein Gruppenhomomorphismus
G — Z/(q — 1)Z durch { — a definieren. In diesem Falle gibt es
also ¢ — 1 Charaktere auf G mit Werten in F*.
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Sei nun G eine zyklische Gruppe endlicher Ordnung m > 0. Ist
dann G — Z/(q — 1)Z ein Homomorphismus mit Bild a von (, so gilt
m-a = 0. Umgekehrt l4sst sich zu jedem Element a € Z/(q—1)Z, des-
sen Ordnung ein Teiler von m ist, durch ( — a ein Homomorphismus
G — Z/(q—1)Z definieren. Somit korrespondieren die gesuchten Ho-
momorphismen in bijektiver Weise zu den Elementen von Z/(¢ — 1)Z,
deren Ordnung ein Teiler von m ist. Eine elementare Rechnung zeigt,
dass deren Anzahl gleich ggT(m,q — 1) ist.

4.7, Aufg. 1. Betrachten wir L als K-Vektorraum, so konnen wir die
Abbildung Sp; i : L — K als Linearform auf L ansehen. Folglich ist
der Kern dieser Abbildung, also die Menge {a € L; Sp;x(a) = 0},
ein K-Untervektorraum von L. Ist L/K separabel, so ist die Linear-
form Sp /¢ nicht trivial und daher ker Spy, ;¢ ein (n—1)-dimensionaler
K-Untervektorraum von L. Ist dagegen L/K nicht separabel, so ist
Spr,k die Nullabbildung, und es gilt ker Sp;, - = L.

4.7, Aufg. 2. Sei n der Grad der Erweiterung F'/F, also etwa F = F,,
F’ = F, mit Primpotenzen ¢ und ¢, wobei ¢’ = ¢". Wir wollen zu-
nichst zeigen, dass die Normabbildung N: F’* — F* surjektiv ist.
Beriicksichtigen wir, dass die Galois-Gruppe Gal(F'/F) vom relativen
Frobenius-Homomorphismus a — a? erzeugt wird, so berechnet sich
die Norm eines Elementes a € F' zu

2 n—1 "1
N(a)=a-a?-a? -...-a? =aT,

und man sieht insbesondere N(a)?! = a?"~! = 1. Wir benutzen nun,
dass die Gruppe F’* zyklisch ist, also von einem Element o der Ord-

nung ¢" — 1 erzeugt wird. Dann ist N(a) = a1 € T von der Ord-
nung ¢ — 1, also erzeugendes Element der zyklischen Gruppe F*. Als
Gruppenhomomorphismus ist N: F/* — F* damit surjektiv. Weiter
erkennt man, dass der Kern von N aus allen Elementen o besteht mit
(¢—1)|r oder, mit anderen Worten, aus allen Elementen, die (¢—1)-te
Potenz eines Elementes aus F'* sind.

4.8, Aufg. 1. Es sei L/K eine endliche zyklische Galois-Erweiterung
mit erzeugendem Element o € Gal(L/K). Zu b € L* habe man
a,d’ € L* mit b = ac(a)™* = d’o(a’)~. Dann ergibt sich o(a/a’) = a/d’
und somit a/a’ € K*. Umgekehrt hat man fiir a/a’ € K™ natiirlich
ac(a)™ = d'o(a’)7". Ist daher b € L™ mit Ny x(b) = 1 gegeben, so ist
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das nach 4.8/1 existierende Element a € L™ mit b = ac(a)~! eindeutig
bis auf eine multiplikative Konstante aus K*. Genauso zeigt man in
der Situation von 4.8/4, dass zu gegebenem b € L mit Sp; ;(b) = 0
das zugehorige Element a € L mit b = a — o(a) eindeutig ist bis auf
eine additive Konstante aus K.

4.8, Aufg. 2. Die Galois-Gruppe Gal(C/R) ist zyklisch von der Ord-
nung 2, sie wird erzeugt von der komplexen Konjugation C — C,
z — Z. Fiir z € C folgt daher Ng/r(z) = 2Z = |z]%. Gelte nun
Ne/r(2) = 1, d. h. es liege z auf dem Rand des Einheitskreises um 0.
Hilberts Theorem 90 besagt dann, dass es ein z € C* mit z = 2/T
gibt, wobei wir sogar 27 = |z|> = 1 annehmen diirfen. Es gilt dann
2z =22 d. h. x ist eine Quadratwurzel von z.

4.9, Aufg. 1. Wir betrachten zunéchst eine zyklische Erweiterung
L/K vom Grad n; sei C = L" N K*. Es gilt L = K(CY") auf-
grund von 4.9/3 und n = [L : K] = (C : K*") aufgrund von 4.9/1.
Die Galois-Gruppe G = Gal(L/K) ist zyklisch von der Ordnung n.
Gleiches gilt dann nach 4.9/3 fiir Hom(C'/K*",U,) und nach 4.9/2
fir C'/K*". Wihlt man nun ein Element ¢ € C, dessen Restklasse
die Gruppe C/K*" erzeugt, so folgt L = K(c'/™), d. h. die Erweite-
rung L/K entsteht durch Adjunktion einer Nullstelle a des Polynoms
X" — ¢ e K[X]. Dieses Polynom ist aus Gradgriinden irreduzibel und
ist folglich das Minimalpolynom von a iiber K.

Sei nun umgekehrt L/K eine Erweiterung, die durch Adjunktion
einer Nullstelle a eines Polynoms des Typs X" — ¢ entsteht, wobei wir
c € K* voraussetzen wollen. Bezeichnet dann C' die von ¢ und K*" in
K* erzeugte Untergruppe, so gilt L = K(C'/"), und es ist L/K gemif
4.9/3 eine abelsche Erweiterung mit Galois-Gruppe Hom(C/K™*" U,)
bzw. C'/K*" da letztere Gruppe endlich ist. Die Gruppe C/K*" ist so-
gar zyklisch, da sie von der Restklasse zu c erzeugt wird, und wir sehen,
dass die Erweiterung L/K zyklisch ist. Da ¢ € K*" gilt, ist C/K™*"
zyklisch von einer Ordnung d, die n teilt. Folglich gilt ¢ € K*", also
a’ € K, und man sieht dhnlich wie oben, dass X% — a? das Minimal-
polynom von a iiber K ist.

4.9, Aufg. 2. Es ist ¢ = K™ die groBte aller Untergruppen von
K*, die K*" enthalten, und es folgt aus 4.9/3, dass entsprechend
L, = K(K*!/") die groBte abelsche Erweiterung von K ist mit einem
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Exponent, der n teilt. Da jeder Homomorphismus K* — U, not-
wendig trivial auf K*" ist, ergibt sich Gal(L,/K) = Hom(K*,U,),
wiederum mit 4.9/3.

4.10, Aufg. 1. Wir nehmen an, dass wir uns in der Situation von
Theorem 4.10/1 befinden und behaupten, dass eine Kérpererweiterung
L/K genau dann zyklisch von einem Grad ist, der n teilt, wenn es ein
Element o € A mit p(a) € Ax und L = K(a) gibt. Die Argumen-
tation ist wie in Aufgabe 1 aus Abschnitt 4.9. Sei zunéchst L/K eine
zyklische Erweiterung mit einem Grad, der n teilt. Gemé$ 4.10/1 gilt
dann L = K(p~!(C)) mit C = p(Ar) N Ak, und man hat einen Iso-
morphismus C/p(Ak) == Hom(G¢, i1, ), wobei G¢ die Galois-Gruppe
zu L/K ist. G¢ ist nach Annahme zyklisch von einer Ordnung, die n
teilt. Aufgrund von 4.9/2 folgt Gleiches auch fiir C/p(Ak) und wir
konnen ein Element ¢ € C finden, dessen Restklasse C'/p(Ak) erzeugt.
Ist dann @ € p~!(c) ein Urbild, so wird p~(C) von o und Ay erzeugt,
und es folgt wie gewiinscht L = K («).

Sei umgekehrt L = K(«) mit einem a € A, welches p(«a) € Ag
erfiillt. Dann folgt L = K (p~*(C)) mit C erzeugt von p(«) und p(Ak),
und es ist C/p(Ak) zyklisch, erzeugt von der Restklasse zu p(a).
Hieraus schlieBt man mit 4.10/1, dass L/K eine abelsche Erweiterung
von einem Exponenten ist, der n teilt, und in Verbindung mit 4.9/2,
dass L/K sogar zyklisch ist.

4.10, Aufg. 2. Es ist K vollkommen und folglich der Frobenius-Homo-
morphismus K — K ein Isomorphismus. Gleiches gilt dann auch fiir
den Frobenius-Operator F': W(K) — W (K). Insbesondere impliziert
die Gleichung V o F' = p aus 4.10/7 bereits p- W(K) = V!W(K).

Zur Behauptung in (i) erinnern wir an die in Abschnitt 4.10 ange-
gebene Formel

(@,0,0,...) - (8,0,0,...) = (a- 5,0,0,...)

fiir die Multiplikation in W(K). Sie besagt gerade, dass die zu be-
trachtende Abbildung K — W(K), a — («,0,0,...), multiplika-
tiv ist und sich insbesondere zu einem Monomorphismus multiplika-
tiver Gruppen K* — W/(K)* einschrinkt. Auf der anderen Seite
aber kann es keine nicht-triviale Abbildung K — W/(K) geben, die
additiv ist, denn die Multiplikation mit p auf K ist die Nullabbil-
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dung, auf W(K) hingegen, abgesehen vom Frobenius-Operator, der
Verschiebungs-Operator.
Als Néchstes behandeln wir Behauptung (ii). Zu zeigen ist, dass

W (K) mit den Projektionen W (K) — W(K)/V"W (K) ein projek-
tiver Limes des projektiven Systems

K)/V'W(K) «— W(K)/V'W(K) «— W(K) VW (K) «— ...

ist. Wir verifizieren hierzu die definierende universelle Eigenschaft aus
Abschnitt 4.2. Sei also R ein Ring und (hy,),en ein System von Ring-
homomorphismen h,: R — W(K)/V"W (K), welches mit allen Pro-
jektionen

W(K)/VTW(K) — W(K)/V'W(K), i €N,

vertréglich ist. Dann faktorisieren die h, in eindeutiger Weise iiber
W(K), und zwar vermoge der Abbildung

h: R — W(K), x — (hi(2)o, ha(2)1, ha(x)a, .. .),

wobei hy,y1(x), jeweils die Komponente mit Index n des Elements
hypii(z) € W(K)/V"W(K) bezeichne. Dass h sogar ein Ringho-
momorphismus ist, ergibt sich aus formaler Argumentation im Sinne
projektiver Limites oder durch explizites Ausnutzen der Definition der
Ringstruktur auf W (K) mittels der Polynome S,,, P,. Der erste Teil
von Behauptung (ii) ist damit bewiesen, und es folgt mit 4.10/10 auch
leicht der zweite Teil, dass namlich W (F,) mit Z, iibereinstimmt.
Zum Nachweis von (iii) betrachten wir die kanonische Projektion
W(K) — Wi(K) = K. Diese ist ein Epimorphismus mit Kern
VIW(K) = p- W(K), und es folgt, dass p - W(K) ein maximales
Ideal in W(K) ist. Wir behaupten weiter, dass dieses Ideal das einzi-
ge maximale Ideal in W (K) ist, ja dass die Einheitengruppe W (K)*
mit W (K) — VW (K) iibereinstimmt. Sei also a € W(K) — VW (K).
Um zu zeigen, dass a eine Einheit ist, diirfen wir ohne Einschrinkung
a durch eine Einheit des Typs (a,0,0,...) mit a € K* abindern;
vgl. (i). Auf diese Weise kénnen wir @ von der Form 1 — p - ¢ anneh-
men mit ¢ € W(K). Man iiberzeugt sich nun leicht davon, indem man
die Gleichung p" - W(K) = V'W(K) benutzt, dass b = >, p" - ¢

als ein wohldefiniertes Element in W (K') aufgefasst werden kann; das
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Bild einer jeden endlichen Summe > 7  p" - ¢ unter der Projektion
W(K) — W(K)/V"W(K) ist ndmlich unabhéngig von s fiir s > n.
Weiter ergibt sich aufgrund der Formel fiir die geometrische Reihe,
dass a - b unter jeder Projektion W(K) — W(K)/V"W(K) auf das
Einselement abgebildet wird, dass also a-b =1 in W(K) gilt.

Wir haben damit W (K) —p-W(K) = W(K) — V!W(K) als Ein-
heitengruppe von W (K) erkannt. Weiter gibt es zu jedem a € W(K)
mit a # 0 eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl n € N mit
a € V'"W(K)—V"W(K). Wir kénnen dann a = p" - a’ schreiben
mit einem Element o’ € W(K) — V!W(K), also mit einer Einheit
a € W(K)*. Da p wegen p" - W(K) = V*(K) nicht nilpotent sein
kann, ist W (K) insbesondere ein Integrititsring. Im Ubrigen gilt fiir
jedes nicht-triviale Ideal a C W(K) offenbar

a=(p") mit n=min{i € N;p'ca},

d. h. W(K) ist ein Hauptidealring. Hinzugefiigt sei, dass Hauptideal-
ringe mit genau einem nicht-trivialen maximalen Ideal auch als diskrete
Bewertungsringe bezeichnet werden. W (K) ist daher ein solcher dis-
kreter Bewertungsring.

4.11, Aufg. 1. Man wihle eine K-Vektorraumbasis (a;);e; von A.
Es ist dann (a; ® 1);e; eine K'-Vektorraumbasis von A @k K', jedes
Element aus A®x K’ hat also eine Darstellung zie ; @; ®c; mit eindeu-
tig bestimmten Elementen ¢; € K’, wobei ¢; = 0 fiir fast alle Indizes
i € I gilt. Um nun die Multiplikation auf A ® 5 K’ mit einem Element
> jerj ® c; zu erkldren, gehen wir schrittweise vor und definieren
zunichst die (Rechts-)Multiplikation mit einem Term a; ® c;:

gpaj,c;,:A@KK’—)A@KK’, Zai®ci>—>2aiaj®cic;.
iel icl

Anschliefend erhélt man die Multiplikation mit ) -, a;®c} als Summe
der Abbildungen Paj.c,- Auf diese Weise ergibt sich eine Abbildung

(A XK K,) X (A RK K,) — A®K K/,

welche durch die Vorschrift (a ® ¢, d’ ® ) — ad’ ® ¢’ charakterisiert
ist, wie man leicht nachpriift. Hiermit lassen sich die Eigenschaften
einer Ringmultiplikation in direkter Weise verifizieren, indem man die
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entsprechenden Eigenschaften fiir A und K’ benutzt. Weiter ist A®Q x K’
eine K'-Algebra vermoge des Ringhomomorphismus K/ — A @ K,
c— 1®ec

4.11, Aufg. 2. Zum Nachweis von Aussage 4.11/4 (i) geniigt es
zu zeigen, dass fiir jeden K-Untervektorraum Vy C V' von endlicher
Dimension die durch A\: V' < V'’ gegebene zugehorige K'-lineare
Abbildung Aj: K' ®x Vo — V' injektiv ist. Wir verifizieren letzte-
res mit Induktion nach r = dimg V. Fiir » = 0 ist nichts zu zei-
gen. Sei also r > 0. Dann existiert ein von Null verschiedener Vek-
tor x € Vp, und wir kénnen den K-Vektorraum Vy/Kz als Teil der
Fixmenge zu der von f auf V'/K’z induzierten Aktion betrachten.
Nach Induktionsvoraussetzung ist die kanonische K'-lineare Abbildung
K'®k (Vo/Kz) — V'/K'zx injektiv, und eine leichte Rechnung zeigt,
dass dann auch \j: K’ @k Vo — V' injektiv ist.

Nun zum Beweis von 4.11/4 (ii). Es gilt f,(a;v) = o(a;) f5(v), also

Y folaw) =D olai)fa(v), i=1,...n

oceG ceG

Da die Matrix (0(a;))seciz1.n € (K')™™ geméf 4.6/3 invertierbar
ist, lassen sich die Elemente f,(v), ¢ € G, insbesondere also v, als
K'-Linearkombination der Elemente v; = > . fo(av), i = 1,...,n,
darstellen. Die v; werden unter der Aktion von G auf V' festgelassen,
gehoren also zu V. Hieraus ergibt sich die Surjektivitdt der Abbildung
N: K'®@gV — V' in direkter Weise.

5.1, Aufg. 1. Die H-Bahn eines Elementes g € GG unter der Links-
translation mit H, also unter der Aktion H x G — G, (h,g) — hg,
wird gegeben durch die Rechtsnebenklasse Hg. Ist {g1, ..., .} ein Ver-
tretersystem der Rechtsnebenklassen von G modulo H, so lautet die
Bahnengleichung ord G = >, ord(Hg;). Die Anzahl r der Rechtsne-
benklassen zu H ist gleich dem Index (G : H). Weiter besitzen alle
Rechtsnebenklassen Hg; gleiche Méchtigkeit. Folglich kénnen wir die
Bahnengleichung zu obiger Aktion in der Form ord G = (G : H)-ord H
schreiben. Dies ist aber gerade die Formel, welche durch den Satz von
Lagrange 1.2/3 gegeben wird. Betrachtet man statt der Linkstransla-
tion die Rechtstranslation mit H, genauer die Aktion H x G — G,
(h,g) — gh™!, so sind die zugehorigen H-Bahnen von der Form gH,
stellen also die Linksnebenklassen zu H dar. Auch in diesem Falle
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stimmt die zugehorige Bahnengleichung mit der Formel aus 1.2/3 iiber-
ein.

5.1, Aufg. 2. Da ein Galois-Automorphismus o € Gal(L/K) ein Ele-
ment a € L genau dann festlasst, wenn es den Korper K(a) festlasst,
ergibt sich die Isotropiegruppe zu a als G, = Gal(L/K(a)). Weiter
besteht die Bahn Ga aus allen tiber K (im Sinne der Galois-Theorie)
zu a konjugierten Elementen; vgl. 4.1. Ist etwa f € K[X] das Mini-
malpolynom von a iiber K, so sind dies gerade die Nullstellen von f.
Es bildet ndmlich jedes o € Gal(L/K) die Menge der Nullstellen von
f wieder in sich ab. Andererseits zerfillt f wegen der Normalitéit von
L/K in L[ X] vollstéindig in Linearfaktoren (vgl. 3.5/4 und 3.5/5), und
es gibt zu jeder Nullstelle ' € L von f ein o € Gal(L/K) mit o(a) = d
(vgl. 3.4/8 und 3.4/9). Insbesondere gelten unter Benutzung der Sepa-
rabilitdt von L/K die Gleichungen ord Ga = grad f = [K(a) : K] und
ordG, = [L: K(a)].

5.2, Aufg. 1. Es sei GG eine endliche abelsche Gruppe und p eine Prim-
zahl. Theorem 5.2/6 (i) liefert dann die Existenz einer p-Sylow-Gruppe
S C G. Da alle p-Sylow-Gruppen in G nach 5.2/6 (ii) zueinander kon-
jugiert sind, GG aber abelsch ist, sieht man, dass S die einzige p-Sylow-
Gruppe in G ist. Es folgt dann durch erneute Anwendung von 5.2/6 (i),
dass S von der in 5.2/2 beschriebenen Gestalt ist. Theorem 5.2/6 lie-
fert also die Erkenntnis, dass die Elemente aus GG, deren Ordnung eine
p-Potenz ist, eine p-Sylow-Gruppe in G bilden, eine Tatsache, die wir
in 5.2/2 auf elementare Weise eingesehen haben.

5.2, Aufg. 2. Ist S C G eine p-Sylow-Gruppe, so enthélt das Bild ¢(.S)
nur Elemente, deren Ordnung eine p-Potenz ist. Nach 5.2/11 ist ¢(.5)
daher eine p-Gruppe, und es folgt mit 5.2/6, dass es in G’ eine p-Sylow-
Gruppe S" mit p(S) C 5’ gibt. Ist ¢ injektiv, etwa p: G — G, so gilt
notwendig S’ NG = S, denn es ist S’ N G eine p-Gruppe in G, die S
enthilt. Mit anderen Worten, ist G C G’ eine Untergruppe, so sind die
p-Sylow-Gruppen von G Einschrankungen (gewisser) p-Sylow-Gruppen
von G'. Ist allerdings G ein Normalteiler in G, so ist fiir jede p-Sylow-
Gruppe S’ C G" auch deren Einschrankung S’NG eine p-Sylow-Gruppe
in G. Es ist ndmlich S’ N G eine p-Gruppe und somit enthalten in
einer p-Sylow-Untergruppe S von G. Dann ist S eine p-Gruppe in G,
und es gibt ein ¢ € G’ mit gSg~!' C S, vgl. 5.2/9. Aufgrund der
Normalitit von G gilt ¢gSg~' C G, und man erkennt gSg~! wegen
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ord S = ord gS¢g~* als p-Sylow-Gruppe von G. Da aber gSg~! in dem
Schnitt S’ NG liegt und letztere Gruppe eine p-Gruppe ist, ergibt sich
S'NG = gSg!, d. h. es ist S'NG eine p-Sylow-Gruppe in G.

Wir wollen noch den Fall untersuchen, wo ¢: G — G’ surjektiv
ist. Sei wiederum S C G eine p-Sylow-Gruppe. Wir behaupten, dass
dann H' = ¢(5) eine p-Sylow-Gruppe in G’ ist. Um dies einzusehen,
betrachte man die Aktion von G durch Linkstranslation auf der Men-
ge der Linksnebenklassen G’'/H’. Diese Aktion ist transitiv, hat also
nur eine einzige Bahn. Bezeichnet H die Isotropiegruppe der Klasse
H' in G'/H', so gilt S C H sowie ordG/H = ordG'/H’ aufgrund
der Bahnengleichung. Aus ptord(G/S) folgt dann ptord(G/H) und
somit ptord(G’'/H'). Also ist H' als p-Gruppe bereits eine p-Sylow-
Gruppe in G’. Das Bild einer p-Sylow-Gruppe S C G ist damit stets
eine p-Sylow-Gruppe in G/, und man kann leicht unter Benutzung der
Konjugationsoperation einsehen, dass umgekehrt auch jede p-Sylow-
Gruppe in G’ Bild einer p-Sylow-Gruppe von G ist.

5.3, Aufg. 1. Eine Permutation 7 € G,, ist eine bijektive Selbstabbil-
dung der Menge {1,...,n}. Wir kénnen uns dabei vorstellen, dass 7
die Zahlen 1,...,n “permutiert”, d. h. sie in eine andere Reihenfolge
bringt, ndmlich (1), ..., 7(n). Eine Transposition vertauscht dabei in
der Zahlenreihe 1,...,n genau zwei Elemente. Nun ist es aber plau-
sibel, dass man ausgehend von 1,...,n diese Zahlen in eine beliebige
Reihenfolge bringen kann, indem man in sukzessiver Weise jeweils zwei
Elemente vertauscht. Nichts anderes als dies besagt die Aussage, dass
jedes m € &,, Produkt von Transpositionen ist.

Wir wollen noch erldutern, wie man vorstehende Idee in einen
strengen Beweis umsetzen kann. Wir benutzen Induktion nach n. Der
Induktionsanfang n = 1 ist trivial, da &; nur das Einselement enthélt
und da wir letzteres als das leere Produkt ansehen konnen. Sei al-
so n > 1. Existiert dann ein ¢ € {1,...,n} mit 7(i) = ¢, so gibt
7 durch Einschrankung Anlass zu einer bijektiven Selbstabbildung 7’
von {1,...,i — 1,9+ 1,...,n}. Nach Induktionsvoraussetzung ist 7’
ein Produkt von Tanspositionen, und die gleiche Aussage gilt fiir 7.
Existiert andererseits ein Index ¢ € {1,...,n} mit 7(i) # i, so lasst
(1,m(2)) o das Element i fest, ist also nach dem eben Gezeigten ein
Produkt von Transpositionen, etwa (i, 7(¢)) om = 7 o... o 7,. Hieraus
folgt m = (i, m(i))or0...07,, d. h. m ist Produkt von Transpositionen.
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5.3, Aufg. 2. Es sei m € G, ein p-Zyklus, etwa 7 = (1,...,p). Dann
ist die von 7 erzeugte zyklische Gruppe () eine p-Sylow-Gruppe in
S,. Thre Ordnung ist ndmlich p, und es gilt p 1 (&, : (7)) wegen
(6p: (m) = (p— 1)L

5.4, Aufg. 1. Es sei H zunéchst ein Normalteiler in G. Mit der Glei-
chung g[a,b]lg™! = [gag™', gbg™'], vgl. den Beweis zu 5.4/1, folgt
dann, dass [G,H] ein Normalteiler in G ist. Wir behaupten, dass
[G, H] der kleinste aller Normalteiler N C G ist, so dass das Bild
von H in G/N im Zentrum von G/N liegt. In der Tat, das Bild von
H in G/[G,H] ist elementweise mit allen Restklassen von Elemen-
ten g € G vertauschbar, also liegt das Bild von H im Zentrum von
G/|[G, H]. Ist umgekehrt N C G ein Normalteiler mit dieser Eigen-
schaft, so gehoren alle Kommutatoren [a,b] mit a € G und b € H zu
N, so dass [G,H] C N gilt. Unsere Behauptung ist also verifiziert. Ist
nun H lediglich eine Untergruppe, so liefert obiger Schluss noch fol-
gende Aussage: Ist N C G ein Normalteiler mit der Eigenschaft, dass
das Bild von H im Zentrum von G/N liegt, so gilt [G, H] C N.

6.1, Aufg. 1. Ist f(x) = 0 auflésbar iiber K, so kann man im All-
gemeinen nichts tiber die Auflosbarkeit dieser Gleichung iiber K sa-
gen. Beispielsweise gibt es algebraische Gleichungen f(x) = 0 iiber
Q, die nicht auflésbar sind, wie wir am Ende von Abschnitt 6.1 gese-
hen haben. Im Gegensatz hierzu ist eine solche Gleichung iiber einem
Zerfallungskorper von f oder iiber einem algebraischen Abschluss von
Q auflosbar. Umgekehrt impliziert aber die Auflosbarkeit der Glei-
chung f(z) = 0 iiber K die Auflosbarkeit iiber K. Ist ndmlich L ein
Zerfallungskorper von f iiber K sowie Lo C L ein Zerfallungskorper
von f iiber Kj, so hat man aufgrund von 3.5/4 eine kanonische Ein-
schrankungsabbildung Gal(L/K) — Gal(Lq/Kj), und diese ist injek-
tiv, da die Erweiterungen L/K und Lo/K, jeweils von den Nullstel-
len von f erzeugt werden. Mit Gal(Ly/Ky) ist daher nach 5.4/8 auch
Gal(L/K) auflosbar.

6.1, Aufg. 2. Die Gleichung f(x) = 0 werde zunéchst als metazyklisch
vorausgesetzt. Dann existiert zu dem Zerfallungskorper L von f {iber
K eine Korperkette K = Ko C Ky C ... C K, mit L C K, so dass
K1/ K; jeweils eine (endliche) zyklische und daher auflésbare Galois-

Erweiterung ist. Mit 6.1/4 folgt hieraus, dass auch die Erweiterungen
K,/K und L/K auflésbar sind.
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Sei umgekehrt die Gleichung f(z) = 0 als auflésbar angenom-
men. Dann ist die Galois-Gruppe Gal(L/K) auflosbar, und es gibt zu
Gal(L/K) nach 5.4/7 eine Normalreihe mit zyklischen Faktoren. An-
wenden des Hauptsatzes der Galois-Theorie 4.1/6 in Verbindung mit
dem Satz vom primitiven Element 3.6/12 zeigt daher, dass die Glei-
chung f(z) = 0 metazyklisch ist. Also ist “metazyklisch” dquivalent
zu “auflésbar”. Die weitere Aquivalenz zu “durch Radikale auflésbar”
folgt mit 6.1/5.

6.2, Aufg. 1. Geméf der Theorie in Abschnitt 6.2 betrachten wir die
Korperkette
KcK(VA)cL clL,

wobei L' ein Zerfallungskorper zu ¢ und L ein Zerfallungskorper
zu [ iiber K sei; A sei die gemeinsame Diskriminante von f bzw.
g. Die Galois-Gruppe G = Gal(L/K) operiert auf den Nullstellen
Z1,...,24 € L von f und kann hierdurch als Untergruppe von &,
aufgefasst werden. Wir wissen bereits, dass A genau dann eine Qua-
dratwurzel in K besitzt, wenn G nur gerade Permutationen auf den z;
induziert, wenn also G' C 24 gilt. Folglich ist der Grad von K (v/A)
iiber K gleich 1 oder 2, je nachdem ob G C 24 oder G ¢ 2, gilt.

Die komplexe Konjugation C — C, z —— Z, beschrénkt sich auf
L zu einem nicht-trivialen Element in G, und man sieht, dass die Null-
stellen von f sich in zwei Paare komplex konjugierter Gréflen aufteilen,
etwa mit xy = 7; und z4 = T3. Fir die Nullstellen

21 = (T14ma)(x3+24), 22 = (x1+23)(Tatxy), 23 = (x1+24)(T2F273)

von ¢ schlieft man daher z; € R sowie zy,23 > 0, wobei allerdings
aufgrund der Irreduzibilitdt von ¢ keines der Elemente z; verschwin-
den darf. Insbesondere folgt L' C R. Die Irreduzibilitit von ¢ impli-
ziert weiter, dass der Grad von L/K von 3 geteilt wird, der Grad von
L'/K(v/A) also in jedem Falle 3 sein muss.

Wir behaupten nun, dass die Galois-Gruppe H = Gal(L/K (v A))
mit A, libereinstimmt. Natiirlich gilt H C 204. Weiter bemerken wir,
dass die komplexe Konjugation wegen L' C R ein nicht-triviales Ele-
ment in Gal(L/L') induziert, so dass der Grad [L : L'] von 2 geteilt
wird, also mindestens 2 ist. Die Ordnung ord H = [L : K(v/A)] ist da-
her mindestens 6, also entweder 6 oder 12, und es geniigt, wenn wir den
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Fall ord H = 6 ausschliefen kénnen. Nehmen wir einmal ord H = 6 an.
Es gibt dann in H aufgrund der Sylowschen Sétze, vgl. 5.2/6, genau
eine 3-Sylow-Gruppe. AuBerdem zeigt die Kette K(vA) ¢ L' C L,
wobei notwendig [L : L'] = 2 gelten muss, dass es in H einen Nor-
malteiler der Ordnung 2 gibt. Letzterer ist eine 2-Sylow-Gruppe in H
und als Normalteiler auch die einzige 2-Sylow-Gruppe, die H enthalten
kann. Dann zeigt aber der Beweis von 5.2/12, dass H zyklisch von der
Ordnung 6 ist, im Gegensatz dazu, dass es in &4 nur Elemente der
Ordnung 1, 2, 3 oder 4 gibt. Wir sehen damit, dass ord H = 12 gelten
muss, und wir erhalten Gal(L/K (v/A)) = 24 wie behauptet.

Zusammenfassend ergibt sich Gal(L/K) = 2y, falls A ein Quadrat
in K ist, und ansonsten Gal(L/K) 2 24, also Gal(L/K) = &4, wenn
A kein Quadrat in K ist. Wir geben noch ein Beispiel an, welches die
behandelte Situation illustriert. Man betrachte die algebraische Glei-
chung f(z) = 0 mit

f=X'"+X*+ X +1€Q[X].

Offenbar hat f keine reellen Nullstellen und ist auch irreduzibel. Die
kubische Resolvente wird gegeben durch

g=X>-2X*-3X+1€Q[X]

und ist ebenfalls irreduzibel. Weiter berechnet sich die Diskriminante
von f bzw. g zu

A =144 — 128 — 4 + 16 — 27 + 256 = 257.

Da 257 kein Quadrat in Q ist, erkennen wir &, als Galois-Gruppe der
Gleichung f(z) = 0.

6.3, Aufg. 1. Die im Beweis zu 6.3/1 benutzten Eigenschaften der
reellen Zahlen sind mit rein algebraischen Methoden, wie wir sie in
diesem Buch entwickeln, nicht zu verifizieren. Dies ist nicht verwun-
derlich, denn wir haben bis jetzt die reellen Zahlen als “bekannt” ange-
sehen und insbesondere auf eine prézise Charakterisierung verzichtet.
Ohnehin ist das Studium der reellen Zahlen sowie der reellwertigen
Funktionen eher dem Bereich der Analysis als dem der Algebra zu-
zuordnen. Wir begriinden deshalb die geforderten Eigenschaften mit
Mitteln der Infinitesimalrechnung. Sei also f = X" +a; X" 1 +... +a,
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ein Polynom ungeraden Grades in R[ X ]. Indem wir fiir z € R, = # 0,
die Zerlegung

f@)y=2"1+ax ' +... +ax™")
benutzen, konnen wir

lim f(z) =00, lim f(r) = —oo
schlieflen. Folglich besitzt f(z) als stetige reellwertige Funktion auf-
grund des Zwischenwertsatzes eine Nullstelle in R. Aus einem dhnlichen
Grund gibt es zu jedem a € R, a > 0, eine Quadratwurzel in R. Man
betrachte nimlich die Funktion g(z) = x* — a. Auch sie besitzt auf-
grund des Zwischenwertsatzes wegen g(0) < 0 sowie lim, o, g(x) = 00
eine Nullstelle in R.

6.4, Aufg. 1. Man setze K = Q(M U M). Aus 6.4/1 folgt unter
Benutzung des Gradsatzes 3.2/2, dass fiir jedes z € K(M) der Grad
[K(z) : K] eine Potenz von 2 ist. Sei nun umgekehrt z € C ein Element
mit dieser Eigenschaft. Ist dann die Erweiterung K (z)/K galoissch, so
ergibt sich z € R(M) mit 6.4/1. Allgemein gilt allerdings z € K(M)
nur dann, wenn z in einem galoisschen Erweiterungskoérper von K ent-
halten ist, dessen Grad iiber K eine Potenz von 2 ist. Bezeichnet L
den von allen Konjugierten zu z iiber K erzeugten Korper, also den
Zerfallungskorper des Minimalpolynoms von z iiber K, so ist vorste-
hende Eigenschaft dquivalent zu der Bedingung, dass der Grad [L : K|
eine Potenz von 2 ist. Nun gibt es aber durchaus Félle, wo [K(z) : K|
eine Potenz von 2 ist, nicht aber [L : K|. Beispielsweise gibt es irre-
duzible algebraische Gleichungen vom Grad 4 mit Galois-Gruppe G,
wie wir sogleich sehen werden. Man kann daher aus der Tatsache, dass
[K(z) : K] eine Potenz von 2 ist, im Allgemeinen nicht auf z € (M)
schliefen.

Um solche Beispiele explizit anzugeben, setze man M = {0,1}
und betrachte ein Polynom des Typs f = X* —pX — 1 € Q[X] mit
einer Primzahl p. Es ist f irreduzibel. Um dies einzusehen, geniigt
es zu zeigen, dass f als Polynom in Z[X] irreduzibel ist, vgl. 2.7/7.
Letzteres verifiziert man in direkter Weise, indem man nachrechnet,
dass eine Zerlegung von f iiber Z in ein lineares und ein kubisches bzw.
zwei quadratische Polynome unmdéglich ist. Seien nun ag,...,ay die
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Nullstellen von f in C und sei L = Q(av, . . ., ay) der Zerfallungskorper
von f in C. Die explizite Auflésung von Gleichungen 4-ten Grades in
Abschnitt 6.1 zeigt dann, dass die Grofien

B = (a14ag)(as+ay), P = (ag+as)(aetaq), B3 = (an+ag)(aztas)

die Nullstellen der kubischen Resolvente von f sind, ndmlich des Po-
lynoms g = X% 4+ 4X + p?. Ahnlich wie bei f stellt man fest, dass
auch dieses Polynom irreduzibel iiber Q ist. Als Konsequenz sehen
wir, dass L Elemente vom Grad 3 iiber Q enthélt und dass folg-
lich der Grad [L : Q] keine Potenz von 2 sein kann. Es gilt daher
ag,...,aq € R({0,1}), obwohl jedes c;; vom Grad 4 iiber Q ist. Man
kann iibrigens leicht einsehen, dass die Galois-Gruppe Gal(L/Q) die
volle Gruppe &, ergibt, wenn wir die Elemente o € Gal(L/Q) als
Permutationen der Wurzeln ayq, . .., a4 interpretieren. Als Untergrup-
pe von &, besitzt Gal(L/Q) eine Ordnung, die ein Teiler von 24 ist. Da
aber L sowohl Elemente vom Grad 3 als auch vom Grad 4 enthélt, ist
die Ordnung mindestens 12. Somit hat man entweder Gal(L/Q) = &y,
oder aber es ist Gal(L/Q) eine Untergruppe vom Index 2 und damit
ein Normalteiler in &,. Im letzteren Fall folgt Gal(L/Q) = 24, da je-
der Normalteiler vom Index 2 zu einer abelschen Faktorgruppe fiihrt
und da [Sy4, &4] = Ay gilt; vgl. 5.4/1 und 5.4/2. Nun besitzt aber die
Diskriminante

A, = (81— B2)*(Br — B3)* (B — B3)? = —4 - 43 — 27p?

des Polynoms g keine Quadratwurzel in Q; zu der Formel fiir A, kon-
sultiere man Beispiel (2) in 4.3 oder den Schluss von 4.4. Folglich
kann Gal(L/Q) nicht ausschliefllich gerade Permutationen der (1, 32, 3
induzieren, und man sieht unter Benutzung der Definition der g;,
dass Gal(L/Q) dann auch nicht nur aus geraden Permutationen der
a1, g, 3, g bestehen kann. Somit folgt Gal(L/Q) = &4, wie behaup-
tet.

6.4, Aufg. 2. Es ist (3 = €*™/3 eine primitive dritte Einheitswurzel in
C. Wie wir wissen, man vergleiche etwa 6.4/3, gilt (3 € K({0, 1}). Wére
nun die Winkeldreiteilung generell mit Zirkel und Lineal durchfiihrbar,
so miisste sich auch die primitive 9-te Einheitswurzel ¢y = €>™/9 mit
Zirkel und Lineal konstruieren lassen. Dies ist aber wegen ¢(9) = 6
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nach 6.4/3 unméglich. Die Winkeldreiteilung ist daher im Allgemeinen
nicht mit Zirkel und Lineal durchfiithrbar. Dies ist auch nicht verwun-
derlich, denn das Problem der Dreiteilung eines Winkels ¢ korrespon-
diert zur Losung der Gleichung 2% — €¥ = 0 bzw., wenn wir nur den
Realteil dieser Gleichung betrachten und 2z = 1 benutzen, zur Losung
von 4x® — 3x — cos p = 0. Es ist also eine Gleichung dritten Grades zu
16sen, und dies ist im Allgemeinen nicht mit Zirkel und Lineal moglich.

7.1, Aufg. 1. Es sei L/ K eine Korpererweiterung und X = (x;);es eine
Transzendenzbasis. Das System X ist dann insbesondere algebraisch
unabhéngig iiber K, d. h. man kann X als ein System von Variablen
sowie den Unterring K[X] C L als Polynomring in den Variablen x;
auffassen. Hieraus folgt natiirlich, dass das System X linear unabhéngig
iiber K ist, wenn wir L als K-Vektorraum interpretieren. Aber man
kann auch sehen, dass X niemals K [X] oder gar L als K-Vektorraum
erzeugen kann. Deshalb kann eine Transzendenzbasis von L /K niemals
gleichzeitig eine K-Vektorraumbasis von L sein.

Trotzdem besteht eine grofle begriffliche Analogie zwischen Basen
von Vektorrdumen und Transzendenzbasen von Korpererweiterungen.
Unter dieser Analogie korrespondiert “lineare Unabhéngigkeit” eines
Systems X von Elementen eines K-Vektorraums V' zu “algebraischer
Unabhéngigkeit” eines Systems X von Elementen einer Koérpererweite-
rung L /K. Eine Basis von V ist ein linear unabhéngiges System X C V|
welches V' als K-Vektorraum erzeugt. Entsprechend ist eine Trans-
zendenzbasis von L/K ein algebraisch unabhéngiges System X C L,
welches die Erweiterung L/K in dem Sinne “erzeugt”, dass L/K(X)
algebraisch ist. Genau wie bei Vektorrdumen lassen sich Transzendenz-
basen als maximale algebraisch unabhéngige Systeme (vgl. 7.1/3) bzw.
als minimale “Erzeugendensysteme” im vorstehenden Sinne charakte-
risieren. Auch der Beweis zu 7.1/5, ndmlich dass je zwei Transzendenz-
basen von L/K gleiche Méchtigkeit besitzen, ist im Vektorraumfall in
gleicher Weise giiltig.

Aber auch hier sind der Analogie Grenzen gesetzt. So dehnt sich
jede Bijektion X — %) zwischen zwei Basen von V auf genau ei-
ne Weise zu einem K-Automorphismus von V aus. Die entsprechende
Aussage fiir Transzendenzbasen von L/K ist falsch, sowohl im Hin-
blick auf die Existenzaussage wie auch auf die Eindeutigkeitsaussa-
ge. Beispielsweise bilden fiir eine einfache transzendente Erweiterung



472 Anhang

L = K(X) die Elemente X und X? jeweils eine Transzendenzbasis von
L/K, und es gibt auch einen K-Isomorphismus K (X) — K(X?), der
X auf X? abbildet. Aber dieser Isomorphismus setzt sich nicht zu einem
K-Automorphismus von K (X) fort, da X in K(X) keine Quadratwur-
zel besitzt. Ist andererseits L ein algebraischer Abschluss von K (X), so
setzt sich die Identitéit auf K(X) zwar zu einem K-Automorphismus
von L fort. Dieser ist jedoch nicht eindeutig bestimmt, da es nicht-
triviale K (X)-Automorphismen von L gibt.

7.1, Aufg. 2. Wir wollen zunéchst zeigen, dass C Automorphismen
besitzt, die R nicht festlassen. Hierzu wéahle man ein Element x € R,
etwa z = m, welches transzendent tiber Q ist. Nach 7.1/4 besitzt die
Erweiterung C/Q eine Transzendenzbasis X mit x € X. Da auch das
Element ix € C transzendent iiber Q ist, gibt es weiter eine Trans-
zendenzbasis ) von C/Q mit iz € ). Nach 7.1/5 besitzen X und Q)
gleiche Méchtigkeit. Es existiert also eine Bijektion X — ), wobei
wir x — 2 annehmen diirfen. Diese Bijektion setzt sich fort zu einem
Q-Isomorphismus Q(X) =% Q(%)). Da C ein algebraisch abgeschlos-
sener Korper ist, der algebraisch iiber Q(X) und Q(2)) ist, kann man
C als algebraischen Abschluss sowohl von Q(X) wie auch von Q(%))
auffassen. Folglich sind

o: Q(X) — C, 7 Q(X) = Q®) = C

zwei algebraische Abschliisse von Q(X). Aufgrund von 3.4/10 existiert
dann ein Automorphismus ¢: C — C mit 7 = ¢ o 0. Da nach Kon-
struktion ¢(x) = iz gilt, ist ¢ ein Automorphismus von C, der R wie
gewiinscht nicht festlasst. Es ist daher ¢(R) ein zu R isomorpher, aber
von R verschiedener Teilkérper von C.

Um zu sehen, dass C zu sich selbst isomorphe echte Teilkorper
enthélt, verfahren wir dhnlich. Wir wéhlen eine Transzendenzbasis X
von C/Q und benutzen, dass X aus unendlich vielen Elementen besteht;
vgl. hierzu Aufgabe 3 aus 7.1. Dann existiert eine injektive Abbildung
X — X, welche nicht surjektiv ist. Man benutze hierzu etwa, wie in
7.1/7 gezeigt, dass X eine disjunkte Vereinigung abzéhlbarer Teilmen-
gen von X ist. Die betrachtete Injektion X — X setzt sich zu einer
Injektion ¢: Q(X) — Q(X) fort, wobei Q(X) nicht algebraisch iiber
dem Bild von ¢ ist. Wiederum kann man die beiden Homomorphismen

o: Q(X) — C, 7:Q(X) = Q%) = C
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betrachten. Es ist C ein algebraischer Abschluss von Q(X) beziiglich
der Injektion o, nicht aber beziiglich 7. Indem wir 3.4/9 benutzen,
erhalten wir einen Q(X)-Homomorphismus ¢: C < C mit 7 = p o 0.
Da C nicht algebraisch {iber dem Bild von 7 ist, kann ¢ nicht surjektiv
sein. Folglich ist ¢(C) ein echter Teilkorper von C, der zu C isomorph
ist.

7.2, Aufg. 1. Sei &: M — FE eine R-lineare Abbildung in einen
R'-Modul E. Es ist lediglich zu zeigen, dass es zu & eine eindeu-
tig bestimmte R'-lineare Abbildung ¢: M ®gr R’ — FE gibt mit
r®1 — @(x) fiir x € M. Um die Existenz von ¢ einzusehen, betrachte
man die R-bilineare Abbildung M x R' — FE, (x,a) — a®(x). Die-
se induziert geméfl der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts
eine R-lineare Abbildung ¢: M ®pr R' — E, welche eindeutig durch
o(x ® a) = aP(x) fiir a € R und @ € M charakterisiert ist. Anhand
dieser Eigenschaft sieht man sofort, dass ¢ als Abbildung zwischen
R’-Moduln sogar R'-linear ist. Ist umgekehrt ¢: M @ R’ — FE eine
R'-lineare Abbildung mit ¢(x ® 1) = ®(x) fiir x € M, so stimmt v auf
allen Tensoren der Form x ® 1 mit ¢ iiberein. Da diese Tensoren aber
M ®pr R als R'-Modul erzeugen, folgt ¢ = 1.

7.2, Aufg. 2. Wir behandeln zunéchst den Fall freier Polynomrin-
ge R = R[X] und R" = R[2] mit Systemen X,2) von Variablen.
Es folgt, dass der Polynomring R[X,Q)] mit den kanonischen Injek-
tionen ¢o': R[X] — R[X,9)] und ¢”: R[Y] — R[X,Q] die uni-
verselle Eigenschaft aus 7.2/9 erfiillt. Ein R-Algebrahomomorphismus
R[X,9)] — A ist nidmlich eindeutig durch die Vorgabe der Bilder
zu X und 9 bestimmt. Im Allgemeinfall lassen sich R’ und R” als
Restklassenringe freier Polynomringe darstellen, etwa R’ = R[X]/a
und R” = R[9]/b. Wir behaupten, dass R[X,9]/(a,b) zusammen
mit den kanonischen Abbildungen o’: R[X]/a — R[X,9)]/(a,b) und
0" R[Y]/b — R[X,2)]/(a,b) die universelle Eigenschaft aus 7.2/9
erfiilllt. Sind namlich ¢": R[X] — A, ¢": R[Y] — A zwei R-Alge-
brahomomorphismen mit a C kery’ und b C ker¢”, so gilt fiir den
resultierenden R-Algebrahomomorphismus ¢: R[X,2)] — A die Re-
lation (a,b) C ker .

7.3, Aufg. 1. Die Frage ist in allen Féllen negativ zu beantworten.
Als Beispiel einer reguldren Korpererweiterung betrachte man eine rein
transzendente Erweiterung K (X)/K mit einer Variablen X. Im Falle
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char K = 2 ist die Erweiterung K (X)/K (X?) rein inseparabel und da-
mit nicht separabel. Im Falle char K # 2 dagegen ist diese Erweiterung
separabel algebraisch und folglich nicht primér.

7.3, Aufg. 2. Auch diese Frage ist negativ zu beantworten. Um ein
Beispiel zu konstruieren, wihle man einen Kérper & der Charakteris-
tik p > 0 und betrachte zu Variablen X,Y, 7 die rein transzendente
Erweiterung k(X,Y, Z) sowie die folgenden Teilkorper:

K =k(XP,Y?), L=k(X",Y?,Z)(t) mit t=X+YZ

Wir wollen zeigen, dass die Erweiterung L/K nicht separabel ist, ob-
wohl K algebraisch abgeschlossen in L ist. Zunéchst beachte man,
dass sich die Erweiterung L/K in die rein transzendente Erweiterung
K(Z)/K und die rein inseparable Erweiterung L/K(Z) vom Grad p
zerlegt; es ist t? — (XP+YPZP) = 0 die irreduzible Gleichung von ¢ iiber
K(Z). Um zu sehen, dass L/K nicht separabel ist, betrachte man die
Elemente tP, 17, ZP. Wie aus vorstehender Gleichung folgt, sind diese
linear abhéngig tiber K. Ware nun die Erweiterung L/K separabel, so
miissten nach 7.3/7 (iv) auch die Elemente t, 1, Z linear abhéngig iiber
K sein, und dies wiirde ¢t € K(Z) nach sich ziehen, was aber nicht der
Fall ist. Folglich ist L/K nicht separabel.

Somit bleibt noch zu zeigen, dass K in L algebraisch abgeschlos-
sen ist. Seil etwa a € L algebraisch iiber K. Dann gilt a? € K(Z).
Da aber jedes Element aus K(Z)— K transzendent iiber K ist (vgl.
7.1/10), muss bereits a? € K gelten, und es folgt a € k(X,Y). An-
genommen, a ist kein Element von K. Dann gilt a ¢ K(Z) und we-
gen [L : K(Z)] = p bereits K(Z)(a) = L. Nun kann man aber den
Korper K(Z)(a) auch in der Form K(a)(Z) konstruieren, indem man
zundchst das algebraische Element a zu K adjungiert, sowie anschlie-
Bend das transzendente Element Z. Insbesondere lédsst sich daher das
Element t = X +YZ € L = K(a)(Z) als Quotient zweier Polynome
aus K(a)[Z] C k(X,Y)[Z] schreiben, etwa X +YZ = f(Z)g(Z)'.
Indem wir auf der rechten Seite durch Potenzen von Z kiirzen, konnen
wir g(0) # 0 annehmen. Es folgt X = f(0)g(0)~! € K(a). Dann gehort
aber mit t auch YZ zu K(a)(Z) und somit Y zu K(a). Hieraus ergibt
sich K (a) = k(X,Y), was aber nicht sein kann, da a lediglich den Grad
p iiber K = k(XP?,YP) hat. Daher ist K wie behauptet algebraisch ab-
geschlossen in L.
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7.3, Aufg. 3. Es sei K ein vollkommener Koérper der Charakteris-
tik p > 0, etwa K = [, sowie X eine Variable. Man betrachte
zu K(X) den rein inseparablen Abschluss L = K(X)P ™. Dann ist
L/K vom Transzendenzgrad 1, und wir behaupten, dass diese Erwei-
terung separabel, aber nicht separabel erzeugt ist. Um dies einzuse-
hen, beachte man, dass L durch die aufsteigende Folge der Korper
K(X)»" = K(X?"), i € N, ausgeschopft wird. Da K(X? ") jeweils
rein transzendent iiber K mit X? ' als Transzendenzbasis ist, ergibt
sich mit 7.2/13 und 7.3/3 die Separabilitéit von L/K.

Wir gehen nun indirekt vor und nehmen an, dass L/K separa-
bel erzeugt ist. Dann existiert ein iiber K transzendentes Element
x € L, so dass L separabel algebraisch iiber K(z) ist. Da x aber in
einem der Kérper K (X? ') enthalten sein muss, hat man eine Ket-
te K(z) C K(X? ") C L. Wenn nun L/K (z) separabel algebraisch ist,
so gilt dasselbe nach 3.6/11 auch fiir L/K(X? ). Damit ergibt sich
aber ein Widerspruch, denn es ist X P~ offenbar rein inseparabel vom
Grad p iiber K(XP ). Somit ist die Erweiterung L/K nicht separabel
erzeugt.

7.4, Aufg. 1. Die Charakterisierung separabler Erweiterungen L/K
durch die Bedingung 7} k= 0 ist nur giltig fiir endlich erzeug-
te Korpererweiterungen. Ist beispielsweise K ein nicht vollkommener
Korper der Charakteristik p > 0 und L = KP ~ seine vollkommene
Hiille (oder ein algebraischer Abschluss), so ist die Erweiterung L/K
nicht separabel. Da andererseits jedes Element von L eine p-te Wur-
zel in L besitzt, ist jede Derivation auf L trivial. Dies bedeutet aber
insbesondere Q- = 0.
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67

euklidischer Ring, 5658, 6567

Euler, L., 4, 363

Eulersche p-Funktion, 238

exakte Sequenz, 391

Exponent einer Gruppe, 267

Faktorgruppe, 22

faktorieller Ring, 62, 79, 84

Faktorring, 49

Fermat, P. de, Kleiner Satz, 28

Fermatsche Primzahl, 375

Fermatsche Vermutung, 10

Ferrari, L., 3

del Ferro, S., 3, 4

Fixkorper, 182

K-Form, 299, 301

formale Potenzreihen, 43

p-freies System, 416

Frobenius-Homomorphismus, 114,
167

— relativer, 167, 200

Frobenius-Operator, 292

Fundamentalsatz der Algebra, 4,
32, 109, 340, 363

Funktionenkorper, 81

Galois, E., 5-8, 339
Galois-Descent, 299-306
Galois-Erweiterung, 111, 177, 180
— abelsche, 179, 186, 267

— Kummersche, 179, 267

— zyklische, 179, 186, 260267, 308



Galois-Gruppe, 110, 167, 177, 180
— abgeschlossene Untergruppe, 184,
195
— absolute, 200, 275
— als topologische Gruppe, 189-205
— einer Gleichung, 205-217
— offene Untergruppe, 196
Galois-Kohomologie, 261, 267
ganze Gleichung, 125
ganzer Abschluss, 132
ganzes Element, 127
Gaufl, C. F., 4, 5, 341, 374
— Lemma von, 82
— Satz von, 79, 84
gerichtete Indexmenge, 198, 199
gerichtetes System, 400
gleichméchtig, 381
Gleichung,
siehe algebraische Gleichung
Grad
— einer Kérpererweiterung, 115
— eines Elementes, 120
— eines Polynoms, 40, 73
— lexikographischer, 215
Gradsatz, 115
— fiir Separabilitdtsgrad, 152
grofiter gemeinsamer Teiler, 63-67
grofites Element, 135
Gruppe, 14
— abelsche, 14
— alternierende, 328
— auflésbare, 308, 333
— endlich erzeugte, 105
— Entstehung des Begriffs, 11-12
— Exponent, 267
— freie zyklische, 27
— kommutative, 14
— lineare, 351
— nilpotente, 337
— Produkt von, 16
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— proendliche, 199
— symmetrische, 15, 326
— topologische, 193
— von Funktionen, 15
— von Permutationen, 15
— zyklische, 26-29, 157
p-Gruppe, 316
Gruppenaktion, 261, 308, 309
— bei Galois-Descent, 302
— transitive, 206, 312
Gruppenoperation,

siehe Gruppenaktion

Hauptideal, 44, 45

Hauptidealring, 34, 45, 5861, 63,
64

Hauptsatz

— der Galois-Theorie, 6, 178, 182,
183, 194

— fiir endlich erzeugte abelsche
Gruppen, 105, 316

— fiir endlich erzeugte Moduln
iiber Hauptidealringen, 104

— iber symmetrische Polynome,
215, 219

Hermite, Ch., 8, 75

Hilbert, D., 260

Hilbertscher Basissatz, 170

Hilbertscher Nullstellensatz, 172,
415

Hilberts Satz 90, 260, 305

— additive Form, 264

— kohomologische Version, 261, 276,
296

Homomorphiesatz

— fiir Gruppen, 23

— fiir Moduln, 90

— fiir Ringe, 49

Homomorphismus

- Bild, 17, 48
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— endlicher, 124

— ganzer, 127

— Kern, 17, 48

— von endlichem Typ, 124
— von Gruppen, 17

— von Korpern, 48

— von Moduln, 90

— von Monoiden, 16

— von Ringen, 47
G-Homomorphismus, 277
K-Homomorphismus, 142

Ideal, 34, 44

— Bild unter Homomorphismus, 55

— Erzeugendensystem, 44

— erzeugtes, 44

— maximales, 52

— primes, 51

— Produkt, 44

— reduziertes, 171

— Summe, 44

— triviales, 44

— Urbild unter Homomorphismus,
55

Index, 21

induktiver Limes, 198

Inhalt, 85, 95

Inseparabilitéitsgrad, 255

Integritétsring, 36

inverses Element, 13, 14

Irrationalitdten, 377

Irreduzibilitatskriterien, 87

irreduzibles Element, 59

Isomorphiesétze

— fiir Gruppen, 23, 24

— fiir Ringe, 50

Isomorphismus, 17, 47

Isotropiegruppe, 311

Jacobson-Ring, 175

Klassengleichung, 314

Kleinsche Vierergruppe, 330

kleinstes gemeinsames Vielfaches,
64—-65

Koeffizientenerweiterung, 299, 300,
393

Korper, 36

— algebraisch abgeschlossener, 134

— endlicher, 32, 51, 164-168

— perfekter, 150

— rationaler Funktionen, 81

— vollkommener, 150, 405, 408

Korpererweiterung, 115

— algebraische, 9, 110, 117

— auflosbare, 342

— durch Radikale auflosbare, 341

— einfache, 120

— endliche, 110, 115

— endlich erzeugte, 120

— galoissche, 180,
siehe auch Galois-Erweiterung

— Grad, 115

— Gradsatz, 115

— normale, 111, 144

— primére, 408

— quasi-galoissche, 180

— regulére, 408

— rein inseparable, 159

— rein transzendente, 379

— separabel erzeugte, 405

— Separabilitdtsgrad, 151

— separable, 150, 403, 426

— unendliche, 115

Korperhomomorphismus, 48

Korperpolynom, 123

kofinales Teilsystem, 199

Kohomologiegruppe, 261

Kommutator, 331

— iterierter, 333

Kommutatorgruppe, 331



Kompositum von Koérpern, 186

kongruent, 54

Kongruenzen, 55, 67

Konjugation, 310

Konjugationsoperation, 310

konjugiert, 180, 310

Konstruktion mit Zirkel und Line-
al, 2, 5, 340, 367-376

— regelméfBiger n-Ecke, 341, 374-
376

koprime Ideale, 53

Korand, 261

Kozyklus, 261

Kreisteilungskorper, 211, 238, 240

Kreisteilungspolynom, 244

Kronecker, L., 9

— Verfahren von, 34, 67, 111, 132

Kronecker-Symbol, 69

Krull, W., 178

Kummer, E., 179, 268

Kummer-Theorie, 179

— allgemeine, 275-282, 295-299

— multiplikative, 189, 267-274

Lagrange, J. L., 4, 5, 8, 12, 363
— Resolvente, 354

— Satz von, 21

Leibniz, G. W., 4

Lemma von Zorn, 135
Lie, S., 12

Limes

— direkter, 198

— induktiver, 198

— projektiver, 197
Lindemann, F., 8, 75, 374
o-lineare Abbildung, 302
linear unabhéngig, 92
Linkstranslation, 18, 310
Liouville, J., 8
Lokalisierung, 81, 86
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Méchtigkeit, 381
maximales Element, 135
maximales Ideal, 52
Minimalpolynom, 109, 117
Modul, 90, 218

— dufleres Produkt, 100

— Basis, 92

— direkte Summe, 91

— endlicher, 92

— Erzeugendensystem, 92
— flacher, 393

— freier, 92

— freies Erzeugendensystem, 92, 218
— Lénge, 93

— Lokalisierung, 93, 394

— Rang, 92

— Summe, 91

— torsionsfreier, 92, 401

— von Briichen, 93
G-Modul, 275

Monoid, 13

Monom, 70
Monomorphismus, 17, 47
multiplikatives System, 81

Nebenklasse, 20, 21

neutrales Element, 13, 14

nilpotentes Element, 43, 399

Nilradikal, 47

Noetherscher Normalisierungssatz,
128

noetherscher Ring, 61

Norm, 179, 229, 253

— Transitivitdtsformel, 255

normale Hiille, 145

Normalformentheorie, 90, 107

Normalisator, 313

Normalreihe, 333

Normalteiler, 21

normiertes Polynom, 40
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Nullelement, 15, 35 — primitives, 83

Nullideal, 44 — Reduktion der Koeffizienten, 76

Nullpolynom, 70 — rein inseparables, 159

Nullring, 35 — separables, 148

Nullstelle, 77 — symmetrisches, 215, 218

— Vielfachheit, 77 — Totalgrad, 73

Nullteiler, 36 polynomiale Funktion, 32, 174
Polynomring

obere Schranke, 135
Oberkérper, 113
offene Menge, 190
offene Umgebung, 191

— einer Variablen, 38—42

— mehrerer Variablen, 69-77
— universelle Eigenschaft, 70
Primelement, 59

Operation, . Primfaktorzerlegung, 33, 57, 60-63
siehe Gruppenaktion Primideal. 51
Orbit unter einer Aktion, 311 '

primitives Element, 155
X Primkérper, 113

— einer Gruppe, 21 Primzahl, 59, 63

- eines Elementes, 28 projektiver Limes, 197

- leXﬂ{‘ographische, 215 projektives System, 197
— partielle, 134

— totale, 135 Quadratur des Kreises, 373
Quaternionen, 36
Quotientenkorper, 79

Ordnung

Partialbruchzerlegung, 86
Permutation, 308, 326

— gerade, 328 Radikal

— Signum, 327 — eines Ideals, 171

— ungerade, 328 — eines Rings, 47, 402
Permutationsgruppe, 15, 326 Radikale, 339

Poincaré-Reihe, 261, 297 Radikalerweiterung, 179
Polynom, 32-35 rationale Funktion, 81, 378

— Ableitung, 78 — symmetrische, 212

— g-adische Entwicklung, 43 Rechtstranslation, 18, 310

— allgemeines, 214 Reduktionskriterium, 87

— elementarsymmetrisches, 212 reduzibles Element, 59

— Grad, 40 rein inseparabel, 112

— homogenes, 73 rein inseparabler Abschluss, 163
— irreduzibles, 33 rein inseparables Element, 159
— lexikographischer Grad, 215 Représentant, 20

— mehrerer Variablen, 69-77 Resolvente

— normiertes, 40 — kubische, 360

— Nullstelle, 75 — Lagrangesche, 354



Restklasse, 21
Restklassengruppe, 22
Restklassenmodul, 90
Restklassenring, 49
Resultante, 218, 226

— formaler Grad, 226

Ring, 35, 38

— der ganzen Gauflschen Zahlen, 57
— Dimension, 130

— euklidischer, 5658, 6567
— faktorieller, 62, 79, 84

— formaler Potenzreihen, 43
— Homomorphiesatz, 49

— irreduzibler, 408

— noetherscher, 68, 170

— nullteilerfreier, 36

— reduzierter, 402

— topologischer, 201

— von Funktionen, 37

— von Matrizen, 37
Ringerweiterung, 36

— endliche, 124

— ganze, 127

— von endlichem Typ, 124
ringtheoretisches Produkt, 38
Ruffini, P.; 5

Saturierung eines Untermoduls, 95

Satz vom primitiven Element, 155

Satz von der eindeutigen Primfak-
torzerlegung, 81

Schiefkorper, 36

Schroder—Bernstein, Satz von, 382

Schur, 1., 247

separabel, 112

separabel abgeschlossen, 412

separabel algebraischer Abschluss,
164

separable Hiille, 157, 161

Spur, 179
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— einer linearen Abbildung, 233,
253

— eines Elementes, 253

— Transitivitdtsformel, 255

Steinitz, E., 8, 377

Substitutionshomomorphismus, 75

Sylow, L., 308, 316

p-Sylow-Gruppe, 316

Sylowsche Sétze, 308, 320

symmetrische Gruppe, 15, 326

Teiler, 58

— grofter gemeinsamer, 6367
teilerfremd, 64

Teilkorper, 113

— erzeugter, 119

Tensor, 300, 388
Tensorprodukt, 300

— Koeffizientenerweiterung, 393
— von Algebren, 396

— von Korpern, 398

— von Moduln, 387

Topologie

— erzeugte, 191

— grobste, 191

— induzierte, 192

— Produkt, 192

— Restriktion, 192
topologischer Raum, 191

— hausdorffscher, 193

— kompakter, 193

— quasi-kompakter, 193

— total unzusammenhéngender, 193
Torsionselement, 92
Torsionsmodul, 92
Torsionsuntermodul, 92, 104
Transposition, 327
Transzendenz, 8, 75, 117, 377, 379
Transzendenzbasis, 377, 379

— separierende, 405
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Transzendenzgrad, 384

universelle Eigenschaft, 70
Untergruppe, 16

— erzeugte, 26

— normale, 21

— triviale, 16

— zyklische, 16, 26
Untermodul, 90
Untermonoid, 16
Unterring, 36
Untervektorraum

— definiert tiber K, 301

Vandermonde, A. T., 5
Vektorraumhomomorphismus
— definiert {iber K, 302
Verkniipfung, 13

— assoziative, 13

— kommutative, 13
Verschiebungs-Operator, 292

Vertretersystem, 312
Viete, F., 3

Weber, H., 12
Winkeldreiteilung, 374, 376
Witt, E., 180, 275, 282
Witt-Polynome, 283

Witt-Ring, 282, 291
Witt-Vektoren, 180, 282—299

— endlicher Lénge, 293

— Geisterkomponenten, 291

— Nebenkomponenten, 291
Wiirfelverdoppelung, 2, 341, 374

Zentralisator, 313

Zentrum, 313
Zerfallungskorper, 110, 111, 142
Zornsches Lemma, 135
Zwischenkorper, 115

Zyklus, 326
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